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Abstrakt

Práce se zabývá numerickými simulacemi trámc̊u v tř́ıbodovém ohybu pomoćı

nelokálńıho modelu. Model je použit k simulaci sady zatěžovaných trámc̊u lǐśıćıch

se velikost́ı a hloubkou zářezu. Záměrem je identifikovat pro model takové paramet-

ry, které by zajistily shodnou odezvu v porovnáńı s experimentálńı sadou zkoušek

provedených na Northwestern University. Parametry materiálu a váhové funkce jsou

stanoveny také na základě intenzity energie uvolňované v tělese źıskané z předchoźıch

výpočt̊u diskrétńım modelem. Odezva vypočtená pomoćı nelokálńıho modelu je

porovnána s výsledky experiment̊u.

Kĺıčová slova

porušeńı betonu; porovnáńı s experimenty; nelokálńı model; váhová funkce; iden-

tifikace.

Abstract

The thesis deals with nonlocal model simulations of the three-point-bening test

series. The model is applied to set of beams of variable size and notch depth. The

intention is to identify such parameters that would provide the response of the

nonlocal model similar to experimental data from the comprehensive fracture tests

performed at the Northwestern University. Size and shape of the process zone are

estimated from the discrete model results and according to that the parameters of

weight function and material for the nonlocal model are identified. Results obtained

with the model are compared to the experimental data.

Key words

concrete fracture; experimantal data; nonlocal model; weight function; identifi-

cation.
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1.2 Současný stav problematiky . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
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2 Ćıle práce 5
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4.3 Geometrie a materiálové charakteristiky . . . . . . . . . . . . . . . . 17
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1 ÚVOD

1.1 Předmluva

Porušeńı betonu je dnes modelováno r̊uznými zp̊usoby. Hojně použ́ıvané jsou

modely spojité, kde je materiál chápán jako kontinuum. Daľśı skupinou jsou mode-

ly diskrétńı, u nichž je materiál reprezentován soustavou propojených diskrétńıch

prvk̊u. Práce se zabývá spojitým modelem, který omezuje lokalizaci pomoćı

nelokálńıho výpočtu poměrných přetvořeńı. Nepř́ıznivým dopad̊um lokalizace na

výpočet a př́ıstup̊um vedoućım k jej́ımu omezeńı jsem se podrobně zabýval již

v bakalářské práci a źıskaných znalost́ı jsem využil i při zpracováńı této práce.

Na Nortwestern University tým prof. Bažanta vytvořil a odzkoušel rozsáhlou sadu

experimentálńıch těles (Hoover et al., 2013) Tělesa byla vytvořena pro r̊uzné typy

zatěžovaćıch zkoušek a v relativně velkém rozsahu rozměr̊u. Nejmenš́ı tělesa nebyla

větš́ı než 10 cm, rozměry největš́ıch přesahuj́ı 1 m. Jen pro trámec v tř́ıbodovém

ohybu bylo zhotoveno 128 těles 18 r̊uzných rozměr̊u, minimálně 6 těles od každé

geometrie. Sada byla vytvořena z jedné betonové záměsi a zkoušena po stejné době

zráńı. Data zkoušek jsou předmětem mnoha studíı zabývaj́ıćıch se porušeńım betonu.

Předkládaná práce si klade za úkol nalezeńı vhodných parametr̊u pro spojitý

nelokálńı model, který by pak byl schopen spolehlivě predikovat chováńı betonu

v pr̊uběhu jeho porušeńı. Důležitou roli v nastaveńı nelokálńıho modelu hraje váhová

funkce, respektive jej́ı dosah. Ten úzce souviśı s velikost́ı procesńı zóny. Proto jsou

pro identifikaci parametr̊u mimo data ze zmı́něných experiment̊u použity také in-

formace o intenzitě uvolňované energie źıskané z výsledk̊u diskrétńı analýzy (Eliáš

et al., 2014).

1.2 Současný stav problematiky

Materiálové inženýrstv́ı je odvětv́ı, které se rozv́ıj́ı zhruba od poloviny 20. sto-

let́ı. Obory zabývaj́ıćı se chováńım materiál̊u v pr̊uběhu jeho porušováńı se zprvu

zaměřovaly sṕı̌se na homogenńı materiály typu ocel, popř. sklo. Vyhodnoceńı jejich

chováńı se dnes věnuj́ı široká odvětv́ı nejen lomové mechaniky.

V posledńı době je č́ım dál častěji požadován detailńı a spolehlivý popis chováńı

také u heterogenńıch materiál̊u. Typickým zástupcem této skupiny je beton, v jehož

struktuře se mimo relativně homogenńı cementovou matrici objevuj́ı také zrna ka-

meniva, jejichž tvar, velikost, množstv́ı nebo rozmı́stěńı jsou pro výsledné vlastnosti

materiálu určuj́ıćı.
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Na mnoha universitách a věděckých pracovǐst́ıch se týmy odborńık̊u pokoušej́ı

nalézt co možná nejlepš́ı popis chováńı betonu v pr̊uběhu š́ı̌reńı trhliny. Prob́ıhaj́ı

rozličné zkoušky a na jejich základě se konstruuj́ı matematické modely (Bažant,

Planas, 1998; van Mier, 2013). O problematice experimentálńıch zkoušek bylo

sepsáno mnoho vědeckých publikaćı.

Aby data z experiment̊u byla použitelná, muśı splňovat hodně kritéríı. Kdyby-

chom provedli jednu zkoušku a na jej́ım základě definovali vlastnosti zkoušeného

betonu, výsledky mohou být ovlivněny materiálovou náhodnost́ı. I v praxi se z be-

tonu určeného pro konstrukce muśı připravit hned několik zkušebńıch těles, aby se

zamezilo možnosti, že jedno těleso bude mı́t vynikaj́ıćı vlastnosti, které ale zdaleka

nebudou odpov́ıdat vlastnostem zbytku záměsi.

Porušeńı betonu se dá popsat jako nevratná deformace. Pro popis chováńı

kvazikřehkých materiál̊u se použ́ıvá konstitutivńı zákon se sestupnou větv́ı a to

jak pro př́ıstupy spojité, tak diskrétńı.

U spojitých model̊u docháźı k lokalizaci nepružných deformaćı, což zp̊usobuje

závislost výsledk̊u na śıti. S t́ımto jevem se r̊uzné př́ıstupy vypořádávaj́ı r̊uznými

zp̊usoby.

Model pásu trhlin (Crack-band model) (Bažant, Oh, 1983) upravuje sestupnou

větev konstitutivńıho zákona v závislosti na velikosti elementu, k čemuž použ́ıvá

lomovou energii definovanou jako materiálovou konstantu.

Nelokálńı formulace (Bažant, Lin, 1988) neupravuje konstitutivńı zákon, ale

poč́ıtá hodnotu v integračńım bodě v závislosti na hodnotách v okolńıch integračńıch

bodech.

Gradientńı modely (Jirásek, Rolshoven, 2009) použ́ıvaj́ı k vyhodnoceńı lokálńı

proměnné jej́ı závislost na spádu (derivaci) pole poměrných přetvořeńı. Derivace

je určena okolńımi hodnotami, tedy i proměnná na ńı závislá je těmito hodnotami

ovlivněna. Tento př́ıstup se dále děĺı na formulaci explicitńı a implicitńı, podle toho,

zda jsou derivace použity na hodnoty lokálńı nebo nelokálńı.

Mimo tyto čistě spojité př́ıstupy, kde je př́ıpadná trhlina rozmazaná (smeared),

jsou použ́ıvány také modely umožňuj́ıćı vložit do kontinua nespojitost (discontinu-

ity).

Jedńım z nich je Embedded crack model, což by se dalo do češtiny přeložit jako

model s vloženou trhlinou (Oliver, 1996). Př́ıpadná nespojitost je zde reprezentována

jednotkovým skokem v bázové funkci vytvořeným součtem bázových s Heavisideovou

funkćı.

Daľśı z př́ıstup̊u dovoluj́ıćıch nespojitost je nazván Extended finite elements

(Rozš́ıřené konečné prvky). Tento př́ıstup je založen na metodě PUM – Partition of

unity (rozděleńı jednoty) (Melenk, Babuška, 1996). Př́ıpadná trhlina je zde reprezen-

tována dvěma oddělenými prvky, které se ve fázi iniciace trhliny překrývaj́ı. Bázové
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funkce prvk̊u jsou pak v mı́stě trhliny pomoćı Heavisideovy funkce ořezány.

Formulace založené na metodě diskrétńıch prvk̊u (DEM) chápou materiál jako

soustavu samostatných prvk̊u, které jsou navzájem propojeny diskrétńımi vazbami

(Cusatis et al., 2003; Cusatis, Cedolin, 2007), jejichž rozmı́stěńı je náhodné. Závislost

výsledk̊u na velikosti jednotlivých prvk̊u se zde také objevuje, struktura modelu ale

napodobuje reálnou strukturu modelovaného materiálu (v našem př́ıpadě betonu)

a jsou-li prvky reprezentuj́ıćı jednotlivé součásti betonové směsi (kamenivo, cemen-

tová matrice) nastaveny tak že odpov́ıdaj́ı betonu použitém do konstrukce (frakce,

popř. množstv́ı kameniva), i závislost na velikosti jednotlivých prvk̊u pak odpov́ıdá

závislosti vlastnost́ı betonu na použitých složkách materiálu.
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1.3 Stručný obsah práce

∙ V 1. kapitole jsou úvodńı poznámky, stručné představeńı a náčrt současného

stavu problematiky.

∙ V kapitole 2 jsou uvedeny ćıle, kterých chceme v práci dosáhnout.

∙ 3. kapitola se zabývá teoretickými znalostmi nezbytnými pro porozuměńı

řešené problematiky. Je rozdělena na čtyři části.

– Prvńı část se zabývá zkouškou trámce v tř́ıbodovém ohybu a problémem

měřeńı veličin v pr̊uběhu zatěžováńı.

– V druhé části je přibĺıžen isotropńı model porušeńı a jev zvaný

lokalizace. Je zde představen jeden z př́ıstup̊u vedoućıch k omezeńı to-

hoto nežádoućıho jevu, př́ıstup využ́ıvaj́ıćı nelokálńı váhovou funkci.

– V daľśı části je okrajově uveden diskrétńı př́ıstup k modelováńı

kvazikřehkých materiál̊u.

– V posledńı části prvńı kapitoly je vysvětlen zp̊usob hledáńı minima po-

moćı simplexové metody.

∙ 4. kapitola obsahuje informace o datech źıskaných z experiment̊u a diskrétńıch

simulaćı, strukturu výpočtu včetně použitých programů a v neposledńı řadě

informace o geometrii těles, śıtě konečných prvk̊u a vlastnostech materiálového

modelu.

∙ Kapitola 5 se zabývá procesem identifikace parametr̊u pro nelokálńı model.

∙ V 6. kapitole je nelokálńı model aplikován na sadu modelovaných geometríı

odpov́ıdaj́ıćıch zkoušeným vzork̊um za použit́ı identifikovaných parametr̊u.

Výsledky modelu jsou s odezvou reálných experiment̊u porovnány.

∙ Kapitola 7 obsahuje závěr a zhodnoceńı výsledk̊u.



2 CÍLE PRÁCE

∙ Prvńım ćılem je vytvořit v programu Oofem model trámce v tř́ıbodovém

ohybu. Model by měl odpov́ıdat konfiguraci zkoušek provedených na North-

western University. Dále by měl splňovat požadavky na detailńı popis pole

napět́ı a posuv̊u v oblasti š́ı̌ŕıćı se trhliny a zároveň požadavky na výpočtovou

náročnost souvisej́ıćı s omezenou výpočetńı kapacitou.

∙ Daľśım ćılem je pomoćı poskytnutých dat z experiment̊u a diskrétńıch simulaćı

identifikovat materiálové parametry pro nelokálńı model.

∙ Posledńım ćılem je ověřit použitelnost nelokálńıho př́ıstupu na modelováńı

skutečných experiment̊u, a to jak trámc̊u s r̊uznou hloubkou zářezu, tak trámc̊u

bez zářezu.





3 TEORIE

3.1 Tř́ıbodový ohyb

V praxi se pro zachováńı mechanických vlastnost́ı materiál̊u dodržuj́ı př́ısné

pracovńı postupy. I přesto je vždy třeba ověřit, zda bylo požadovaných vlastnost́ı

dosaženo. Děje se tak pomoćı rozličných zkoušek, lǐśıćıch se např́ıklad geometríı těles

nebo zp̊usobem zatěžováńı. Důležité je, pro jaký materiál je která zkouška určena.

Mimoto je experiment často použit k porovnáńı vlastnost́ı r̊uzných materiál̊u.

Jedńım z nejpouž́ıvaněǰśıch zp̊usob̊u ověřeńı vlastnost́ı betonu je zkouška trámce

v tř́ıbodovém ohybu (TPB), která ověřuje vlastnosti materiálu v modu I otev́ıráńı

trhliny (Karihaloo, Nallathambi, 1991).

Obr. 3.1(b) znázorňuje konfiguraci zkoušky. Zkouška se provád́ı na tělesech jak se

zářezem, tak bez zářezu. Relativńı hloubka zářezu se znač́ı hodnotou 𝛼0, pro kterou

plat́ı 𝛼0 = 𝑎0/𝐷, kde 𝑎0 je absolutńı hloubka zářezu a 𝐷 je výška zkoušeného trámce.

Daľśımi rozměry jsou vzdálenost podpor 𝑙, délka 𝑆 a tloušt’ka trámce.

Zkouška je hojně použ́ıvaná zejména pro svoji jednoduchost, i ta je však re-

lativńı. Jeden z problémů přináš́ı zp̊usob zatěžováńı. Na obrázku 3.1(a) je typický

pr̊uběh zatěžovaćıho diagramu TPB. Na vodorovné ose je pr̊uhyb 𝛿 uprostřed rozpět́ı,

na svislé hodnota zat́ıžeńı. Po dosažeńı maximálńı únosnosti docháźı k poklesu

přenášené śıly 𝑃 za rostoućı deformace 𝛿. Je tedy zřejmé, že, budeme-li zatěžovat

př́ır̊ustkem śıly, po dosažeńı únosnosti dojde ke kritickému kolapsu a neźıskáme tak

žádné informace o daľśım pr̊uběhu diagramu. Daľśı možnost je zatěžováńı př́ır̊ustkem

deformace1. Může ale nastat situace, kdy bude po dosažeńı vrcholu s klesaj́ıćı silou

klesat i deformace, tento jev se nazývá snap-back.

1direct displacement control
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Obr. 3.1: (a) typický pr̊uběh zatěžovaćıho diagramu pro TPB, (b) konfigurace tělesa
se zářezem pro TPB.
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Obr. 3.2: Konstitutivńı zákon typický pro kvazikřehké materiály se změkčeńım
(a) lineárńım, (b) bilineárńım a (c) exponenciálńım. Na vodorovné ose je ekviva-
lentńı poměrné přetvořeńı, na svislé pak ekvivalentńı napět́ı.

Bylo by tedy vhodné kontrolovat veličinu, která bude v pr̊uběhu zatěžováńı kon-

stantně nar̊ustat. Takovou je otevřeńı trhliny, použ́ıvá se hodnota označovaná jako

CMOD 2, pro kterou se zjǐst’uje nárust vzdálenosti okraj̊u trhliny na spodńım ĺıci

trámce (zálež́ı na konfiguraci zkoušky). Otevřeńı trhliny na ĺıci jsme ale schopni

měřit jen pro určité geometrie, zejména pro ty s hlubokou počátečńı trhlinou. Pro

trámce bez zářezu nebo s mělkým zářezem většinou nemůžeme s jistotou předem

ř́ıci, kde se bude trhlina iniciovat, a proto se pro měřeńı použ́ıvaj́ı body ve větš́ı

vzdálenosti od středu rozpět́ı, kde předpokládáme vznik trhliny.

3.2 Spojitá nelokálńı formulace

Velmi rozš́ı̌reným př́ıstupem k modelováńı konstrukćı je v současnosti použit́ı

procesor̊u založených na metodě konečných prvk̊u. Na trhu je dostatek programů

poskytuj́ıćıch uživatelsky př́ıznivé prostřed́ı, některé z nich nekladou téměř žádné

nároky na uživatelovu znalost matematické problematiky výpočtového jádra.

V metodě konečných prvk̊u je materiál chápán jako spojitá oblast a pole napět́ı a

deformaćı je aproximováno s pomoćı bázových funkćı přes jednotlivé prvky, na které

je modelovaná konstrukce rozdělena. Pro popis chováńı materiálu jsou použity roz-

ličné modely (konstitutivńı zákony), lǐśıćı se zejména podle toho, pro jaký materiál

je daný model určen.

3.2.1 Model porušeńı

U kvazikřehkých materiál̊u docháźı po dosažeńı maximálńı únosnosti k poklesu

napět́ı za rostoućıho přetvořeńı, tzv. změkčeńı. Na obrázku 3.2 je konstitutivńı zákon

s r̊uznými druhy popisu sestupné větve (Jirásek, Zeman, 2006). V této práci je

2CMOD - crack mouth opening displacement
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použito změkčeńı exponenciálńı. Isotropńı model porušeńı, který je v práci použit,

pracuje s hodnotou poškozeńı 𝜔, která určuje ztrátu integrity materiálu v daném

bodě. Ta je pak vyjádřena vztahem

𝐷𝑠 = (1 − 𝜔)𝐷 , (3.1)

kde 𝐷 je elastická matice tuhosti a 𝐷𝑠 je aktuálńı matice tuhosti. Hodnota poškozeńı

𝜔 se pak nacháźı v rozmeźı ⟨0; 1⟩, kde hodnoty 0 poškozeńı dosahuje na počátku se-

stupné větve a znač́ı neporušený prvek a 𝜔 = 1 nabývá na (teoretickém3) konci

sestupné větve a znač́ı úplné porušeńı prvku. Jelikož je materiál chápan jako spojitá

oblast, porušené prvky nejsou odstraňovány, pouze docháźı k degradaci jejich vlast-

nost́ı a př́ıpadná trhlina je tzv. rozetřená. Obecně máme ve 3D přetvořené v bodě

definované pomoćı tensoru s 9 hodnotami. Konstitutivńı zákon však často využ́ıvá

pouze jedné hodnoty tzv. ekvivalentńıho poměrného přetvořeńı 𝜀. Jeho určeńı je

možné v́ıce zp̊usoby, v této práci je uvažována definice podle Mazarse (Mazars,

Piaudier-Cabot, 1989)

𝜀 =

⎯⎸⎸⎷ 3∑︁
𝐼=1

⟨𝜀𝐼⟩2
,

(3.2)

kde ⟨. . .⟩ znač́ı kladnou část, 𝜀𝐼 jsou hlavńı poměrná přetvořeńı. Stejně tak se pracuje

i s tensorem napět́ı a jeho ekvivalentńım obrazem.

3.2.2 Lokalizace

Docháźı-li k nárustu přetvořeńı za poklesu napět́ı, pak se porušeńı nutně

lokalizuje do jednoho pásu konečných prvk̊u, v jehož okoĺı docháźı k odtěžováńı.

Použijeme-li pak jednoduchý model porušeńı, výsledky výpočtu budou závislé na

diskretizaci konstrukce na jednotlivé konečné prvky. Vliv můžeme demonstrovat na

výpočtu trámce v tř́ıbodového ohybu se zářezem do 1/3 výšky děleného na elementy

o velikosti 2.5, 5 a 10mm. Výsledky výpočtu jsou zobrazeny na obr. 3.3.

Abychom byli schopni modelovat reálné konstrukce, muśı být vliv velikosti prvk̊u

odstraněn. To se děje pomoćı r̊uzných př́ıstup̊u, jež se často nazývaj́ı omezovače

lokalizace. Jedńım z nich je nelokálńı model.

3.2.3 Nelokáńı model

Tato práce se zabývá nelokálńım modelem a jeho možnou aplikaćı na simulace

reálných experiment̊u. Nelokálńı model, jak už z jeho pojmenováńı vyplývá, omezuje

vliv lokalizace t́ım, že přepoč́ıtává hodnoty ekvivalentńıho poměrného přetvořeńı

3Pro některé druhy změkčeńı, např. exponenciálńı.
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Obr. 3.3: Výsledky simulace zkoušky trámce v tř́ıbodovém ohybu bez použit́ı ome-
zovače lokalizace pro r̊uzné hustoty děleńı śıtě.

v daném bodě, lokálńı, v závislosti na hodnotách v okoĺı bodu na hodnoty nelokálńı.

K výpočtu použ́ıvá tzv. váhovou funkci 𝛼
′
(𝑠), která přiděluje každému bodu v okoĺı

jeho váhu. Aby použit́ı funkce dávalo smysl, muśı být nejprve normalizována tak, aby

platilo že součet všech jej́ıch hodnot v započ́ıtávané oblasti (obecně ve 3D objemu)∫︀
𝑉

𝛼(𝑠)d𝑉 = 1. To se děje podle vztahu

𝛼(𝑠) =
𝛼

′
(𝑠)∫︀

𝑉

𝛼′(𝑠)d𝑉 .
(3.3)

Hodnota nelokálńıho ekvivalentńıho poměrného přetvořeńı 𝜀 se pak vypočte ze vz-

tahu

𝜀(𝑥) =
∑︁
𝑉

𝛼(𝑠𝑖) 𝜀(𝜉) , (3.4)

kde je kv̊uli diskretizaci mı́sto integrálu použita sumace, 𝑠 je pak vzdálenost mezi

vyšetřovaným (𝑥) a započ́ıtávaným (𝜉) bodem 𝑠 = |𝑥 − 𝜉| viz obr. 3.4. Poškozeńı

je rozloženo do oblasti závislé na dosahu 𝑅 váhové funkce, ten je zadáván jako

materiálový parametr a je tud́ıž neměnný. Š́ı̌rka pásu, kterým se š́ı̌ŕı poškozeńı je

tedy konstantńı bez ohledu na velikost prvku4.

Jako váhovou lze použ́ıt jakoukoli funkci, která s rostoućı vzdálenost́ı klesá,

př́ıpadně neroste (lze použ́ıt i konstantńı funkci). Pro hlavńı výpočty v této práci

4V př́ıpadě, že velikost prvku je větš́ı než dosah váhové funkce, nemá jej́ı použit́ı na velikost
poškozené oblasti vliv.
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Obr. 3.4: Přiděleńı vah okolńım bod̊um pomoćı normalizované váhové funkce.

byla použita zvonovitá funkce dle předpisu

𝛼
′
(𝑠) =

(︂
1 − 𝑠2

𝑅2

)︂2

,
(3.5)

kde 𝑠 je vzdálenost od vyšetřovaného bodu a 𝑅 je parametr určuj́ıćı dosah váhové

funkce.

Předpis̊u, které vyhovuj́ı požadavk̊um váhové funkce, je ale nekonečně mnoho,

jen v Oofemu je implementováno několik daľśıch možnost́ı. Pro srovnáńı jsou zde

uvedeny dvě daľśı. Porovnáńı jejich normalizovaných ekvivalent̊u je na obrázku 3.5.

Prvńı, vycházej́ıćı z Gaussova rozděleńı, má nekonečný dosah, funkčńı hodnoty pro

𝑠 > 2.5𝑅 jsou však pro výpočet uvažovány nulové.

𝛼
′
(𝑠) = exp

(︂
− 𝑠2

𝑅2

)︂
.

(3.6)

Daľśı zvolená nelokálńı funkce přiděluje všem bod̊um v dosahu 𝑅 stejnou hodnotu.

𝛼
′
(𝑠) =

{︃
1 pro 𝑠 ≤ 𝑅

0 pro 𝑠 > 𝑅
(3.7)

Normalizovaná váhová funkce se měńı podle polohy vyšetřovaného bodu. Jej́ı

hodnoty jsou dány počtem integračńıch bod̊u, které se v započ́ıtávané oblasti

nacházej́ı. Tento počet se značně měńı u okraj̊u modelu. Vztah 3.3 muśı platit,

tedy plocha, respektive součet hodnot pod křivkou váhové funkce, muśı být vždy

rovna 1. U okraje je ale funkce oř́ıznuta a tak se podmı́nka stejné plochy promı́tne

do zvýšeńı vah přidělovaných jednotlivým hodnotám v okoĺı. Na obr. 3.6 je tento

jev znázorněn, hranice je uvažována v hodnotě 𝑥 = 0. Jak se započ́ıtávané hodnoty

určuj́ı, pokud je hranice oblasti nekonvexńı, je naznačeno na obrázku 3.7. Body, které
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vzdálenost s

0.0000

0.0005

0.0010

0.0015

α
(s

)

zvonovitá fce
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Obr. 3.6: Změna pr̊uběhu normalizované váhové funkce při okraji.

Obr. 3.7: Př́ıklad započ́ıtávané oblasti v mı́stě zářezu.

nejsou z vyhodnocovaného mı́sta (středu kruhu) př́ımo
”
vidět“, nejsou započ́ıtány

(Jirásek, 2014).

Existuje v́ıce zp̊usob̊u nelokálńı formulace, lǐśı se podle toho, pro jaké hodnoty

se použije přepočet z lokálńıch na nelokálńı. Může se přepoč́ıtávat např. parametr

poškozeńı, neelastické napět́ı atp. (Jirásek, 1998). Nejčastěji se ovšem použ́ıvá for-

mulace založená na nelokálńıch poměrných přetvořeńıch, tak jak je použita v této

práci. Nelokálńı pr̊uměrováńı je použitelné nejen pro modely poškozeńı, ale např́ıklad

i pro plasticitu.
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Obr. 3.8: Struktura diskrétńıho modelu (Eliáš, 2009).

3.3 Diskrétńı formulace

V diskrétńım modelu (Eliáš et al., 2014) neńı materiál chápán spojitě. Materiál

představuj́ı diskrétńı propojené buňky, jejichž pozice může být náhodně genero-

vána poč́ıtačem, např́ıklad Voroného tesselaćı. Tyto buňky si můžeme jednoduše

představit jako kamenivo v betonu. Jsou navzájem propojeny vazbami, pro které

jsou stanoveny obdobné konstitutivńı vztahy jako v př́ıpadě spojitého modelu.

Jsou to vztahy zohledňuj́ıćı tlakové, tahové i smykové namáháńı. Je-li vazba zcela

porušena, tj. na konci sestupné větve pracovńıho diagramu, nepřenáš́ı již žádné

zat́ıžeńı. Protože struktura modelu napodobuje reálnou strukturu modelovaného

materiálu (v našem př́ıpadě betonu), neńı třeba omezovat závislost odezvy modelu

na takto vytvořené struktuře vazeb a prvk̊u. Vzhledem k náhodnosti umı́stěńı jed-

notlivých prvk̊u se odezvy simulaćı i přes stejné vstupńı parametry mohou nepatrně

lǐsit, proto je spočteno vždy v́ıce simulaćı stejného trámce.

V této práci jsou použity hodnoty źıskané na základě diskrétńı simulace, nicméně

problematika diskrétńıho modelu zde řešena neńı.

3.4 Aproximace minima

Jedńım z ćıl̊u této práce je nalezeńı vhodných parametr̊u pro nelokálńı model.

Hledáme parametry, pro které bude odezva modelu co možná nejlépe odpov́ıdat

odezvě źıskané z experimentálńıch dat (Hoover et al., 2013) a dat z diskrétńı simulace

(Eliáš et al., 2014).

Abychom takové parametry mohli nalézt, muśıme nejprve určit zp̊usob, jakým se

budou odezvy porovnávat a co bude kritériem pro dosažeńı parametr̊u, v podstatě se

jedná o optimalizačńı problém a ćılová funkce by měla reflektovat vhodnost daných

parametr̊u. Podrobně se ćılovou funkćı a optimalizačńım procesem zabývá část 5.1.



14 KAPITOLA 3. TEORIE

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

T
T
T
T
T
T
T
T
T
T
T
T
T

x0

A

C

B

A
′

B
′

C
′

-

6

x

y

Obr. 3.9: Demonstrace postupu simplexové metody, reflexe a kontrakce (Čermák,
Hlavička, 2008).

K vyhledáńı minima je použita funkce 𝑓𝑚𝑖𝑛 z baĺıku 𝑠𝑐𝑖𝑝𝑦.𝑜𝑝𝑡𝑖𝑚𝑖𝑧𝑒 pro-

gramovaćıho jazyka 𝑝𝑦𝑡ℎ𝑜𝑛. Funkce apriximuje minimum pomoćı simplexové

metody5 (Nelder et al., 1965).

Simplexová metoda patř́ı mezi tzv. metody př́ımé, tzn. použ́ıvá pouze funkčńı

hodnoty, proto je vhodná také pro řešeńı problémů, kde nejsou známy derivace.

Název metody naznačuje, že je zde použit specifický geometrický prvek (simplex).

Ten můžeme chápat jako element, který má minimálńı možný počet určuj́ıćıch bod̊u,

tedy je určen 𝑛 + 1 body, kdy 𝑛 je počet proměnných dané funkce, pro 1D př́ıpad

úsečka, 2D trojúhelńık nebo pro 3D čtyřstěn.

Postup metody můžeme jednoduše demonstrovat na př́ıkladě funkce

2 proměnných 𝑓(𝑥, 𝑦) (Čermák, Hlavička, 2008). V počátečńım bodě 𝑥0 sestroj́ıme

rovnostranný6 trojúhelńık △𝐴𝐵𝐶, pro který je počátečńı bod těžǐstěm. Dále

zjist́ıme, ve kterém z jeho vrchol̊u dosahuje 𝑓(𝑥, 𝑦) maximálńı hodnoty a pro tento

vrchol sestroj́ıme jeho reflexi vzhledem ke zbývaj́ıćım vrchol̊um trojúhelńıka △𝐴𝐵𝐶.

Na obrázku 3.9 je maximálńı hodnota funkce v bodě 𝐴 bod 𝐴
′

je jeho reflex́ı.

Je-li 𝑓(𝐴
′
) < 𝑓(𝐴), pokračujeme obdobným postupem s trojúhelńıkem △𝐵𝐴

′
𝐶.

V opačném př́ıpadě, je-li 𝑓(𝐴
′
) > 𝑓(𝐴), provedeme kontrakci: trojúhelńık △𝐴𝐵𝐶

nahrad́ıme trojúhelńıkem △𝐴𝐵
′
𝐶

′
a dále postupujeme obdobně jako u trojúhelńıka

△𝐴𝐵𝐶. Z předchoźıho je zřejmé, takto popsaným postupem můžeme uv́ıznout

v lokálńım minimu. Velkou výhodou je ale možnost použit́ı řešeńı úloh, u kterých

známe pouze funkčńı hodnoty, což je náš př́ıpad.

5Simplexová metoda – downhill simplex algorithm, v literatuře též známá pod pojmenováńım
podle autor̊u Nelder – Mead algorithm

6Rovnostranný trojúhelńık uvažujeme v relativńıch souřadnićıch.
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4 POPIS MODELU A VSTUPNÍCH DAT

Jelikož vstupńı hodnoty pro modelováńı těles v práci vycháźı z dat źıskaných

z provedených experiment̊u a simulaćı diskrétńım modelem, v této kapitole jsou k do-

plněńı popisu nelokálńıho konečněprvkostńıho modelu nejprve zmı́něny nezbytné

informace o experimentech a diskrétńıch výpočtech.

4.1 Experimentálńı data

Jedńım z ćıl̊u této práce je porovnáńı analýzy provedené pomoćı nelokálńıho

modelu s výsledky skutečných experiment̊u provedených na Northwesten University

(Hoover et al., 2013; Hoover, Bažant, 2013, 2014).

V tabulce 4.1 jsou rozepsány geometrie podle absolutńı velikosti a hloubek zářezu

spolu s kódovým označeńım použ́ıvaným pro snazš́ı orientaci. Vedle označeńı je vždy

i počet zhotovených těles, na kterých byly experimenty prováděny. Bylo tedy mimo

jiné provedeno celkem 128 zkoušek trámce v tř́ıbodovém ohybu. Největš́ı tělesa měla

délku 1.2 m a výšku 0.5 m, rozměry nejmenš́ıho jsou pak vzhledem k největš́ımu

v poměru 1 : 12.5, délka 96 mm a výška 40 mm. Tloušt’ka všech trámc̊u byla 40 mm.

Trámce byly zhotoveny z jedné záměsi a zkoušeny po stejné době zráńı.

U některých konfiguraćı geometrie nebyla tělesa zhotovena zejména proto, že se

jednalo o malé1 hloubky zářez̊u, které by bylo značně obt́ıžné zhotovit. V př́ıpadě

poč́ıtačové simulace nicméně neńı problém geometrii s tak mělkým zářezem vytvořit,

a aby byla data kompletńı, tak jsou i tyto trámce do studie zahrnuty.

Z provedených experiment̊u mi byla poskytnuta data o pr̊uběhu zatěžováńı

ve vztahu zatěžovaćı śıla vs. otevřeńı trhliny. T́ımto bych chtěl poděkovat týmu

prof. Bažanta za veřejné poskytnut́ı dat z článk̊u (Hoover et al., 2013; Hoover,

Bažant, 2013) a také svému vedoućımu Ing. Janu Eliášovi, Ph.D za jejich

zprostředkováńı.

Rozměry [mm]
délka × výška (rozpět́ı)

relativńı hloubka zářezu 𝛼0

0.3 0.15 0.075 0.025 0

1200 × 500 (1088) 6 ks Aa 6 ks Ab 6 ks Ac 6 ks Ad 6 ks Ae
516 × 215 (467.84) 6 ks Ba 6 ks Bb 6 ks Bc 6 ks Bd 6 ks Be

223.2 × 93 (202.368) 8 ks Ca 8 ks Cb 8 ks Cc 0 ks Cd 8 ks Ce
96 × 40 (87.04) 8 ks Da 10 ks Db 11 ks Dc 0 ks Dd 7 ks De

Tab. 4.1: Tabulka rozměr̊u, počt̊u a označeńı modelovaných trámc̊u

1V absolutńı velikosti, malé rozměry v řádu jednotek mm.
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Obr. 4.1: Fotografie těles zkoušených na Northwesterń university (Hoover et al.,
2013).

4.2 Údaje z diskrétńı analýzy

Pro identifikaci parametr̊u nelokálńıho modelu potřebujeme znát informace o ve-

likosti a tvaru procesńı zóny (Grassl, Jirásek, 2010). Z toho d̊uvodu byla využita data

spočtená pomoćı diskrétńıho modelu (Eliáš et al., 2014), a z nich źıskán pr̊uběh disi-

pace energie v oblasti porušeńı. Zmı́něný článek z roku 2014 se zabývá porovnáńım

výsledk̊u simulaćı diskrétńım modelem se stejnou experimentálńı sadou (Hoover

et al., 2013).

Jak můžeme vidět na obr. 4.2 vpravo, v diskrétńım modelu š́ı̌reńı trhliny

neprob́ıhá nutně po př́ımce, ale trhlina se š́ı̌ŕı v závislosti na nehomogenitě ma-

teriálu, bylo tedy nutné brát údaje o uvolněné energii po vrstvách, a každou vrstvu

pak ve vodorovném směru posunout tak, aby se shodoval střed trhliny. Ten byl

uvažován v těžǐsti energíı uvolněných v dané vrstvě.

Popsaným zp̊usobem byly źıskány histogramy uvolněné energie z všech2 těles

všech velikost́ı s relativńı hloubkou zářezu 𝛼0 = 0.3 spočtených diskrétńı simu-

laćı. Všechny vzorky byly rozděleny na vrstvy o stejné absolutńı velikosti tak,

že výška ligamentu3 nejmenš́ıho vzorku odpov́ıdala výšce jedné vrstvy. Nav́ıc je

v diskrétńım modelu rozložeńı prvk̊u a t́ım pádem i rozděleńı uvolňované ener-

gie nesymetrické, proto byly hodnoty histogramu zleva a zprava v odpov́ıdaj́ıćı si

vzdálenosti zpr̊uměrovány. Pr̊uběh disipace energie je na histogramech v obrázku 4.2

vlevo. Jelikož chceme výsledky porovnat, jsou údaje o energii normovány, aby součet

všech hodnot dával hodnotu 1, na vodorovné ose je pak vzdálenost od středu trhliny

2Vzhledem k náhodnosti pozice diskrétńıch prvk̊u (kap. 3.3) je nutné započ́ıst všechny diskrétńı
simulace konkrétńıho tělesa.

3Výška vzorku po odečteńı výšky zářezu.
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Obr. 4.2: Nalevo jednotlivé histogramy uvolněné energie podle těles, ze kterých byly
źıskány, napravo pr̊uběh trhliny źıskaný pomoćı diskrétńı simulace.

v mm. Podle graf̊u se ukazuje, že pro větš́ı tělesa je oblast, do které je uvolněńı

energie rozloženo, větš́ı.Lomová energie a velikost lomové procesńı zóny je podle dat

z diskrétńı simulace závislá na velikosti porušovaného tělesa.

4.3 Geometrie a materiálové charakteristiky

Byly vytvořeny čtyři sady geometríı odpov́ıdaj́ıćıch zmı́něným experiment̊um.

Modelovaná tělesa se mezi sebou lǐśı velikost́ı, přičemž tloušt’ka z̊ustává konstantńı

𝑡 = 40 mm. Každá sada obsahuje pět těles stejné velikosti, každé s jiným, r̊uzně

hlubokým zářezem, popř́ıpadě bez zářezu.

Označeńı jednotlivých rozměr̊u jsou pak patrná z obrázku 4.3, kde 𝑆 je délka

trámce, 𝑙 vzdálenost podpor, 𝐷 výška trámce a 𝛼0 relativńı hloubka zářezu. Upro-

střed rozpět́ı se nenacháźı bod śıtě konečných prvk̊u. Jako zatěžovaćı body byly

zvoleny dva body symetricky nejbĺıže středu rozpět́ı, jeden z těchto bod̊u byl

podepřen ve vodorovném směru. Vzhledem k tomu, co bylo popsáno v kapitole

3.1, je zatěžováno př́ır̊ustkem deformace a měřeno je otevřeńı trhliny. U některých

konfiguraćı modelu je deformace měřena na vzdálenosti větš́ı než je š́ı̌rka trhliny

tak, aby model co nejv́ıce odpov́ıdal provedeným experiment̊um (Hoover et al.,

2013). Zatěžovaćı śıla 𝑃 vycháźı ze součtu reakćı v obou podporách. Kv̊uli zajǐstěńı

dostatečně přesného popisu chováńı modelu byla pro velikost prvku śıtě zvolena hod-

nota 1 mm. Dále od předpokládané trhliny však byla použita śıt’ řidš́ı, s ohledem na

úsporu výpočetńıho času (obr. 4.5).

U zkoušek trámc̊u z prostého betonu v tř́ıbodovém ohybu docháźı k porušeńı

překročeńım pevnosti materiálu v tahu, proto byl zvolen materiálový model

odpov́ıdaj́ıćı vlastnostem betonu v tahu. V programu Oofem (Patzák, 2012) je to
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Obr. 4.3: Konfigurace modelu se značeńım rozměr̊u.

materiálový model s označeńım idmnl1. Jelikož u většiny trámc̊u převažuj́ı délka a

výška nad třet́ım rozměrem, bylo pro výpočet pro výpočet použit poze 2D model

s předpokladem rovinné napjatosti.

Parametry materiálového modelu byly nastaveny následovně

∙ Young̊uv modul pružnosti 𝐸 = 36.5 GPa.

∙ součinitel př́ıčné kontrakce 𝜈 = 0.19

∙ výpočet ekvivalentńıho poměrného přetvořeńı podle Mazarse

∙ typ sestupné větve konstitutivńıho zákona exponenciálńı

Ostatńı parametry určuj́ıćı vlastnosti materiálu, jako jsou pevnost v tahu 𝑓𝑡,

poměrné přetvořeńı určuj́ıćı sestupnou větev konstitutivńıho zákona 𝜀𝑓 a dosah

váhové funkce 𝑅, byly identifikovány automatizovaným postupem popsaným v kapi-

tole 5.1.

4.4 Struktura výpočtu

4.4.1 Oofem

Výpočetńım jádrem použitým pro tuto práci je program Oofem (Patzák,

2012),(Patzák, Bittnar, 2001), který je od roku 1997 vyv́ıjen na katedře mechaniky

stavebńı fakulty ČVUT v Praze. Použita byla verze 2.3 z 14. 2. 2014. Jeho ne-

spornou výhodou je skutečnost, že je volně šǐritelný pod GNU licenćı4 a zdro-

jový kód je plně př́ıstupný daľśım úpravám. Simulace na bázi metody konečných

prvk̊u se odehrávaj́ı vždy ve třech fáźıch. Preprocesing – tvorba geometrie, stanoveńı

okrajových podmı́nek apod., procesing – řešeńı nelineárńıch soustav rovnic ve

výpočtových kroćıch a postprocesing – vyhodnoceńı, př́ıpadně grafické zobrazeńı

4GNU GPL - general public license; všeobecná veřejná licence GNU, v́ıce na www.gnu.org

www.gnu.org
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Obr. 4.4: Posloupnost bod̊u určuj́ıćıch čtyřuzlový prvek śıtě konečných prvk̊u.

Obr. 4.5: Př́ıklad śıtě konečných prvk̊u.

vypočtených údaj̊u. Program Oofem je použ́ıván jako řešič – procesor, a zbylé fáze

výpočtu proto muśı být zajǐstěny jinak.

4.4.2 Preprocesing

Na preprocesor byly kladeny následuj́ıćı požadavky: Generovat velmi jemnou śıt’

v oblasti předpokládané trhliny pro zajǐstěńı dostatečné hustoty śıtě pro nelokálńı

model a zároveň vytvořit śıt’ tak, aby nebyla výpočtově př́ılǐs náročná. To vše za

použit́ı čtyřuzlových prvk̊u. Kv̊uli nedostatku softwaru splňuj́ıćıho výše zmı́něné

bylo nutné vytvořit generátor śıtě pomoćı skriptu vytvořeného v programovaćım

jazyce python. Po zadáńı údaj̊u o geometrii, jako jsou délka, výška, rozměry části

s jemnou śıt́ı nebo velikost prvku, skript generuje śıt’ bod̊u a konečných prvk̊u pro

požadované těleso s ohledem na zachováńı normál jednotlivých element̊u, tedy je

nutné, aby posloupnost bod̊u určuj́ıćıch daný prvek byla vždy stejná (obr. 4.4). Na

obrázćıch 4.5 a 4.6 je znázorněna śıt’ vytvořená pomoćı tohoto generátoru. Zvětšováńı

prvk̊u je možné nejen v horizontálńım, ale i ve vertikálńım směru, což využijeme

zejména u těles bez zářezu, kde muśı být š́ı̌rka oblasti s jemnou śıt́ı větš́ı. Kv̊uli

úspoře výpočetńıho času je u takových těles potom sńıžena výška oblasti s jemnou

śıt́ı, č́ımž značně sńıž́ıme počet stupň̊u volnosti soustavy.

Pro preprocesing bylo dále nutné nastudovat strukturu vstupńıho souboru pro

Oofem. Část tohoto vstupńıho souboru je na straně 21. Na prvńım řádku se určuj́ı

základńı parametry výpočtu, jako typ analýzy, počet bod̊u atd. GPExportModule

slouž́ı k exportu veličin z integračńıch bod̊u modelu, v našem př́ıpadě bylo třeba
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Obr. 4.6: Detail rozšǐrováńı rozměr̊u konečných prvk̊u.

źıskat informace o uvolněné energii. Ve středńı části jsou vypsány jednotlivé uzly

s př́ıpadnými okrajovými podmı́nkami a dále jednotlivé elementy. Na konci jsou

pak údaje o materiálovém modelu a zp̊usobu zatěžováńı. Ručńı psańı či pouhé

upravováńı vstupńıho souboru by bylo nejen namáhavé, ale byla by zde také velká

pravděbodobnost výskytu chyb zapř́ıčiněných lidským faktorem. Byl tedy vytvořen

skript, který automaticky vytvoř́ı vstupńı soubor podle zadaných požadavk̊u na

materiál apod. Data o śıti konečných prvk̊u přeb́ırá z generátoru śıtě.

4.4.3 Postprocesing

Pro zobrazeńı vypočtených hodnot byly opět vytvořeny jednoduché skripty

v jazyce python. Bylo třeba z výstupńıch soubor̊u źıskat zatěžovaćı křivky a údaje

o disipaci energie. Jde zejména o export dat, matematické operace s nimi, zápis

do textových soubor̊u a v neposledńı řadě zobrazeńı dat pomoćı graf̊u. To vše za

pomoci skriptu extractor ze stránek Oofemu5 a baĺıčk̊u numpy a matplotlib.

K zobrazeńı údaj̊u o poli napět́ı, deformaćı a daľśıch byla použita aplikace Pa-

raView, která se ukázala jako nezbytný pomocńık k vykresleńı š́ı̌reńı trhliny v jed-

notlivých kroćıch či zjǐstěńı př́ıpadných špatných postup̊u.

5www.oofem.org

www.oofem.org
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NonLinearStatic nsteps 30 rtolv 1e-4 MaxIter 200 stiffmode 1 nmodules 2

GPExportModule 1 tstep_all domain_all ncoords -1 vars 1 65

vtkxml tstep_all domain_all primvars 1 1 vars 3 4 1 13 stype 1

domain 2dplanestress

OutputManager tstep_all dofman_output {1089 1090 1197 1198 1393 1394}

ndofman 1420 nelem 1376 ncrosssect 1 nmat 2 nbc 3 nic 0 nltf 2

node 1 coords 2 -0.500000 12.000000

node 2 coords 2 0.500000 12.000000

(...)

node 1394 coords 2 43.520000 0.000000 bc 2 0 1

node 1395 coords 2 -43.520000 6.666667

(...)

PlaneStress2D 1 nodes 4 35 1 2 36 mat 1 crosssect 1

PlaneStress2D 2 nodes 4 37 3 1 35 mat 1 crosssect 1

(...)

PlaneStress2D 1375 nodes 4 1419 1417 1403 1405 mat 2 crosssect 1

PlaneStress2D 1376 nodes 4 1406 1404 1418 1420 mat 2 crosssect 1

SimpleCS 1 thick 40.000000

idmnl1 1 d 2.5 E 3.65e+04 n 0.19 tAlpha 1.2e-5 equivstraintype 0

damlaw 0 e0 9.04e-05 ef 1.84e-03 r 7.38e+00

IsoLE 2 d 2.5 E %e n 0.19 tAlpha 0.000012

BoundaryCondition 1 loadTimeFunction 1 prescribedvalue 0.0

BoundaryCondition 2 loadTimeFunction 2 prescribedvalue -0.01.

DeadWeight 3 loadTimeFunction 1 Components 2 0 -9.81

ConstantFunction 1 f(t) 1.0

PiecewiseLinFunction 2 nPoints 3 t 3 0.0 8.0 100.0 f(t) 3 0.1 4.0 20.0

#%BEGIN_CHECK%

#TIME

#DOFMAN number 1089 dof 2 type d

(...)

#REACTION number 1394 dof 2

#%END_CHECK%

Obr. 4.7: Ukázka vstupńıho souboru Oofemu.

Obr. 4.8: Zobrazeńı hodnoty poškozeńı na čele trhliny pomoćı aplikace ParaView.





5 IDENTIFIKACE PARAMETRŮ

5.1 Hledáńı optimálńıch vstupńıch parametr̊u

Chováńı nelokálńıho modelu při porušeńı je nejv́ıce ovlivněno následuj́ıćımi

parametry. Jsou to pevnost materiálu v tahu 𝑓𝑡, ekvivalentńı poměrné přetvořeńı

𝜀𝑓 , který definuje sestupnou větev konstitutivńıho zákona a parametr 𝑅 určuj́ıćı

dosah váhové funkce pro nelokálńı pr̊uměrováńı. Změńıme-li kteroukoli z uvedených

hodnot, změńı se i celková odezva simulace.

Ćılem této práce je nalézt takové parametry, pro než bude odezva modelu co

možná nejv́ıce shodná s výsledky skutečných experiment̊u (Hoover et al., 2013). Pro

vyjádřeńı mı́ry shody modelu s experimenty se použ́ıvá porovnáńı hodnot źıskaných

z pr̊uběhu zatěžovaćıch křivek, v našem př́ıpadě hodnoty maximálńı śıly a plochy

pod křivkou. Při porovnáńı pouze těchto dvou hodnot ale můžeme pro nelokálńı

model źıskat mnoho r̊uzných kombinaćı vstupńıch parametr̊u, pro které bude odezva

relativně shodná, zároveň se ale tyto parametry mezi sebou budou značně lǐsit.

Např́ıklad při uvážeńı velkého parametru 𝑅 bychom požadovanou odezvu źıskali

s použit́ım vyšš́ı hodnoty 𝑓𝑡 a nižš́ı hodnoty 𝜀𝑓 a naopak. Pro r̊uzná 𝑅 pak bude

rozd́ılná také velikost porušované oblasti. Zatěžovaćı křivky nám ale žádné informace

o velikosti porušované oblasti nutné k nastaveńı parametru 𝑅 neposkytuj́ı. Proto je

pro identifikaci parametr̊u kromě hodnot ze zatěžovaćıch křivek porovnávána také

intenzita energie uvolněná v oblasti trhliny, jej́ıž hodnoty jsou převzaty z výsledk̊u

diskrétńıch simulaćı (Eliáš et al., 2014).

Pro objektivńı určeńı mı́ry shody odezvy bylo použito porovnáńı plochy pod

křivkou 𝐴0.15 a maximálńı dosažené hodnoty zat́ıžeńı 𝑃max. Aby bylo možno hod-

noty porovnávat, byla plocha poč́ıtána pouze do hodnoty CMOD odpov́ıdaj́ıćı 0.15

mm,což znač́ı dolńı index označeńı plochy. Pro výpočet plochy bylo použito lichoběž-

ńıkového pravidla. Hodnota plochy má fyzikálńı jednotku N·m, nicméně tato hod-

nota neodpov́ıdá vykonané práci, protože měř́ıme hodnotu otevřeńı trhliny a nikoli

posun zatěžovaného bodu ve směru śıly. Jelikož experiment̊u je od každého trámce

v́ıce, byly hodnoty plochy i maximálńı śıly zpr̊uměrovány. Do pr̊uměrné hodnoty

plochy pod křivkou byly započteny pouze údaje z experiment̊u, u kterých bylo

dosaženo otevřeńı trhliny alespoň 0.15 mm a pro pr̊uměrnou hodnotu maximálńıho

zat́ıžeńı byly započteny zatěžovaćı křivky, u kterých hodnota zat́ıžeńı po dosažeńı

maxima klesla minimálně o 10%. Pr̊uměrné hodnoty a jejich odchylky jsou uvedeny

v tabulce 6 na konci kapitoly 6. Pro určeńı dosahu nelokálńıho modelu byly dále

třeba informaćı o disipaci energie v oblasti trhliny, které byly źıskány z diskrétńı

simulace (Eliáš et al., 2014), viz část 4.2. Z histogramů uvolňované energie byly pro
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Obr. 5.1: Hodnoty použité k identifikaci parametr̊u pro trámec Da.

porovnáńı vzaty tři hodnoty a to hodnota maximálńı – (𝑒0) a hodnoty ve vzdálenosti

od středu trhliny 3 mm (𝑒3) a 7 mm (𝑒7). Na obr. 5.1 jsou porovnávané hodnoty

znázorněny b́ılým kř́ıžem v modrém kruhu.

Celý proces prob́ıhá podle postupu znázorněného na obrázku 5.3. Na začátku je

vytvořen model s parametry geometrie, na které byla hledána shoda. Následně je

vygenerován vstupńı soubor do kterého jsou vloženy počátečńı odhady 𝑓𝑡, 𝑅 a 𝜀𝑓 .

Dále je proveden výpočet a stanovena odezva modelu. Z odezvy nelokálńıho modelu

jsou extrahována data o pr̊uběhu zatěžováńı a disipace energie v oblasti trhliny.

Z nich jsou pak źıskány hodnoty 𝐴0.15, 𝑃max, 𝑒0, 𝑒3 a 𝑒7. Hodnoty odezvy jsou

porovnány s informacemi z experiment̊u a diskrétńıho modelu. Chyba pro každou

porovnávanou hodnotu se poč́ıtá jako relativńı

𝜀𝑗 =
𝑋𝑗 −𝑋𝑗,𝑜𝑝𝑡

𝑋𝑗,𝑜𝑝𝑡 ,
(5.1)

kde 𝑋 znač́ı porovnávanou veličinu, 𝜀𝑗 je jej́ı relativńı chyba a index 𝑜𝑝𝑡 určuje, že jde

o hodnotu, které se chceme přibĺıžit. Index 𝑗 určuje, o kterou z porovnávaných veličin

𝐴0.15, 𝑃max, 𝑒0, 𝑒3 a 𝑒7 se jedná. Celková chyba 𝜀𝑐𝑒𝑙𝑘 je pak stanovena jako odmocnina

ze součtu čtverc̊u takto stanovených relativńıch chyb všech porovnávaných veličin

z daného výpočtu.

𝜀𝑐𝑒𝑙𝑘 =

⎯⎸⎸⎷ 5∑︁
𝑗=1

(𝜀𝑗)2 (5.2)

Na základě celkové chyby jsou pak stanoveny nové hodnoty 𝑓𝑡, 𝑅 a 𝜀𝑓 a ve vstupńım

souboru jsou jimi p̊uvodńı hodnoty přepsány. Stanoveńı nových hodnot se děje po-

moćı funkce 𝑓𝑚𝑖𝑛 z baĺıku scipy.optimize programovaćıho jazyka python, postupem
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popsaným v části 3.4. Celý cyklus se opakuje dokud neńı nalezena přibližná shoda1.

Identifikace parametr̊u prob́ıhá odděleně na čtyřech trámćıch s relativńı hloubkou

zářezu 𝛼0 = 0.3. Zde je vysvětleno proč pouze na nich.

V reálné konstrukci nemá pevnost v tahu jednu hodnotu. Hodnota pevnosti

v bodě je náhodná a popis jej́ıho rozděleńı je přibližně možný pomoćı

pravděpodobnostńıch funkćı. U trámce se zářezem (obr. 5.2 (a)) je mı́sto, odkud

se bude trhlina š́ı̌rit, přesně dané. Náhodné rozmı́stěńı vlastnost́ı betonu do celého

zkoušeného trámce pak zp̊usob́ı, že jeden trámec bude mı́t v mı́stě zářezu slabš́ı be-

ton, jiný silněǰśı. Pr̊uměrná odezva pak záviśı na středńı hodnotě rozděleńı pevnosti

betonu v tahu. Oproti tomu u trámce bez zářezu (obr. 5.2 (b)) je oblast, kde

docháźı k maximálńımu namáháńı, poměrně velká a trhlina se začne iniciovat v mı́stě

výskytu betonu slabš́ıch vlastnost́ı. V tomto př́ıpadě je pr̊uměrná odezva závislá na

pr̊uměru minim pevnosti betonu v tahu dosahovaných u spodńıho ĺıce.

Protože v našem modelu neńı zohledněno náhodné rozděleńı vlastnost́ı betonu,

a protože parametr 𝑓𝑡 má vyjadřovat středńı hodnotu pevnosti betonu v tahu,

je vhodné, aby identifikace vstupńıch parametr̊u prob́ıhala pouze na trámćıch se

zářezem.

Na obr. 5.4 jsou vykresleny všechny odezvy modelu vypočtené v pr̊uběhu iden-

tifikace na trámci Da. Č́ım tmavš́ı barvou jsou pr̊uběh zatěžovaćı křivky i pr̊uběh

disipace energie vykresleny, t́ım menš́ı chybu daná odezva vykazuje v̊uči optimálńım

hodnotám. V pravém kraji obrázku je škála přiděluj́ıćı barvám křivek hodnoty od-

chylek. Zeleně jsou pak v zatěžovaćım diagramu vykreslena experimentálńı data a

modrob́ıle porovnávané hodnoty v histogramu disipace energie. Na počátku byly

zadány hodnoty tahové pevnosti 𝑓𝑡 = 2.5 MPa, dosahu váhove funkce 𝑅 = 10 mm

a poměrné přetvořeńı určuj́ıćı sestupnou větev 𝜀𝑓 = 0.002. V prvńım cyklu výpočtu

s uvedenými hodnotami vykazovala odezva modelu oproti požadovaným hodnotám

chybu přibližně 250%. Po proběhnut́ı asi 140 cykl̊u se podařilo dosáhnout 17% chyby

1Např. na základě požadované minimálńı hodnoty chyby, počtu proběhlých cykl̊u, nebo jiné
hodnoty nastavené pro funkci fmin.

(a) (b)

Obr. 5.2: Rozd́ılný vliv náhodného rozděleńı vlastnost́ı betonu na iniciaci trhliny
u (a) trámce se zářezem a (b) trámce bez zářezu, šedá barva znač́ı mı́sta s výskytem
betonu horš́ıch vlastnost́ı.
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Obr. 5.3: Cyklus hledáńı optimálńıch parametr̊u.
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Obr. 5.4: Pr̊uběh identifikace parametr̊u modelu na nejmenš́ım trámci Da.

s hodnotami uvedenými v tabulce 5.1, přičemž nejv́ıce k celkové chybě přisṕıvaj́ı

chyby z rozd́ılu v disipaci energie ve středu trhliny.

5.2 Rozbor źıskaných parametr̊u

Na obr. 5.5 můžeme vidět vývoj chyb v pr̊uběhu celé identifikace. Chyby nabývaj́ı

kladných i záporných hodnot, pro přehlednost jsou ale zobrazeny jejich absolutńı

hodnoty. Na obdobném grafu na obr. 5.6 je znázorněno, jak se měnily vstupńı

parametry. Podle vývoje chyb by se dal výpočet ukončit přibližně po 40 cyklech,

protože chyba se dál měńı už jen nepatrně. Avšak některé vstupńı parametry se i

nadále měńı a to v řádech deśıtek procent až po 80 cykl̊u. Poté je i jejich změna

nepatrná. Vstupńı parametr, který se zhruba po 20. cyklu téměř neměńı, je dosah

váhové funkce 𝑅. Dá se tedy předpokládat, že jeho změna má na odezvu modelu
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Obr. 5.5: Změna chyb v pr̊uběhu identifikace parametr̊u na nejmenš́ım trámci Da.
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Obr. 5.6: Změna vstupńıch parametr̊u v pr̊uběhu identifikace na nejmenš́ım trámci
Da.

největš́ı vliv.

Nelokálńı model má mnoho daľśıch vstupńıch parametr̊u, které ovlivňuj́ı

výsledky, kterých s jeho pomoćı dosáhneme. Při hledáńı maximálńı shody jsou zde

měněny pouze tři z nich, které, jak se zdá, maj́ı největš́ı vliv a zároveň nejv́ıce o mod-

elu vypov́ıdaj́ı. Jednou z daľśıch možnost́ı, jak ovlivnit odezvu modelu, je volba jiné

váhové funkce. Dosud jsme použ́ıvali zvonovitou funkci podle vztahu 3.5.

Celý proces identifikace parametr̊u byl na nejmenš́ım trámci Da spuštěn znovu

také za použit́ı dvou daľśıch nelokálńıch funkćı z kapitoly 3.2.3, a to pro funkce

Gaussovu a konstantńı. V tabulce 5.1 jsou vypsány parametry, které byly pro kterou

z funkćı nalezeny jako optimálńı. V pravé části tabulky je pak konečná celková chyba,

které bylo na konci identifikace dosaženo. Na obr. 5.8 jsou pak zobrazeny odezvy

modelu při použit́ı těchto parametr̊u a dané váhové funkce. Rozptyl hodnot pevnosti

v tahu 𝑓𝑡 je v rozmeźı do 10%, podobně tak poměrné přetvořeńı 𝜀𝑓 . Optimálńı
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Obr. 5.7: Normalizované váhové funkce identifikované na trámci Da.

hodnota 𝑅 dosahu váhové funkce se však pro r̊uzné váhové funkce lǐśı o v́ıce jak

100%, tento parametr má však pro každou z funkćı jiný význam. Z obrázku 5.7 je

zřejmé, že všechny váhové funkce zab́ıraj́ı přibližně stejnou oblast. Minimálńı chyby

bylo dosaženo za použit́ı konstantńı váhové funkce nejsṕı̌se proto, že se j́ı dař́ı lépe

vystihnout maximálńı hodnotu uvolňované energie, která celkovou chybu nejv́ıce

ovlivňuje. Z fyzikálńıho hlediska ale tato formulace nemá opodstatněńı a proto je i

v daľśıch simulaćıch použita p̊uvodńı zvonovitá váhová funkce. Nav́ıc při pohledu

na obr. 5.8 je vidět, že změna nelokálńı funkce má na pr̊uběh zatěžovaćıho diagramu

jen nepatrný vliv.

typ váhové funkce 𝛼
′
(𝑠) 𝑓𝑡 [MPa] 𝑅 [mm] 𝜀𝑓 10−3 celková chyba [%]

zvonovitá fce 3.28152 7.29157 1.44884 17.51
Gaussova fce 3.35310 3.84752 1.39883 24.97
konstantńı fce 3.13780 4.97712 1.55102 8.75

Tab. 5.1: Koncové parametry źıskané identifikaćı na nejmenš́ıch trámćıch Da za
použit́ı r̊uzných váhových funkćı.

Postupem popsaným v předchoźı části pro geometrii Da byly parametry identi-

fikovány i na daľśıch tělesech s relativńı hloubkou zářezu 𝛼0 = 0.3 a to konkrétně na

trámćıch Ca, Ba i Aa. Pro každou z těchto identifikaćı byl použit odpov́ıdaj́ıćı his-

togram disipace energie z diskrétńıch simulaćı. Nalezené parametry jsou zobrazeny

v grafech na obr. 5.9 a vypsány v tabulce 5.2. Hodnota parametr̊u nalezených na

r̊uzných trámćıch má značnou variabilitu. Pro parametr 𝑅 dosahu váhové funkce

byla pro větš́ı tělesa nalezena vyšš́ı hodnota. Tento fakt je pravděpodobně zp̊usoben

t́ım, že histogram energie z diskrétńıho modelu vstupuj́ıćı do identifikace je pro

větš́ı tělesa širš́ı, zat́ımco pro menš́ı tělesa špičatěǰśı, což souviśı s t́ım, že diskrétńı
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Obr. 5.8: Odezva simulace zkoušky nejmenš́ıho trámce s vstupńımi parametry
źıskanými optimalizaćı s použit́ım r̊uzných váhových funkćı.

model předpov́ıdá r̊uznou velikost lomové procesńı zóny pro r̊uzné velikosti tělesa

(obr. 4.2). Pro zachováńı požadované plochy a maximálńı śıly pak se zvyšuj́ıćım se

𝑅 docháźı ke snižováńı 𝜀𝑓 a zvyšuje se tahová pevnost 𝑓𝑡. U vzork̊u Da je jej́ı hod-

nota lehce přes 3 MPa, což by přibližně odpov́ıdalo tabulkovým hodnotám středńı

hodnoty pevnosti v tahu 𝑓𝑐𝑡𝑚 pro beton tř́ıdy C35/40. Pevnosti přes 4.5 – 5 MPa by

teoreticky odpov́ıdaly některé z tř́ıd vysokopevnostńıho betonu, všechny vzorky ale

byly zhotoveny z jedné záměsi. Pevnosti v tahu 𝑓𝑡 přesahuj́ıćı hodnoty 5 MPa jsou

nicméně pro beton značně nadhodnocené.

Vzhledem k r̊uznosti hodnot nalezených postupem identifikace na trámćıch r̊uzné

velikosti se nab́ıźı provést identifikaci na oněch čtyřech tělesech zároveň. Celková

chyba by se pak sč́ıtala z chyb na všech trámćıch dohromady. Tento postup však

nemohl být z nedostatku časových a výpočetńıch kapacit realizován.

Přesto, že porovnávané hodnoty 𝐴015 a 𝑃max přisṕıvaj́ı k celkové chybě nej-

menš́ı měrou, křivka odezvy modelu se s odezvou experiment̊u př́ılǐs neshoduje. Pro

porovnáńı zatěžovaćıch křivek existuj́ı i jiné možnosti než maximálńı śıla a plocha

pod křivkou. Např́ıklad bychom mohli vedle 𝑃max porovnávat některé daľśı hod-

noty pr̊uběhu zatěžováńı na sestupné větvi. Tvar sestupné větve je ale silně určen

typem změkčeńı. Porovnáváńı hodnot na sestupné větvi pr̊uběhu zatěžováńı by tedy

vyžadovalo použit́ı jiného typu změkčeńı než exponenciálńıho, s v́ıce stupni volnosti.

Chyby v energíıch přisṕıvaj́ı k celkové chybě nejv́ıce, hodnoty se kterými je

porovnáváme jsou však převzaty z modelu. Pro nastaveńı parametru 𝑅 v rozumných

meźıch (viz úvod 5.1 k této kapitole) nicméně informace o velikosti porušované

oblasti potřebujeme. Bylo by tedy vhodné přisoudit jim menš́ı váhu, aby se model

snažil identifikovat parametry tak, aby minimalizoval chyby v maximálńı śıle a ploše

pod křivkou, jejichž výsledné hodnoty nás nejv́ıce zaj́ımaj́ı, a hodnotám energíı se
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Obr. 5.9: Parametry pro nelokálńı model źıskané identifikaćı provedenou na uve-
dených trámćıch.

snažil pouze přibĺıžit. Vztah 5.2 by se pak změnil na

𝜀𝑐𝑒𝑙𝑘 =

⎯⎸⎸⎷ 5∑︁
𝑗=1

(𝜀𝑗𝑤𝑗)2
,

(5.3)

kde 𝑤𝑗 by představovalo váhu pro každou porovnávanou veličinu. Pro 𝐴015 a 𝑃max

by pak 𝑤 mělo hodnotu 1 a pro chyby v energíıch hodnoty nižš́ı.

trámec 𝑓𝑡 [MPa] 𝑅 [mm] 𝜀𝑓 10−3 celková chyba [%]

Da 3.28152 7.29157 1.44884 17.51
Ca 3.89893 8.38932 1.11716 19.93
Ba 4.60277 8.30976 0.97682 21.67
Aa 5.37081 9.65778 0.68428 19.19

Tab. 5.2: Parametry pro nelokálńı model źıskané identifikaćı na uvedených trámćıch.



6 VÝSLEDKY SIMULACÍ

V předchoźı kapitole byl popsán postup vedoućı k nalezeńı vstupńıch parametr̊u.

Hodnot bylo identifikováno několik sad, protože identifikace proběhla na r̊uzných

vzorćıch. Tyto sady byly následně aplikovány na všechny modelované geometrie bez

ohledu na to, na kterém tělese byly hodnoty určeny.

Poškozeńı v oblasti trhliny je pro všechny trámce s relativńı hloubkou zářezu 𝛼0 =

0.3 vykresleno na obr. 6.1 a pro trámce bez zářezu na obr. 6.2. U každého trámce je

vždy zobrazen výřez oblasti trhliny při maximálńım zat́ıžeńı s právě se inicializuj́ıćı

trhlinou a daľśı s trhlinou prostoupenou většinou výšky trámce (ligamentu). Obrázky

jsou vzaty ze simulaćı provedených se vstupńımi parametry źıskanými na trámćıch

Da. K obrázk̊um patř́ı také grafy uvolněné energie. Závislost š́ı̌rky oblasti, ve které

se energie uvolňuje, na velikosti modelovaného trámce je téměř neznatelná, na rozd́ıl

od údaj̊u z diskrétńıho modelu (obr. 4.2).

Na stránkách 34 – 37 jsou vždy pohromadě odezvy simulaćı provedených na všech

trámćıch spočtené nelokálńım modelem se zadanými vstupńımi parametry źıskanými

identifikaćı na trámci, jehož graf je zvýrazněn. Jednotlivé vstupńı parametry jsou

uvedeny v předchoźı kapitole v tabulce 5.2. Křivky zatěžovaćıch zkoušek jsou zob-

razeny zeleně, zat́ımco odezva modelu černě. V pravé horńı části každého grafu

jsou pod kódovým označeńım trámce uvedeny chyby odezvy modelu v̊uči pr̊uměrné

hodnotě z experimentálńıch křivek a to relativńı chyba 𝜀𝐴 v ploše pod křivkou a

relativńı chyba 𝜀𝑃 v maximálńı zatěžovaćı śıle.

Kromě experimentálńıch křivek je na výstupńıch grafech vždy zobrazena také

pr̊uměrná hodnota maximálńıho zat́ıžeńı jak pro experimenty tak pro simulace.

Na jednotlivých odezvách se tyto hodnoty projevuj́ı následovně. Simulace

s parametry identifikovanými na nejmenš́ıch vzorćıch maj́ı tendenci podhodno-

covat (oproti experiment̊um) maximálńı śılu 𝑃max a opačně použit́ım parametr̊u

nalezených pro větš́ı trámec źıskáme śılu většinou vyšš́ı. Oproti tomu plocha pod

křivkou se u odezev źıskaných použit́ım parametr̊u identifikovaných pro Ba, Ca

a Da téměř neměńı, použit́ım parametr̊u źıskaných na trámci Aa je plocha 𝐴015

oproti třem předchoźım vždy znatelně nižš́ı. Na grafech 6.7 a 6.8 jsou přehledně

znázorněny chyby v hodnotách ploch a maximálńıch zat́ıžeńı. Pro každý trámec tak

můžeme jednoduše porovnat, které vstupńı parametry dané konfiguraci geometrie

v́ıce vyhovuj́ı.
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Obr. 6.1: Pr̊uběh poškozeńı v oblasti trhliny a graf uvolněné energie pro trámce s rel-
ativńı hloubkou zářezu 𝛼0 = 0.3 za použit́ı parametr̊u identifikovaných na nejmenš́ım
trámci Da. Rozpět́ı trámc̊u je ořezáno, výška nikoli.
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Obr. 6.2: Pr̊uběh poškozeńı v oblasti trhliny a graf uvolněné energie pro trámce bez
zářezu za použit́ı parametr̊u identifikovaných na nejmenš́ım trámci Da. U vzork̊u Ae,
Be výška přes oba výřezy odpov́ıdá výšce vzorku, pro Ce a De neńı výška ořezána,
rozpět́ı je ořezáno vždy.
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Vyhodnot́ıme-li všechny odezvy pro každou sadu vstupńıch parametr̊u součtem

čtverc̊u chyb ploch 𝐴015 a maximálńıch sil 𝑃max pod odmocninou obdobně jako

v části 5.1, źıskáme nejmenš́ı chybu na sadě spoč́ıtané se vstupńımi parametry

źıskanými na trámci Ca. Hodnoty všech celkových chyb jsou v tabulce 6.1. I subjek-

tivńım porovnáńım shody odezev se tato sada výsledk̊u jev́ı jako nejpřijatelněǰśı ze

zkoušených.

trámec, pro který byly chyba sečtená přes
parametry identifikovány odezvy všech trámc̊u

Da 95.10%
Ca 77.61%
Ba 86.02%
Aa 132.99 %

Tab. 6.1: Relativńı chyby źıskané odmocninou součtu čtverc̊u chyb ploch 𝐴015 a
𝑃max ze všech odezev, źıskaných simulacemi za použit́ı parametr̊u identifikovaných
pro daný trámec.

Na vzorćıch bez zářezu je nicméně pevnost značně podhodnocená nehledě na

to, kterou skupinu parametr̊u použ́ıváme. To je zvláštńı, kv̊uli absenci prostorové

náhodnosti vlastnost́ı betonu by tomu mělo být právě naopak. Pevnost by měla být

sṕı̌se nadhodnocená, zejména pro větš́ı velikosti těles. Nicméně je možné, že exis-

tuje sada vstupńıch parametr̊u, jej́ımž použit́ım bychom źıskali odezvu vystihuj́ıćı i

pr̊uběh zatěžováńı těles bez zářezu. Velmi pravděpodobně by ale k jej́ımu nalezeńı

bylo třeba do identifikace zahrnout také vzorky bez zářezu. Materiálové parametry

źıskané z takto nastavené identifikace by ale nemuseli mı́t vypov́ıdaj́ıćı hodnotu, jak

bylo vysvětleno v předchoźı kapitole textem k obr 5.2.
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Obr. 6.3: Odezvy na všech geometríıch se vstupńımi parametry identifikovanými na
trámci Da.



35

sı́
la
P

[k
N

]
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Obr. 6.4: Odezvy na všech geometríıch se vstupńımi parametry identifikovanými na
trámci Ca.
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sı́
la
P

[k
N

]
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Obr. 6.5: Odezvy na všech geometríıch se vstupńımi parametry identifikovanými na
trámci Ba.
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ře

zu
ro

st
e

velikost se snižuje
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Obr. 6.6: Odezvy na všech geometríıch se vstupńımi parametry identifikovanými na
trámci Aa.
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zá
ře
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Obr. 6.7: Porovnáńı hodnot plochy pod křivkou pro odezvy s vstupńımi parametry
źıskanými na trámćıch Aa, Ba, Ca a Da.
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Obr. 6.8: Porovnáńı hodnot maximálńıho dosaženého zat́ıžeńı pro odezvy s vs-
tupńımi parametry źıskanými na trámćıch Aa, Ba, Ca a Da.
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kódové označeńı trámce 𝜇𝐴0.15 [Nm] 𝜎𝐴0.15 [kN] 𝜇𝑃max [kN] 𝜎𝑃max [Nm]

Aa 1.041179 0.076006 10.967782 0.913707
Ab 1.554165 0.072367 16.910524 0.673261
Ac 1.829232 0.157224 21.529724 2.082766
Ad 2.05058 0.216115 28.270796 3.277882
Ae 1.952225 0.156576 35.820008 1.703998
Ba 0.557532 0.019689 6.449641 0.472695
Bb 0.722078 0.036472 9.474048 0.407284
Bc 0.835275 0.037354 11.881195 0.53474
Bd 0.883454 0.059841 13.595195 1.251268
Be 0.886206 0.061713 17.063341 1.120796
Ca 0.256615 0.024008 3.581634 0.115345
Cb 0.341193 0.024572 5.304268 0.312814
Cc 0.392932 0.035471 6.467836 0.310212
Cd netestováno
Ce 0.477227 0.036205 9.522234 0.567675
Da 0.123575 0.013552 1.827088 0.218545
Db 0.152008 0.022953 2.72435 0.175272
Dc 0.210931 0.033737 3.392234 0.18066
Dd netestováno
De 0.20781 0.011713 4.10268 0.36227

Tab. 6.2: Pr̊uměrné hodnoty ploch a maximálńıch sil a jejich směrodatné odchylky
źıskané z experimetálńıch dat.



7 SHRNUTÍ

V této diplomové práci jsem se věnoval nelokálńımu modelu porušeńı a jeho

aplikaci na skutečné experimenty trámce zatěžovaného v tř́ıbodovém ohybu. Byly

mi poskytnuty informace o pr̊uběhu zkoušek provedených týmem prof. Bažanta na

Northwestern University a daľśı doplňuj́ıćı informace z simulaćı těchto experiment̊u

diskrétńım modelem.

V programovaćım jazyce python byl vytvořen systém propojený skript̊u slouž́ıćı

jako preprocesor i postprocesor. Preprocesor musel být nastaven tak, aby dokázal

generovat jemnou śıt’ v oblasti předpokládané trhliny a zároveň aby śıt’ nekladla

př́ılǐsné nároky na výpočetńı kapacity. To vše při zadáńı libovolných rozměr̊u trámce

nebo hloubky zářezu. Daľśı části slouž́ı k vytvářeńı vstupńıch soubor̊u pro program

Oofem a exportu dat z vypočtených simulaćı.

Při hledáńı vstupńıch parametr̊u pro nelokálńı model bylo využito poskyt-

nutých dat k źıskáńı údaj̊u o optimálńı odezvě, které by se výsledky modelu měli

přibĺıžit. Pro popis optimálńı odezvy byly z experiment̊u použity hodnoty maximálńı

zatěžovaćı śıly a plochy pod křivkou. Pro nastaveńı nelokálńıho modelu, respektive

jeho váhové funkce, bylo třeba źıskat informace o intenzitě energie uvolňované během

porušeńı, k čemuž byla využita data z diskrétńıch simulaćı.

V pr̊uběhu cyklického výpočtu za použit́ı funkce minimalizuj́ıćı odchylku mod-

elu od porovnávaných veličin byly pro nelokálńı model hledány změnou vs-

tupńıch parametr̊u jejich optimálńı hodnoty. Hledané parametry byly veličiny ma-

teriálového modelu pevnost v tahu 𝑓𝑡, poměrné přetvořeńı určuj́ıćı sestupnou větev

konstitutivńıho zákona 𝜀𝑓 a dosah váhové funkce 𝑅. Takto nastavená identi-

fikace parametr̊u byla provedena zvlášt’ na čtyřech trámćıch r̊uzné velikosti, které

odpov́ıdaj́ı rozměr̊um zkoušených těles. Byly použity trámce s relativńı hloubkou

zářezu 𝛼0 = 0.3. Nalezeny byly tedy čtyři trojice r̊uzných hodnot parametr̊u. Hod-

noty identifikovaných parametr̊u na r̊uzných trámćıch se mezi sebou lǐsily mı́sty i

v řádech deśıtek procent.

Nalezené parametry byly použity pro simulace experiment̊u těles odpov́ıdaj́ıćıch

všem zkoušeným trámc̊um. Takto byly simulovány všechny zkoušky s použit́ım pos-

tupně všech čtyř trojic měněných vstupńıch parametr̊u. Jako objektivně nejlepš́ı se

ukázalo použit́ı parametr̊u źıskaných na trámci s kódovým označeńım Ca, jejichž

použit́ı na všech geometríıch vykazovalo v součtu nejmenš́ı relativńı chybu.
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7.1 Závěr

∙ V př́ıpadě trámce, na kterém byly vstupńı parametry pro nelokálńı model

identifikovány, se odezva simulace bĺıž́ı odezvě zatěžovaćıch zkoušek. Přibližná

shoda je s těmito parametry dosažena také na ostatńıch trámćıch se zářezem.

Parametry identifikované na trámćıch se zářezem se ale ukázaly jako nevhodné

pro výpočet trámc̊u bez zářezu.

∙ Tvar sestupné větve je silně ovlivněn použit́ım exponenciálńıho změkčeńı, a

změna jeho tvaru je možná pouze změnou typu změkčeńı.

∙ Velikost oblasti, ve které docháźı k uvolňováńı energie, neńı v nelokálńım mod-

elu př́ılǐs závislá na velikosti modelovaného tělesa, tak jako v př́ıpadě diskrétńı

analýzy, ze které byla data o intenzitě uvolňované energie pro nastaveńı vs-

tupńıch parametr̊u modelu převzata.

∙ Identifikaci parametr̊u by pravděpodobně bylo vhodněǰśı provést na v́ıce

vzorćıch najednou, př́ıpadně na vzorćıch s r̊uznou hloubkou zářezu. Prováděńı

identifikace parametr̊u na trámćıch bez zářezu by ale vyžadovalo zavedeńı vlivu

náhodnosti pro rozděleńı vlastnost́ı materiálu v modelovaném tělese.
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Melenk, J., Babuška, I. The partition of unity finite element method. Computer

Methods in Applied Mechanics and Engineering. 1996, vol. 139, s. 289–314.

Nelder, J. A. et al. A Simplex Method for Function Minimization. The Computer

Journal. 1965, vol. 7, s. 125–132.

Oliver, J. Modeling strong discontinuities in solid mechanics via strain softening

constitutive equations. part 1: Fundamentals. part 2: Numerical simulations. In-

ternational Journal for Numerical Methods in Engineering. 1996, vol. 39, s. 3575–

3623.

Patzák, B. Oofem - an object-oriented simulation tool for advanced modeling of

materials and structures. Acta Polytechnica. 2012, vol. 52(6), s. 59–66.

Patzák, B., Bittnar, Z. Design of object oriented finite element code. Advances

in Engineering Software. 2001, vol.32 (10–11), s. 759–767.

Mier, J. G. M. Concrete fracture. CRC Press, 2013.
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SEZNAM SYMBOLŮ A ZKRATEK

𝑙 rozpět́ı; vzdálenost podpor

𝑆 celková délka trámce včetně přesahu za podpory

𝐷 výška trámce

𝑡 tloušt’ka trámce

𝑎0 absolutńı hloubka zářezu

𝛼0 relativńı hloubka zářezu

𝑃 zatěžovaćı śıla

𝛿 pr̊uhyb uprostřed rozpět́ı

𝐸 Young̊uv modul pružnosti

𝑓𝑡 pevnost v tahu

𝜈 součinitel př́ıčné kontrakce

𝜎 tensor napět́ı

𝜀 tensor poměrných přetvořeńı

𝜀0 hodnota ekvivalentńıho poměrného přetvořeńı při dosažeńı meze

pevnosti

𝜀𝑓 hodnota ekvivalentńıho poměrného přetvořeńı určuj́ıćı sklon sestup-

né větve konstitutivńıho zákona

𝜀 lokálńı ekvivalentńı poměrné přetvořeńı

𝜀 nelokálńı ekvivalentńı poměrné přetvořeńı

𝐷 elastická matice tuhosti prvku

𝐷𝑠 aktuálńı matice tuhosti prvku

𝜔 parametr poškozeńı

𝐴0.15 plocha pod zatěžovaćı křivkou měřená po CMOD = 0.15 mm

𝑃max maximálńı dosažená hodnota zat́ıžeńı v pr̊uběhu zkoušky (simulace)

𝑒0 maximálńı hodnota histogramu normované uvolněné energie ve

středu trhliny

𝑒3 hodnota histogramu normované uvolněné energie ve vzdálenosti 3

mm od středu trhliny

𝑒7 hodnota histogramu normované uvolněné energie ve vzdálenosti 7

mm od středu trhliny

𝜀𝑗 relativńı chyba j -té porovnávané veličiny

𝜀𝑐𝑒𝑙𝑘 celková relativńı chyba



𝛼
′

váhová funkce

𝛼 normalizovaná váhová funkce

𝑠 vzdálenost mezi započ́ıtávaným a vyšetřovaným bodem

𝑥 souřadnice vyšetřovaného bodu

𝜉 souřadnice započ́ıtávaného bodu

𝑅 parametr váhové funkce

CMOD crack mouth opening displacement – otevřeńı trhliny měřené na

spodńım ĺıci trámce

TPB zkratka pro zkoušku trámce v tř́ıbodovém ohybu

FEM

(MKP)

finite element method (metoda konečných prvk̊u)

DEM discrete element method – metoda diskrétńıch prvk̊u
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vanými na trámci Aa. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
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