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ABSTRAKT

Tato prace se vénuje problematice nuklearni magnetické rezonance, zejména spektrosko-
pii a spektroskopickému zobrazovani, fidké reprezentaci signalli a aproximaci s nizkou
hodnosti. Vyuziti spektroskopickych zobrazovacich metod v klinické praxi se stava ¢im
dal popularnéjsi, jeho rozsiteni vsak stale brani zejména dlouhé Casy méreni a nizké
rozliseni. Prace se zabyva vyuzitim fidké reprezentace signalli a reprezentace s nizkou
hodnosti pro vylepseni stavajicich zobrazovacich metod. Fenomén komprimovaného sni-
mani je nejprve demonstrovan na prikladu zobrazovani pomoci magnetické rezonance a
pri hyperspektralnim zobrazovani. Nasledné je navrzeno schéma ziskavani spektroskopic-
kych dat zalozené na komprimovaném snimani. Prace se dale zabyva navrhem algoritmu
MRSMP pro kvantifikaci in vivo spekter.

KLICOVA SLOVA

nukledrni magnetickd rezonance, spektroskopie, spektroskopické zobrazovani, fidka re-
prezentace signall, komprimované snimani, aproximace s nizkou hodnosti

ABSTRACT

This thesis deals with the nuclear magnetic resonance field, especially spectroscopy
and spectroscopy imaging, sparse signal representation and low-rank approximation ap-
proaches. Spectroscopy imaging methods are becoming very popular in clinical praxis,
however, long measurement times and low resolution prevent them from their sprea-
ding. The goal of this thesis is to improve state of the art methods by using sparse
signal representation and low-rank approximation approaches. The compressed sensing
technique is demonstrated on the examples of magnetic resonance imaging speedup and
hyperspectral imaging data saving. Then, a new spectroscopy imaging scheme based
on compressed sensing is proposed. The thesis deals also with the in vivo spectrum
quantitation problem by designing the MRSMP algorithm specifically for this purpose.

KEYWORDS

nuclear magnetic resonance, spectroscopy, spectroscopy imaging, sparse signal represen-
tation, compressed sensing, low-rank approximation
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1 UVOD

Kdyz v prvni poloviné dvacatého stoleti védci poprvé pozorovali jev nazyvany nuk-
ledrni magnetickd rezonance (NMR), jisté si nedokézali predstavit, jak obrovsky
vyznam bude tento objev mit o par desitek let pozdéji. Postupem c¢asu vznikla cela
rada technik vyuzivajicich pravé tento jev — dnes by se bez nich neobesla analytickéa
chemie a vyznamnou roli hraji i v mediciné.

Diky svému neinvazivnimu charakteru a absenci ionizujiciho zareni je magne-
tickd rezonance budoucnosti 1ékarské diagnostiky. Dnesni technologie vSak zatim
neumoznuji zcela nahradit ostatni diagnostické metody, jako napt. vypocetni tomo-
grafii (CT), nebot vyraznym omezenim NMR je jeho ¢asova naroc¢nost. Presto jsou
stale vice pouzivany metody in vivo spektroskopického zobrazovani k véasné dia-
gnostice zavaznych onemocnéni postihujici dnesni populaci (rakovina, Alzheimerova
choroba apod.).

O mnoho let pozdéji po objeveni jevu nuklearni magnetické rezonance se s rozvo-
jem vypocetni techniky zacinala rozvijet oblast zpracovani ¢islicovych signala. Pravé
diky pocitacovému zpracovani dat bylo mozné vyznamné urychlit védecky vyzkum.
Byly vynalezeny techniky zobrazovani pomoci NMR, které se bez vypocetnich pro-
sttedktt neobejdou.

Zakladnim kamenem cislicového zpracovani signali byl od pocatku vzorkovaci
teorém stanovujici minimalni vzorkovaci periodu pro dokonalou rekonstrukei signalu.
Tento teorém je obecné platny a nebere v iivahu zadnou apriorni znalost o signélu.
Pred nedavnem se zacal rozvijet zcela novy pristup ke zpracovani signalt vyuzivajici
empirického faktu, ze mnohé signély, at uz obrazové, zvukové ¢i jiné, maji svou fidkou
reprezentaci v néjaké oblasti. Tato apriorni informace o signalech umoznuje snizit
naroky na jejich porizovani, dusledkem ¢ehoz muze dojit k tspore prostredki nebo
casu.

Tato prace se zabyva vyuzitim 1idké reprezentace signalit v NMR, a to jak pri
samotném procesu snimdn{ dat, tak pii jejich nasledném zpracovani. Uvodn{ kapi-
tola [2] se zabyva fyzikalnim pozadim a zobrazovacimi technikami na principu NMR.
Nésleduje strucna rekapitulace konvenénich metod zpracovani signali v kapitole [3]
Kapitola (] predstavuje fenomén ridké reprezentace signali, nasledujici kapitola [5] se
pak zabyva reprezentaci signali s nizkou hodnosti. Vyuziti fidkych reprezentaci a
nizké hodnosti signéli v NMR se vénuje kapitola [6]
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2 NUKLEARNI MAGNETICKA REZONANCE

Nukledrni magnetické rezonance, anglicky Nuclear Magnetic Resonance (NMR), je
fyzikalni jev, pri kterém jsou jadra s nenulovym magnetickym momentem buzena
elektromagnetickym polem a pod vlivem homogennniho magnetického pole urcité
intenzity pak rezonuji na specifickych frekvencich.

Tento jev byl poprvé pozorovan roku 1938 americkym fyzikem pochazejicim z Ha-
lice Isidorem Isaacem Rabim, za coz roku 1944 obdrzel Nobelovu cenu. Na jeho praci
navézali Svycar Felix Bloch a Ameri¢an Edward Mills Purcell (sileji Nobelovu cenu
z roku 1952), kterym se podafilo tento jev pozorovat kromé molekularniho svazku
také v kapalinach a pevnych latkach a poprvé detekovali NMR signal. Teprve na-
stup pocitaci ale umoznil vyuzit potencidlu této techniky naplno. O pouziti Fourie-
rovy transformace se zaslouzil Richard R. Ernst, ktery také obdrzel Nobelovu cenu
[44]. Nésledny rychly vyvoj pfinesl metody s vysokym spektralnim rozlisenim, dvou-
dimenzionélni techniky, zobrazovani magnetickou rezonanci (MRI) a v poslednich
letech se rozviji dokonce spektroskopické zobrazovani.

Metoda ptvodné pouzivana predevsim v analytické chemii a biochemii je dnes

nedilnou soucasti 1ékarské diagnostiky:.

2.1 Fyzikalni princip

Pro pochopeni zakladniho principu nuklearni magnetické rezonance je nutné ro-
zumnét zakladim kvantové mechaniky. Nasledujici kapitoly proto budou vénovany

vybranym vlastnostem c¢astic v kvantovém svété.

2.1.1 Spin elementarnich castic

Kazd4 elementarni ¢astice je charakterizovana svymi kvantovymi ¢isly. Jednim z nich
je spinové kvantové cislo, které urcuje vnitini moment hybnosti ¢astice. Jeho velikost
je pro dany typ Castice pevné dand a nabyva hodnot s € {0, %, 1, %, 2,...}. Vlastni
moment hybnosti ¢astice (spin) pak nabyva diskrétnich hodnot S = /s(s + 1)h, kde
h=4 ~1,0546-1073* J - s je redukovand Planckova konstanta [27].

Podobné jako moment hybnosti v klasické mechanice, i v kvantové mechanice ma
spin kromé velikosti také smér (viz obr. . Oproti klasické mechanice vsak slozky
momentu hybnosti v jednotlivych osdch mohou nabyvat pouze hodnot S; = hs;, kde
si € {—s,—(s—1),...,s — 1,5} je projekce spinového kvantového ¢isla s do osy
1. Tradi¢né volime osu z jako osu ,rotace“, s, pak nabyva celkem 2s + 1 moznych

hodnot a oznacujeme jej jako magnetické kvantové cislo m.
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Obr. 2.1: Vizualizace momentu hybnosti ¢astice.

Veskera znama hmota je tvofena elementarnimi ¢asticemi nazyvanymi fermiony

se spinovym kvantovym &slem s = L, s, tedy nabyva pouze dvou moznjch hodnot

2
s. — + (spin nahoru) a s, = +3 (spin dol). Mezi tyto Cdstice pati{ elektron e,
pozitron p*, dale pak neutrina v a zejména kvarky q tvorici slozené ¢astice (hadrony),
mezi néz patii predev§im protony p a neutrony n tvorici jadro atomu [27].
Fermiony mohou absorbovat a emitovat jiné elementarni castice — bosony — a
tim vytvéiet zdkladni interakce Standardniho modelu ¢ésticové fyziky[| Bosony maji

oproti fermiontiim celo¢iselné spinové kvantové ¢islo s € {0,1,2,...}.

2.1.2 Spin slozenych castic

Spin slozenych c¢astic je jednoduse souc¢tem spinii jednotlivych komponent, ovSsem
momenty hybnosti je nutné scitat vektoroveé, tedy samostatné ve vSech osach. Ve
vysledku pak zalezi na orientaci spinu jednotlivych komponent. Napriklad v nukleo-
nech (tedy protonech a neutronech) ma vzdy jeden ze tii kvarka opacény spin oproti

ostatnim a vysledny spin je potom i, zatimco delta baryony A maji spiny vsech

27

kvarkt orientovany souhlasné a vysledny spin téchto ¢astic je roven % [21].
Tabulka prehledné shrnuje rozdéleni elementarnich a slozenych ¢astic do jed-

notlivych skupin, uvadi zastupce téchto skupin a jejich mozna spinova kvantova

¢isla.

2.1.3 Spin atomi

Kazdy atom obsahuje ve svém jadru urc¢ity pocet protonu a neutronu. Atomovy
obal je pak sloZen z elektront, jejichz pocet odpovidd poctu protoni (u elektricky

neutralni ¢astice). Pocet protont urcuje chemicky prvek, pocet neutroni pak jeho

!Standardni model ¢asticové fyziky je teorie popisujici silnou, slabou a elektromagnetickou
interakci, ktera je v souladu s kvantovou mechanikou i specidlni teorii relativity. Standardni model

neni kompletni teorii vSech zakladnich interakci, protoze nepocita s gravitaci.
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Tab. 2.1: Prehled elementarnich a slozenych ¢éastic a jejich spinti.

skupina zastupci spin

) kvarky |u, d, ¢, s, t, b s = %

., | fermiony : : 1

elementarni leptony | elektron, mion, tauon, neutrina s=3

vyménné | foton, gluon, bosony W a Z, s=1

bosony (o | O

skalarni | Higgstiv boson s=0

L baryony | proton, neutron, A, A, >, = Q| s € {%, %, %, .
slozené | hadrony

mezony | m, p, 1, d)a W, J/’(/}’ v, Ka Bv Da T s € {07 172a . }

izotop. Stejné jako elementarni a slozené castice, i atomy maji sviij spin. Pokud je
nukleonové ¢islo (pocet vSech nukleont, tedy protont a neutront) liché, je celkovy
spin atomu roven lichému nasobku jedné poloviny (napf. 'H nebo 3C), je-li pocet
protonil i neutront lichy, je spin celo¢iselny (napt. ?H). Je-li vSak pocet protoni

i neutrontt sudy, je celkovy spin nulovy (napt. 12C nebo 1°0) [27].

2.1.4 Magneticky moment

Nenulovy spin libovolné ¢éstice je vzdy spojen s nenulovym magnetickym momen-
tem (i vztahem (i = fyg , kde v je gyromagneticky pomer. z-ova slozka magnetického

momentu i, je pak rovna p, = vS, = ymh [44]. Kazda ¢astice mé vlastni hodnotu

gyromagnetického poméru danou vztahem v = 221, kde g, je tzv. spinovy g-faktor
definujici vztah pozorovaného magnetického momentu a momentu hybnosti. Déle
pak ¢ oznacuje elektricky naboj ¢astice, m jeho hmotnost a S jiz znamy moment
hybnosti (spin). Gyromagnetické poméry jader vybranych prvki jsou uvedeny v ta-

bulce 2.2

2.1.5 Chovani jader ve vnéjsim magnetickém poli

Pokud neni jadro umisténo ve vnéjsim magnetickém poli, vSechny stavy magnetic-
kého momentu dané magnetickym spinovym ¢islem maji stejnou energii, tyto ener-
getické hladiny jsou tzv. degenerované. Umisténim jadra s nenulovym spinem do
vnéjsiho magnetického pole o indukci By, dojde k interakci vnéjstho magnetického
pole s magnetickym momentem jadra. Nyni jiz tyto stavy nemaji stejnou energii,

energie magnetického momentu ji umisténého do magnetického pole EO je dana:
FE = —[,LBO = —,uxBOI — ,uyB()y — ILLZBOZ (21)

Obvykle vsak volime smér osy z podél sméru magnetického pole By, pak lze energii

vyjadrit jednoduse jako:

E = —u.By = —ymhBy. (2.2)
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Tab. 2.2: Gyromagnetické poméry =, a spinova kvantova ¢isla s jader nékterych

prvku.

jadro | pifrodn{ vyskyt | spin | v, [rad-s™! - T71]
'H 99,985 % : 267,513 - 10°
2H 0,015 % 1 41,065 - 106
SH | umély izotop i 285, 350 - 106
SHe | 0,000137 % : —203, 789 - 10°

‘He | 99,999863 % 0
"Li 92,5 % 3 103,962 - 106

12¢ 98,89 % 0
3¢ 1,07 % : 67,262 - 106
N 99,634 % 1 19,331 - 106
N 0,366 % 3 —27,116 - 10°

160 99,76 % 0
170 0,039 % 2 —36,264 - 10°
L 100 % 3 251,662 - 106
23Na 100 % 3 70,761 - 10°
31p 100 % i 108,291 - 106
129X e 26,4 % 3 —173,997 - 10°

V nenulovém magnetickém poli jsou tedy odlisné stavy spinu rozliSeny rozdilem
energetickych hladin AE = E 1= E, 1= 2- ’y%hBO = vhBy (viz obr. , mluvime
o orientaci magnetického momentu ve sméru resp. proti sméru vnéjsiho magnetic-
kého pole. Orientace ve sméru vnéjstho magnetického pole je energeticky vyhodnéjsi,

proto se jadra snazi zaujmout tuto orientaci. P1i teploté absolutni nuly bude v rovno-

E
m=-1/2
E=0 AE
m=+1/2
B,=0 B,

Obr. 2.2: S rostouci indukei magnetického pole By roste i rozdil energetickych hladin
riznych stavii magnetického momentu, v tomto pripadé je gyromagneticky pomeér

kladny a tedy stav m = —i—% odpovida nizsi energetické hladiné.
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vazném stavu pocet jader orientovanych v obou smeérech stejny. Zvysovanim teploty
vsak dochazi k tepelnému pohybu atomi, ktery zptsobuje, ze jader orientovanych
po sméru magnetického pole bude nepatrné vice. Pfesny pomér poc¢tu jader v obou

stavech urcuje Boltzmanntv zakon:

AFE
I

p = erT (2.3)

kde AFE je rozdil energetickych stavii v daném magnetickém poli éo, k= 1,3805 -
1072J - K~! je Boltzmannova konstanta a T' je termodynamicka teplota [44].
Vlivem interakce vnéjstho magnetického pole s magnetickym momentem jader
vznika precesni pohyb vektoru magentického momentu p kolem sméru pole By s frek-
venci oznacovanou jako Larmorova frekvence (viz obr. . Pokud jadra vystavime
elektromagnetickému zareni o této frekvenci, dojde k absorbci energie a prechodu
z nizsi energetické hladiny do vyssi. Zareni tedy musi mit frekvenci odpovidajici roz-
dilu energetickych hladin daného jadra v poli Eo, tu Ize vyjadrit pomoci Planckova
vztahu:
E = hv, (2.4)

kde h je Planckova konstanta a E je energie fotonu odpovidajici elektromagnetic-
kému vInéni o frekvenci v. V nasem pripadé musim mit foton energii AE = vhB, a

tedy Larmorova frekvence je rovna:

S A A (2:5)

2.1.6 Chemicky posun

V predchozich kapitolach bylo vysvétleno, jakym zptsobem jadra s nenulovym spi-
nem interaguji s vnéjSim magnetickym polem. Mohlo by se zdat, Ze vSechna jadra
jednoho izotopu rezonuji na stejné frekvenci. Zatim ovsem nebyl bran v potaz elek-
tronovy obal atomu — elektrony v ném obsazené maji také sviij spin a prestoze
maji velmi malou hmotnost, vytvareji magnetické pole opacného sméru nez je vnéjsi
magnetické pole By a tim stin jadro od magnetického pole, v némz se nachazi.
Elektronovy obal dvou jader stejného izotopu, avsak s jinym chemickym okolim, se
lis rozlozenim elektronti a intenzita stinéni oznacovana o se tedy nepatrné lisi. Po
zapocteni stinéni elektrony je celkové megnetické pole plisobici na jadro nazyvano

efektivni magnetické pole Ee # a jeho indukcee je:
Bef:BO—O'BOZB()(l—O'). (26)

Pisobenim magnetického pole rizné intenzity se zméni rozdil energetickych hla-

din stavu a tedy i rezonanc¢ni frekvence pro dané jadro. V praxi se chemicky posun
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X

Obr. 2.3: Umisténim castice s nenulovym spinem do magnetického pole B% vznika
precesni pohyb vektoru magnetického momentu g kolem sméru pole Bo. Frekvence

tohoto pohybu je oznacovana jako Larmorova frekvence.

udava jako rozdil mezi rezonan¢nimi frekvencemi zkoumané a néjaké referencni latky
(pro jadra vodiku nejcastéji tetramethylsilan — viz obr. [2.4b)). Vyjadiuje se pomoci
vztahu:

5, = Vo = Vref | 108, (2.7)
Vref

kde ¢, je chemicky posun jadra z, v, je jeho rezonancni frekvence a v,.; je rezo-
nancni frekvence referenc¢ni latky. Jednotkou takto definovaného chemického posunu
je ppm (part per milion) a zna¢nou vyhodou této stupnice je nezévislost na indukei
magnetického pole By.

Obrézek ilustruje chemicky posun na dvou velice podobnych molekulach —
neopentanu (2,3-dimethylpropanu) a tetramethylsilanu (TMS). Lisi se pouze cent-
ralnim atomem, neopentan obsahuje atom uhliku, tetramethylsilan pak atom kie-
miku. Atomy vodiku ve vsech methylovych skupinach maji stejné chemické okoli a
proto jsou stejné stinény. Spektrum kazdé z téchto molekul tedy tvori pouze jedna
spektralni ¢ara. Atomy vodiku jsou vSak stinény vice v molekule neopentanu oproti

molekule tetramethylsilanu a proto je chemicky posun neopentanu § = 0,902 (viz

obr. [2.4d).

2.1.7 Multiplicita signala

V pripadé, ze jadra stejného typu nemaji shodné chemické okoli, vznika tzv. mul-

tiplicita signélu. Uvazujme dvé jadra vodiku (oznacme je H, resp. H,) s odlisnym
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CH;

CH;

(a) neopentan

CH;

Si— CHj

CHs
(b) tetramethylsilan

H;C

| |
0 0,902 ppm 0 ppm

(c) chemicky posun

Obr. 2.4: Strukturni vzorce sloucenin E[) neopentanu a IEI) tetramethylsilanu a jejich
chemicky posun — ¢ervené neopentan s posunem d = 0,902, modre tetramethyl-

silan s nulovym posunem.

chemickym okolim vazané na dva sousedni atomy uhliku. Jadro H, mtze byt orien-
tovano ve sméru nebo proti sméru magnetického pole. Z pohledu jadra H, je vnéjsi
magnetické pole ovlivnéno orientaci jadra H, a tedy jadro Hy bude rezonovat na
dvou blizkych frekvencich. Pocet jader H, orientovanych ve sméru i proti sméru je
priblizné stejny, proto bude spektrum obsahovat misto jediné spektralni cary tzv.
dublet, tedy dvé spektralni cary o stejné velikosti s rozestupem J Hz, kde J je tzv.
interakéni konstanta (coupling constant), jejiz velikost nezavisi na indukci magne-
tického pole By. Jadra H, a H, na sebe timto zptsobem piisobi vzdjemné a tedy
i plisobenim jadra Hy je rozstépeno spektrum jadra H, .

Slozitéjsi piipad je uveden na obr. 2.5 Zde v prvnim piipadé 1,2-dichlorethanu
(viz obr. k multiplicité nedochazi, protoze vSechna jadra vodiku zde maji stejné
chemické okoli. Spektrum této slouceniny tedy obsahuje jedinou ¢aru s chemickym
posunem 0 = 3,73 (obr. . 1,1-dichlorethan (obr. vsak jiz obsahuje 3 ekvi-
valentni jadra vodiku (oznacCena Cervené) a jedno jadro s odlisnym okolim (modfe).
,2Modré“ jadro se mize nachazet ve dvou stavech — spin orientovan po sméru resp.
proti sméru vnéjsiho magnetického pole. Spektrum zbyvajicich ,céervenych® jader je
tedy rozstépeno a vznika dublet. Komplikace nastava v opacném sméru ptisobeni
interakci — pocet 3 , cervenych“ jader nam déava celkovy pocet kombinaci jejich stavi

roven 8. Nevznika vsak 8 spektralnich ¢ar, nebot vzniklé ¢ary se prekryvaji a dochazi
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| | | |
Cl C C Cl H C C H
H H H Cl
(a) 1,2-dichlorethan (b) 1,1-dichlorethan
3,73 2,06
\
TMS TMS
5,89
\
L B B B L ')\)\L'l'l'l'l'l'l
0 6 5 4 3 2 1 0 0 6 5 4 3 2 1 0
(c) spektrum 1,2-dichlorethanu (d) spektrum 1,1-dichlorethanu

Obr. 2.5: Molekuly El) 1,2-dichlorethanu a EI) 1,1-dichlorethanu a jejich spektra.

ke vzniku tzv. kvartetu, kde jednotlivé spektralni ¢ary jsou opét navzajem vzdalené
o J Hz, ale jejich velikost je v poméru 1:3:3:1.

Kromé dubleti a kvartetti mohou vznikat také triplety, pentety, sextety, atd. Je-
jich vznik lze vysvétlit i jinym zptsobem — kombinatoricky. Pro urc¢eni miry interakce
skupiny jader s jinym jadrem je dilezity predevsim celkovy spin této skupiny jader.

Pokud mame 3 jadra s moznymi spiny s; € {—%, +%}, jejich celkovy spin muze naby-
3
29
kombinacemi jednotlivych jadernych spini a proto je odpovidajici spektralni c¢ara

vat pouze hodnot s € {— —%, +%, ~|—%} Nékteré z téchto spinti mohou vznikat vice

vétsi. Pokud sefadime singlet, dublet, triplet, atd. pod sebe, poméry spektralnich
¢ar budou tvofit Pascaliv trojihelnik (viz tabulka [2.3)).

Tab. 2.3: Pascaltv trojihelnik a jeho vztah k multiplicité signalu.

1 singlet

11 dublet

1 21 triplet
1331 kvartet
146 41 kvintet

1 5 1010 5 1 sextet
1 6 152015 6 1 septet

Pokud molekula obsahuje jadra stejného typu ve vice nez 2 riznych chemickych

vvvvvv
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struktury kombinacemi zdkladnich struktur uvedenych v tabulce Mizeme se
pak setkat napr. s dubletem dubletii apod.

2.2 Technika a snimani dat

Dosud jsme se zabyvali pouze teoretickymi principy, tato kapitola se bude zabyvat
praktickymi aspekty nukledrni magnetické rezonance. V dobé, kdy teorie NMR za-
cala vznikat, nebyly k dispozici pocitace, méteni tedy probihalo ponékud jinak, nez
je tomu dnes.

Vzorek obsahujici zkoumana jadra s nenulovym spinem byl vlozen do homogen-
niho magnetického pole o indukci By a do jeho blizkosti byla umisténa civka, kterou
protékal stridavy proud. Frekvence proudu v civce byla postupné zvysovana a pti
dosazeni Larmorovy frekvence nékterych jader doslo k absorbci radiofrekvenéniho
zareni, coz bylo mozné detekovat a zapsat prislusnou hodnotu zapisovacem. Druhou
moznosti bylo spojité ménit indukei magnetického pole By pti konstantni frekvenci
proudu civkou. Takovému zptsobu snimani dat se ¥ikd Continuous Wave (CW)
spektroskopie.

Dnesni pristroje jiz pracuji na jiném principu. Zkoumana jadra jsou excitovana
uzkopasmovym radiofrekvenénim pulzem a pri jejich navraceni do ustéleného stavu
vznikd tzv. FID (free induction decay, volné doznivani indukee), coz je signél indu-
kovany do snimaci civky. FID je tvoren souctem sinusoid tlumenych exponencidlni
funkci, jednotlivé frekvence odpovidaji rezonanénim frekvencim jader. Jedna tedy
o uzkopasmovy signal v oblasti radiovych vIn, ktery je nejprve nutné pomoci AD pre-
vodniku navzorkovat, ulozit do pocitace a néasledné pomoci matematickych metod

(Fourierovy transformace) analyzovat.

A\AA\AA\AA,\A&AA —

Obr. 2.6: Signal FID (free induction decay) je tvoren souctem sinusoid tlumenych
exponencialni funkei, zde dvé slozky (¢evena a modra) tvori v souctu vysledny FID

(zelené).
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Magnetické pole By je vytvareno supravodivymi civkami ponorenymi do kapal-
ného helia, indukce takového pole pak dosahuje az 21T, u pristroji pouzivanych

v mediciné jsou vsak pouzivany magnety s indukei 0,1-3T.

2.2.1 Relaxacni proces

Za ustaleného stavu jsou vSechna jadra orientovdna ve sméru resp. proti sméru
magnetického pole Eo a precesni pohyb tedy neni pozorovatelny. Vystavenim jader
radiofrekvenénimu pulzu je vektor magnetického momentu (a s nim i vektor mag-
netizace M = %ﬁ, kde N je pocet magnetickych momentt ve vzorku a V' je objem
vzorku) vychylen z osy z a jeho precesni pohyb je detekovatelny, nebot pramét mag-
netického momentu M do roviny xy je nenulovy. Rotacnim pohybem magnetického
momentu M, je indukovan elektricky proud do snimaci civky.

Rotaci magnetizace ilustruje obrazek , vektor magnetizace M lze rozlozit na
soucet vektori podélné M, a pri¢né Mxy magnetizace. Po vychyleni vektoru mag-
netizace z rovnovazného stavu o 90° je podélna slozka magnetizace M, nulova. Pi-
sobenim magnetického pole éo je vsak smér magnetizace M postupné vracen do

podélného sméru a velikost M, postupneé roste v case t podle:
M, = My(1 — e /1), (2.8)

z

Obr. 2.7: Vektor magnetizace M rozlozeny na podélnou M, a pri¢nou ]\7[my slozku.
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kde My = %‘530 je velikost podélné magnetizace za ustaleného stavu a cas T3 se
oznacuje jako T relaxacni ¢as (nebo také cas podélné relaxace, spin-miizka nebo
spin-lattice relaxace) [44]. Za tento ¢as se obnovi 63 % puvodni velikosti podélné
magnetizace.

Vektor pricné magnetizace ]\ny rotuje v roviné xy s rezonancni frekvenci jader

v, jeho velikost se ovSem s Casem t snizuje:
M, = Moel?™te=t/T2, (2.9)

Za cas Ty se pricna slozka magnetizace snizi na 37 % puvodni hodnoty, tento cas je
oznacovan jako Ty relaxacni ¢as nebo Cas pricné relaxace (spin-spin relaxace). Oba
relaxacni Casy ilustruje obrazek 2.8

MO """""""""""""""""""""""" /,_/—— MO
M, :
[X/%).Y 1 S— :
0,37M, L
T, 2T, t
(a) T1 relaxace (b) T2 relaxace

Obr. 2.8: Relaxace zpusobuje pokles velikosti Eb priéné slozky magnetizace ]\Zmy na

ukor @) podélné slozky MZ, ktera se postupné navraci do ptivodniho stavu.

V realnych podminkach magnetické pole By neni zcela homogenni a proto mag-
netizace v roviné xy ubyva rychleji, nez predpovida rovnice . Vektory priéné
magnetizace jednotlivych jader totiz vlivem mirné odlisné indukce vnéjsiho mag-
netického pole rotuji s riznou rezonancni frekvenci a tak dojde brzy po excitaci
k rozfazovani a FID je tlumen rychleji. Casova konstanta, ktera bere v ivahu uve-
dené nedostatky, se bézné oznacuje T5.

Relaxacni ¢asy kapalnych latek jsou obvykle v fadu sekund, v pripadé pevnych
latek muze ¢as T dosahovat hodiny, kdezto ¢as Ty je velmi maly (v fadu mik-
rosekund). Méfenim 77 a T3 relaxacnich cast vody v zivé tkani lze napr. rozlisit

zdravou tkan od tkané napadené rakovinou [44].

2.2.2 RF pulzy

Nyni se zaméfme na dilezitou fazi snimani dat, a sice vychyleni vektoru magneti-
zace z rovnovazného stavu do roviny xy. Toho neni mozné dosdhnout jen pomoci

statickych magnetickych poli, protoze by bylo nutné nahle vypnout magnetické pole
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ve sméru osy 2z a nahradit ho polem v ose x. Supervodivy magnet tvorici pole By
ale jen tak vypnout nelze a proto je nutné prijit s jinou strategii.

Klicem je rezonance — aplikovanim velmi malého magnetického pole podél osy
x oscilujiciho blizko Larmorovy frekvence jader je mozné vektor magnetizace M
postupné vychylit z osy z i za pritomnosti velmi silného pole By. Takovému poli
se pak 1ika radiofrekvencni (RF), protoze rezonanc¢ni frekvence jader se nachazi
v radiovém spektru.

V praxi potom potrebujeme, aby takové magnetické pole vychylilo magnetizaci
o presné dany thel, nejéastéji o 90° resp. 180°. Kazdy RF pulz je tizkopasmovy signél
modulovany néjakou obalkou, nejcastéji obdélnikovou (pulzy RECT) nebo ve tvaru
funkce sinc (pulzy SINC). Obélka RF pulzu pak uréuje velikost magnetické indukce
B; a sirku pulzu T'. Vysledny pulz ma sirku pisma A f, soucin TAf je pak oznacovan
jako selektivita pulzu [2]. Kombinace téchto parametru uréuje whel vychyleni ©.

V pripadé obdélnikového pulzu (B;(t) = By pro 0 < ¢t < T, obr. je uhel
vychyleni © primo imérny amplitudé B, a Sitce pulzu 7"

O = B,T. (2.10)
B(9)
B,
t
T

Obr. 2.9: Obdélnikovy radiofrekvencni pulz.

Pouziti obdélnikového pulzu je vsak omezené — nespojitost obalky klade vysoké
naroky na radiofrekvenc¢ni zesilovace a obdélnikovy pribéh zptisobuje malou spekt-
ralni selektivitu.

Oproti tomu pulzy SINC (obr. jsou ve spektru ostie lokalizované — idealni
nekonec¢ny pulz by mél obdélnikové spektrum, realny pulz je ovSsem casové omezeny.

Obalka téchto pulzl je dana vztahem:

BL(1) = Asinc (g) —Nito < t < Nrto, (211)
! 0, jinak, '

kde A je spickova amplituda RF pulzu v ¢ase t = 0, t je polovina sitky centralniho

laloku a Ny, resp. Nr jsou pocty nulovych bodu vlevo resp. vpravo od centralniho
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laloku. Sfika pasma takového pulzu je pfiblizné Af ~ % a selektivita TAf =
Ny, + Ng. Vzhledem k tomu, Ze jsou Ni, a Ng v praxi kone¢nd ¢isla (1-4), mé pulz
nespojitou prvni derivaci a proto byva SINC pulz jesté dodatecné vahovan néjakym

oknem (napf. Hammingovym nebo Hannovym).

B,(9)

T N z

_—a—
f fy

Obr. 2.10: SINC radiofrekvenéni pulz bez vahovani (modie) a s vdhovdanim Ham-

mingovym oknem (Cervené).

Radiofrekvencéni pulzy vsak neslouzi pouze k pocatecni excitaci, jak uvidime
pozdéji. Mizeme se setkat s pulzy, které vybiraji prostorovou oblast zdjmu, s pulzy

yzaostiujicimi® signal a dalsimy typy.

2.3 Zakladni zobrazovaci techniky

V této kapitole bude predstaveno nékolik zédkladnich zpiisobu ziskavani dat pomoci
nukledrni magnetické rezonance. Kompletni vycet by obsahl samostatnou publikaci,

proto se zde omezime pouze na ty techniky, které jsou podstatné pro tuto praci.

2.3.1 NMR spektroskopie

NMR spektroskopie (NMR Spectroscopy), nékdy také nazyvana Spektroskopie nuk-
learni magnetické resonance, byla prvni pouzivanou technikou, nebof ve své pu-
vodni formé (CW spektroskopie, viz kapitola [2.2)) nevyZzadovala zadné vypocetni
prostredky. Cilem mérfeni je ziskat informaci o slozeni celého méreného vzorku ve
formé spektra.

Nejjednodussi meérici sekvence je uvedena na obr. Obsahuje jeden 90° RF
pulz bezprostiredné nasledovany vzorkovanim FID. Pred aplikovanim RF pulzu je
nutné vyckat urcity c¢as na obnoveni magnetizace v ose z, jinak by vektor magne-
tizace nebyl presné do roviny zy. Pred zapocetim méreni je také nutné zkalibrovat
RF pulz nastavenim sitky pulzu tak, aby otacel vektor magnetizace presné o 90°. To
je mozné provést opakovanym meérenim stejného vzorku a postupnou zménou Sitky

pulzu — jakmile dosdhneme maximaélni velikosti odezvy, pulz je nastaven presné [33].
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RF

FID

Obr. 2.11: Nejjednodussi sekvence — 90° RF pulz nasledovan vzorkovanim.

Prubéh rotace vektoru magnetizace v roviné zy ilustruje obr. 2.12] Po excitaci
zacind vektor Mxy orientovan ve sméru osy —y a déle jsou jeho smér a velikost urceny
vektorovym souctem vektori magnetizace vSech excitovanych jader. Zde ,modra*
skupina jader rezonuje na frekvenci v, ,,Cervena* jadra pak na frekvenci v, = 2,

celkova magnetizace v osach = a y je pak dana:

M, = —M,, cos(2nv,t) — M, cos(2mi4t),

(2.12)
M, = My, sin(2npt) + M, sin(2714t),

kde M,, = %u resp. M, = %u jsou pocatecni velikosti magnetizace jednotlivych
skupin jader [33].

A A A AR
PAANFAANPIAS PEN PRSP

\

Mx/ — /

Obr. 2.12: Rotace vektoru magnetizace v roviné xy — modfe a ¢ervené jsou vyznaceny

dvé skupiny jader o riizné rezonancni frekvenci, zelené pak celkova magnetizace M,,,.



Dimyslnéjsi mérici sekvenci je spin echo (obr.[2.13). Pridanim druhého RF pulzu,
tentokrat 180°, v ¢ase 7 jsou zrcadlové prevraceny vektory magnetizace ve sméru

osy y, jejich smér pohybu vSak zustava stejny a proto vznikd ozvéna v case 27.

90° 180°

FID

Obr. 2.13: Spin echo pomoci 180° v Case 7 prevrati vektory magnetizace ve sméru

osy y a tim vytvori ozvénu v case 27.

Tato metoda patii mezi nejvice vyuzivané sekvence a je také soucasti mnoha
slozitéjsich sekvenci. Jeji vyhoda spociva v potlaceni vlivu nehomogenit magnetic-
kého pole éo. Po excitaci 90° RF pulzem dochazi k rozfazovani vektorti magnetizace
pravé vlivem nehomogenit, obracenim faze vektort ]\ley dojde k opétovnému sfazo-
vani (zaostfeni) a v ¢ase 27 opét vektory magnetizace sméruji ve sméru osy y.

Po navzorkovani FID je nutné data zpracovat, metodami zpracovani signala

v nukledrni magnetické rezonanci se bude zabyvat kapitola 3|

Interpretace spekter

Pri interpretaci spekter je v prvni fazi vzdy nutné identifikovat spektralni cary a pri-
radit jim hodnotu chemického posunu vzhledem k referencni latce. Jednotlivé spekt-
ralni ¢ary mohou pattit bud zkoumanym slou¢eninam nebo rozpoustédlu. V pripadé
'H spektroskopie se pak miiZzeme setkat s tzv. saletelitnimi ¢arami zptisobenymi in-
terakcemi s jadry uhliku ¥C — vzhledem k jeho velmi nizkému pifrodnimu vyskytu
maji tyto satelity nizkou intenzitu.

Pri kvantitativni analyze vychézime z tzv. integralni intenzity signala. Kvili
multiplicité signala a vlivu relaxacnich ¢ast bychom prostym odec¢tem intenzity jed-
notlivych spektralnich ¢ar neziskali spravnou predstavu o mnozstvi odpovidajicich
jader ve vzorku. Proto je vyhodnéjsi spoéitat integral (sumu) ¢asti spektra odpovi-
dajici jednomu atomu (nebo skupiné atomi) a podle hodnoty tohoto integralu urcit
odpovidajici mnozstvi. Automatizovanymi metodami kvantifikace spekter se bude

zabyvat kapitola (3.3]
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2.3.2 In vivo NMR spektroskopie

Specidlnim ptipadem NMR spektroskopie je tzv. In vivo NMR spektroskopie, ang-
licky oznacovana jako In vivo Magnetic Resonance Spectroscopy nebo jen Magnetic
Resonance Spectroscopy (MRS). Predpona in vivo v ndzvu znadi, ze se jedné o dia-
gnostickou metodu provadénou na zivych organismech. Velmi ¢asto je pomoci MRS
zjistovana pritomnost a mnozstvi metaboliti v mozku.

Méfeni NMR spekter nékterych izotopti, zejména ‘H, 3C a 3!P, je velmi cen-
nym zdrojem informaci o fadé biochemickych a metabolickych procesech v lidském
mozku. V soucasné dobé je z hlediska klinické praxe nejvyznamngjsi 'H in vivo spek-
troskopie, nebot izotop 'H mé téméeF 100% vyskyt v piirodé a jeho signal je proto

velmi intenzivni.

Vybrané metabolity

vvvvvv

(jejich strukturni vzorce jsou na obr. vyskyt v MR spektru pak na obr. :

o N-acetylaspartat (NAA) — druhy nejcastéji se vyskytujici metabolit v mozku,

slouzi mimo jiné k syntéze lipida ¢i regulaci syntézy proteinii. Jeho zvysena
hladina muze znamenat neuronalni dysfunkci [4§].

e Cholin (Cho) — pravdépodobné nejvyznamnéjsi signdl v MRS mozku, indi-
kuje porusovani bunéénych membran, koncentrace se zvysuje pri nadorovych
onemocnénich [4§].

» Kreatin (Cr) — jeho hladina byva stabilni i za patologickych zmén, proto byva
pouzivan jako referenc¢ni signadl v MRS. SniZeni hladiny miize nastat vlivem
nadort nebo mrtvice, zvyseni pak s rostoucim vékem [3§].

« Fosfokreatin (PCr) — dilezity pri tvorbé adenosin trifosfatu (ATP).

« Laktat (Lac) — za klidovych podminek je jeho hladina velmi nizkd, zvySuje se
pri anaerobnim metabolismu — napt. pri mozkové mrtvici.

o Myo-inositol (ml) — cukr podilejici se na procesu osmézy, koncentrace roste
pri pritomnosi gliovych naddort nebo pii Alzheimerové chorobé.

o Glutamét (Glu) — nejhojnéjsi neurotransmiter v mozku, pti prenosu nervo-
vého vzruchu je v jenom ze sousednich neuront glutamat uvolnén a v druhém
neuronu detekovan néjakym receptorem.

o Glutamin (Gln) — neesencialni aminokyselina, tvorbou glutaminu se odstranuje
amoniak z mozkové tkané (pii zvysené hladiné amoniaku dochézi k vycerpani
glutamatu).

o Glukéza (Glc) — krevni cukr nezbytny pro fungovani organismu, jednd se o nej-

rychlejsi zdroj energie (pro mozkovou tkan dokonce jediny zdroj energie).
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Obr. 2.14: Strukturni vzorce vybranych metaboliti.

Interpretace spekter

Pti interpretaci in vivo spekter je snahou urcit relativni poméry mezi intenzitami sig-
nalt jednotlivych metaboliti. Absolutni kvantifikace zde nema smysl, nebot méreni

je ovlivnéno mnoha parametry, jejichz vliv ani nemusi byt zcela znamy [48].
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Obr. 2.15: In Vivo 'H spektrum ¢asti mozku krysy [52].

2.3.3 Magneticka rezonance

Pod ponékud matoucim nazvem Magnetickd rezonance, anglicky Magnetic Reso-
nance Imaging (MRI), se ukryva nejcastéji pouzivand zobrazovaci technika pouzi-
vana v mediciné. Rozvoj této techniky umoznil az nastup vypocetni techniky, nebot
ke zpracovani namérenych dat je nutné provadét diskrétni 2D Fourierovu transfor-
maci. MRI umoznuje ziskat rezy libovolnou casti téla, tyto fezy je pak mozné dale

zpracovat a vytvorit napr. 3D obraz.

Zakdédovani prostorové informace

Dosud jsme uvazovali pouze statické magnetické pole Bivoseza dynamické pole B,
v roviné xy. Aby bylo mozné ziskat informaci o prostorovém rozlozeni zkoumanych
jader, je nutné pridat dalsi magneticka pole, nyni vsak tzv. gradientni, ve vsech
osach (éz, éy, éz) Gradientni pole zptusobi, ze celkova indukce magnetického pole
v riznych bodech zkoumaného vzorku (pacienta) nebude stejnd a tedy i rezonanéni
frekvence se bude lisit podle polohy.

Nejjednodussim zptusobem zakédovani prostorové informace je vgbér vrstvy (slice
selection). Aplikovanim gradientniho pole G, béhem RF pulzt jsou vybuzena pouze
jadra v urcité vrstve. Tloustka a poloha této vrstvy zavisi na sitce pasma RF pulzt.

Rezonancni frekvence nyni zavisi na poloze r, vzhledem k tzv. izocentru gradi-
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entu, coz byva obvykle stfed magnetu, a je dana:

v(r.) = -- (By + G.r.), (2.13)
2
kde G, [T - m™'] je velikost gradientu ve sméru osy z. Tloustka vrstvy je pak:
2 A
Az = 2TES (2.14)
G,
kde Af je sitka pasma RF pulzu [2].
90° 180°
T T

FID Paf

ngﬂ Uﬂ

Obr. 2.16: Aplikovanim gradientniho pole éz béhem RF pulzii jsou vybuzena pouze

jadra v urcité vrstve.

Z obr. je patrné, ze gradientni pole G, je béhem RF pulzu zapnuto v ,kladném
sméru a ihned po RF pulzu nasleduje korekéni gradient v opa¢ném sméru. Béhem ex-
citace gradientni pole G, zpusobi, Ze jadra s riznou polohou r, budou rotovat riizné
rychle a tim dojde k rozfazovani. Korekéni gradient tento fazovy rozdil napravi.

Druhym krokem k ziskani prostorové informace je fdzové zakédovdini (phase en-
coding), ptiklad méfici sekvence je zobrazen na obr. .

90° 180°

Obr. 2.17: Gradient G, slouzi k fazovému zakdédovani prostorové informace.
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Gradientni pole G, rozfdzuje vektory magnetizace M,, v zavislosti na poloze r,.
Okamzité rezonanc¢ni frekvence béhem ptisobeni gradientniho pole G, ve vzdélenosti
r, od izocentra ve sméru osy y je:

g
v(ry) = %Gyry. (2.15)

Fazovy rozdil se béhem pusobeni gradientu akumuluje a celkova ziskana faze na

konci pulzu je:
T
o(ry) = Tyy/ G, (t) dt = 27ky,r,, (2.16)
0

kde T je sitka gradientniho pulzu a k, je poloha v tzv. k-prostoru [2]. k-prostor
(k-space) je pojmenovani pro oblast prostorovych frekvenci (obr. , vétsinou je
dvourozmeérnd, ale mize mit az 3 rozmeéry (pokud zapocitame i ¢as, pak dokonce 4
rozméry). Pfi pochopeni méricich sekvenci MRI je klicové uvédomit si, jakou tra-

jektorii sekvence béhem méreni vykonava praveé v k-prostoru.

Obr. 2.18: k-prostor, neboli oblast prostorovych frekvenci obrazu MRI [2].

Zménou amplitudy fazového gradientu a opakovanym mérenim naplnime k-prostor
(nyni pouze jednorozmérny, viz obr. 2.19)) hodnotami.

fazové zakddovani 0
fazové zakodovani 1
fazové zakddovani 2

kyT fazové zakédovani 10

k

X

Obr. 2.19: Fazovym zakédovanim naplnime fadky k-prostoru (nyni je k-prostor

pouze jednorozmeérny, takze fadek je vlastné jedna hodnota) [2].
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Volbou poctu a rozestupu mezi vzorky k, ovliviiujeme oblast snimani a rozliSeni
vysledného obrazu. Pokud zvolime prilis malo bodt v k-prostoru, dojde k aliasingu
a konvencni metody rekonstrukce vytvori v obraze artefakty. Zvysovani rozliseni ale
prodluzuje dobu méteni.

Poslednim krokem prostorového zakédovani je frekvencni zakédovdni (frequency
encoding). Gradientni magnetické pole G, je aktivni béhem vzorkovani FID (viz obr.
a ovliviuje tak rezonancni frekvenci v zavislosti na vzdélenosti r, od izocentra
ve sméru osy x. Gradient magnetického pole opét zpiisobuje rozdilnou akumulaci
faze podle polohy r, a proto je nutné nejprve provést ,predfazovani“ (prephasing)
samostatnym pulzem (u spin echo sekvence nejc¢astéji mezi RF pulzy nebo pted

vy¢itacim pulzem, ale s opacnou orientaci) [2].

90° 180°

FID pafy

.. - —

Obr. 2.20: Frekvencni zakodovani sestava z predfazovaciho a vycitaciho gradientu.

Rezonancni frekvence béhem piisobeni frekvenéniho gradientu pak bude:

v(r,t) = 5= (Bo+ G.(t)r) (2.17)

a faze akumulovana béhem této doby je:

T
S(rast) = / 2 (ry) dt = 2ok (L). (2.18)
0
Trajektorii v k-prostoru, podél které méreni probihd, je mozné vidét na obr.[2.21]

Dosud uvazované sekvence respektovaly kartézskou soustavu souradnic. To vsak
neni jediny zptusob sbéru dat v k-prostoru — existuji sekvence vzorkujici data podél
radidlnich ¢ar nebo podél spirdly v k-prostoru [35].

Ukazku obrazu z MRI je mozné vidét na obr. Méfen{ probihalo na Ustavu
pifstrojové techniky Akademie véd Ceské republiky, kde se nachdzi experimentalni

nuklearni magneticka rezonance se supravodivym magnetem o indukci 4,7 T.
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Obr. 2.21: Trajektorie v k-prostoru — fazovym gradientem dojde k posunu ve sméru

k,, frekvencnim gradientem pak vycteme cely fadek k-prostoru.

Obr. 2.22: Reprezentace obrazu bananu v k-prostoru (po gamma korekci, v = 0.5)

a v prostorové oblasti.

2.3.4 Magnetické rezonancni spektroskopické zobrazovani

Magnetické rezonancni spektroskopické zobrazovdini — anglicky Magnetic Resonance
Spectroscopy Imaging (MRSI) — kombinuje spektroskopické a zobrazovaci metody
za Ucelem ziskani prostorové lokalizovanych spekter. Vysledkem je potom dvouroz-
mérnd nebo tiirozmérnd mrizka tzv. vozeli (prostorovych pixeld), z nichz kazdy je
reprezentovan nikoli jedinou hodnotou (jasu), ale celym spektrem. Prostorové rozli-
seni takového obrazu byva pomeérné nizké, vyssimu rozliSeni totiz brani nizky pomeér
signdlu k sumu (SNR). Kazdy voxel vSak obsahuje informaci o sloZeni vzorku v da-
ném misté. Existuji dvé zdkladni techniky, jak takové obrazy mérit — jednovoxelovd

spektroskopie a spektroskopické zobrazovdni.

Jednovoxelova spektroskopie

Jednovozelovd spektroskopie — anglicky Single Voxel Spectroscopy (SVS) — je jed-
nodussi metodou zobrazovani MRSI. Princip spociva ve vybéru oblasti zajmu VOI
(Volume of Interest) tfemi selektivnimi RF pulzy za piitomnosti prislusnych gra-

dienth magnetického pole. Timto je dosazeno excitace pouze omezené prostorové
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oblasti (viz obr. a nasledné odezva odpovidd jednomu voxelu. Jednovoxelové
techniky jsou pomeérné jednoduché, avsak kvuli své neefektivité a moznym nezadou-
cim tc¢inktim na pacienty nejsou prilis vyhodné. Vzhledem k omezenim pii konstrukei
RF pulzu (viz kapitola [2.2.2)) nelze dosdéhnout pravoihlého profilu voxelt, coz také

bréani v presné lokalizaci potecidlné patologicky zménénych oblast{ [4§].
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Obr. 2.23: Proces vybéru voxelu v jednovoxelové spektroskopii.

Pro vybér voxelu muzeme volit ze dvou zékladnich sekvenci — STEAM (STimu-
lated Echo Acquisition Mode) a PRESS (Point-RESolved Spectroscopy). Sekvence
STEAM (obr. sestava ze ti1 90° RF pulzi, které postupné natoci vektory mag-
netizace do roviny xy, nasledné xz a nakonec opét do roviny xy. STEAM je vhodné
pro méfeni metabolitt s kratkymi relaxacnimi ¢asy T nebo multiplety (NAA, Cho,

Cr, PCr, mI, Glu, Gln), nebot umoziiuje mieni pii velmi kratkych echo ¢asech [4§].

90° 90° 90°

A 1

TE/2 ™ TE/2

G i -

Obr. 2.24: Jednovoxelovda metoda STEAM (Stimulated Echo Acquisition Mode).

Sekvence PRESS (obr. vychazi ze spin echa, obsahuje tedy jeden 90° exci-
tacni RF pulz nasledovany dvémi 180° pulzy. Amplituda indukovaného spin echa je
dvakrat vétsi nez v pripadé stimulovaného echa u metody STEAM. Proto tato tech-
nika nabizi lepsi pomér signalu k Sumu. Selektivni 180° pulzy jsou vSak pfi stejné

sifce pasma a excita¢nim profilu vykonové az desetkrat narocnéjsi [48].
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Obr. 2.25: Jednovoxelova metoda PRESS (Point-RESolved Spectroscopy).

Spektroskopické zobrazovani

Oproti jednovoxelové spektroskopii je v pripadé Spektroskopického zobrazovani —
anglicky Spectroscopic Imaging (SI) nebo Chemical Shift Imaging (CSI) — prostorové
zakdédovani informace feSeno podobnym zptisobem jako v MRI. Kazdé méreni tedy
obsahuje informaci o vSech voxelech (v dané vrstvé nebo v pripadé 3D méreni v celém
vzorku) a pomér signdlu k Sumu je srovnatelny s jednovoxelovym méfenim se stejnou
velikosti voxelu. Vyuzit lze obou méricich sekvenci predstavenych vyse — STEAM
i PRESS. Mezi prvni dva RF pulzy je pouze pridan gradientni pulz ve dvou resp.
tfech oséch (pfi 2D resp. 3D sniméni).

Data ziskana spektroskopickym zobrazovanim jsou velmi vyznamna v klinické
praxi, nebot zmény ve vyskytu metabolitii casto predchazi vyznamné strukturni
zmény, coz prispiva k casnéjsi diagnostice. Hlavni prekazkou nasazeni MRSI v dia-
gnostice je ovsem velka ¢asova naro¢nost méteni — pri rozliseni 24 x 24 x 12 dosahuje
doba méfeni az jedné hodiny [48].

Oproti jednovoxelové spektroskopii je kazdym méfenim vybuzena velkd cast
mozku pacienta véetné okrajovych ¢asti obsahujicich velké mnozstvi vody a tuku.
Tyto signély jsou velmi silné a jejich sniméni je nezadouci, proto je nutné pii pou-
ziti SI tyto signaly potlacit. K tomu slouzi specialni sekvence predchazejici samotné

méreni (viz kapitola [2.4.3]).

Interpretace a prezentace dat

Vysledkem MRSI méfeni je velké mnozstvi spekter (pro rozliseni 24 x 24 x 12 voxela

se jednd o 6912 spekter), které jiz neni mozné interpretovat ruéné. Automatické
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metody tedy musi spolehlivé urcit pomeéry intenzit jednotlivych metabolitii.

Moznosti zobrazeni namétrenych dat je vice, je mozné zobrazit zmensena spektra
do mtizky voxelt, lepsim zplisobem je vsak vykreslit mapy vyskytt vsech metabolitti
zv1&st (viz obr. . Pro lepsi predstavu, kde se metabolity vyskytuji, jsou obvykle
tyto mapy vykresleny pres detailni MRI obraz mozku.

NAAG

Obr. 2.26: Mapy metabolitt vykreslené na detailnim MRI obrazu mozku [3].

2.4 Typické problémy a jejich reseni

Pti méreni nukledrni magnetickou rezonanci se setkdvame s mnoha problémy na
vSech trovnich — pfi méteni i pii zpracovani ziskanych dat. Tato kapitola strucné

uvede nékteré z nich spoleéné s obvyklym postupem pro jejich eliminaci.

2.4.1 Nehomogenita magnetického pole

Signal z nuklearni magnetické rezonance vznika diky rezonanci jader s magnetickym
momentem. Pokud magnetické pole By nenf dostatecné homogenni, lisi se rezonanc¢ni
frekvence jader podle jejich polohy. Po excitaci pak dojde rychle k rozfazovani a
indukovana odezva rychle klesa, vysledkem je nizsi pomér signdlu k sumu.

Pred zapocetim méteni je tedy nutné vyrovnat nehomogenity magnetického pole,
k tomu slouzi fada malych elektromagneti umisténych okolo méreného vzorku. Tyto
elektromagnety vytvareji magneticka pole riznych gradientu (viz tabulka . Pro-
cesu nastaveni téchto civek se ¥ika shimovdni (shimming) a jedné se o velmi zdlou-

havou proceduru.
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Tab. 2.4: Prehled typickych shimovacich civek.

oznaceni civky rovnice odpovidajiciho pole
70 1
71 z
72 222 — (2% + y?)
73 z[22%2 =3 (2 + y?)]
Z4 822 [22 — 3 (22 +42)] + 3 (22 + 4?)°
75 4823 [22 — 5 (22 + y?)] + 90z (z* + y2)2
X x
Y Yy
7ZX zx
7Y 2y
X2-Y2 x? — 2
XY Ty
72X z [422 — (22 + y?)]
72Y y [422 — (2% + )]
7XY Ty
7(X2-Y2) z (2% — y?)
X3 z (2% — 3y?)
Y3 y (322 — y?)

Nehomogenity magnetického pole zptisobuje kromé vyrobnich nepfesnosti samot-
ného magnetu také pritomnost kovovych predmétu v okoli magnetu (zelezobetonova
konstrukce budovy, rdm dveri apod.) a struktura méfeného vzorku. S rostouci in-
dukci magnetického pole By roste i presnost, s jakou musi byt toto pole shimovano.
Chemicky posun totiz nezavisi na velikosti této indukce. V nékterych pripadech je
mozné vyuzit rotace vzorku k vyrovani nehomogenit v roviné zy, stale je vsak nutné

korigovat nehomogenity ve sméru osy z.

2.4.2 Decoupling

Multiplicita signalu vysvétlend v kapitole nam pomahé rozpoznat strukturu
molekul ve vzorku obsazenych. Zaroven vsak nepriznivé ovliviiuje pomér signalu
tento jev potlac¢it. K tomu slouzi specialni metoda nazyvana decoupling.
Rozsitenim méftici sekvence o saturac¢ni pulzy je potlacena interakce mezi atomy
a vicenasobné spektralni c¢ary jsou slouceny do jediné s vyrazné vyssi intenzitou. Sa-
turac¢ni pulzy mohou byt bud selektivni nebo Sirokopasmové. Selektivni decoupling

potlacuje vliv jen vybranych skupin ekvivalentnich atomu, zatimco Sirokopasmovy
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decoupling piisobi na celé spektrum. Pokud ozafujeme jadra stejného typu jako
pozorujeme, jedna se o homonuklearni decoupling, v opacném pripadé pak hetero-

nuklearni decoupling.

2.4.3 Potlaceni signalu vody a tuku
P1i zkoumani biologickych vzorki je nutné pocitat s vsudypritomnou vodou a casto

i tukem. Signaly vody a tuku byvaji vyrazné silnéjsi nez ostatni spektralni cary a

znesnadnuji interpretaci spekter. Pro jejich potlaceni se vyuziva nékolika metod, nej-

(Selective Partial Inversion Recovery), STIR (Short Tau Inversion Recovery) nebo
FLAIR (Fluid Attenuated Inversion Recovery) [31]. Sekvenci metody CHESS, se-

stavajici ze ti1 90° RF pulzt a tii gradientnich pulzi, je mozné vidét na obr. [2.27]

90° 90° 90°

G n

X

Obr. 2.27: Potlaceni signalu vody pomoci metody CHESS.
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3 KONVENCNI METODY ZPRACOVANI SIG-
NALU V MAGNETICKE REZONANCI

Predchozi kapitoly se zabyvaly predevsim fyzikalnim pozadim nuklearni magnetické
rezonanace a konkrétnimi meéricimi technikami. Nyni bude nasledovat prehled kon-
venc¢nich metod pouzivanych k zpracovani signali v NMR, které zahrnuji predevsim
bézné pouzivané metody harmonické analyzy. Setkame se vsak i s metodami speci-

alizovanymi, napi. pro separaci NRM spekter.

3.1 Harmonicka analyza

Teoretické zédklady dnes zcela bézné pouzivanych metod harmonické analyzy polozil
jiz v 18. stoleti francouzsky matematik Jean Baptiste Joseph Fourier (1768-1830).

Cilem harmonické analyzy je ziskat spektrum signédlu, tedy jeho frekvencni slozky.

3.1.1 Fourierova transformace

Obraz spojitého komplexniho signélu s(t) € L* s konetnou variaci ve Fourierové

transformaci (FT) je ddn vztahem:

Stw)= [ T s(t)e e dt, (3.1)

—00

kde w = 27 f je thlova frekvence. Fourierova transformace tedy rozklada nekonecné
dlouhy signal na soucet nekonecné (nespocetné) mnoha komplexnich exponencial.
Frekvencni spektrum signalu lze samoziejmé prevést zpét do ¢asové oblasti pomoci

zpétné Fourierovy transformace:

o) = /+m5(w)ei“’tdw. (3.2)

T2 )

Obraz signélu s(t) ve Fourierové transformaci znacime S(w) = F [s(t)], zpétnou

transformaci potom s(t) = F ' [S(w)].

Vlastnosti

Necht signdly s(t), s1(t), s2(t) maji konecnou energii a jejich spektra jsou po radé
S(w), S1(w), Sa(w). Pak plati nasledujici tvrzeni:

Tvrzeni 3.1.1. Fourierova transformace je linearni, tedy plati:

F [e181(t) + cas2(t)] = 1 F [s1(t)] + coF [s2(t)] (3.3)
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pro libovolné konstanty cq,co € C.

Fls(at)] = 5() (3-4)

|al
pro libovolnou konstantu a € R, a # 0.

Ndsobenim signdlu s(t) komplexni exponencidlou € dojde k posunu ve frekvenéni
oblasti o a:

F |s(t)e!] = S(w - a) (3.5)

pro libovolnou konstantu a € R.

Posun signdlu s(t) v case o a zpisobi zménu faze spektra
Fs(t —a)] = e S(w) (3.6)

pro libovolnou konstantu a € R.
Ndsobeni signdli s1(t) a s3(t) v casové oblasti odpovidd konvoluci ve frekvencni

oblasti:

F [s1(t) - s2(t)] = St(w) * Sa(w). (3.7)

3.1.2 Diskrétni Fourierova transformace

Diskrétni Fourierova transformace (DFT) signalu {s[n]}gz_ol s konecnou energii je

rovna:
N—1 .
s[n]e 2", (3.8)
n=0
Zpétnad DFT je pak analogicky:
1 & 27 &k
=% Z e TN, (3.9)

Obdobné jako Fourierova transformace, i DF'T je linearni a mé& podobné vlast-
nosti. Diskrétni Fourierovu transformaci lze definovat i jinym zptisobem, a sice for-

mou operatoru definovaného matici:

wl0 wil LégN—T
wlo whl . (V=1
F=| M a : (3.10)
u)](VJ\/_1)-0 cu§\[1v_1).1 o w](\J[V—1)~(N—1)

kde mocniny wy = 27N jsou tzv. twiddle faktory. Obraz signalu v DFT pak bude

roven maticovému soucinu signalu a matice F.
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3.1.3 Rychla Fourierova transformace

Casova slozitost vypoc¢tu DFT standardnim zptisobem je kvadratickd, vypocet lze
ale provést také v linearitmické casové slozitosti. Rychld Fourierova transformace
vyuziva skutecnosti, ze faktor wy je tzv. primitivni N-ty jednotkovy koren (primitive
root of unity), coz znamen4, ze wY = 1awh # 1 pron € {1,2,..., N — 1} (viz obr.

51).

oY

wl >

3
0_ ,.3
W3 = W3
R

2

w3

Obr. 3.1: Twiddle faktory tvoti body na jednotkové kuznici v komplexni roviné.

Pro ¢isla w} proto mimo jiné plati:
wy "= wh (3.11)

pro libovolné n € {0,1,2,..., N}. Toho lze s vyhodou vyuzit pti konstrukei rychlych
algoritmti diskrétni Fourierovy transformace.

Pravdépodobné nejznaméjsim algoritmem FFT je algoritmus Cooley- Tukey. Prin-
cipem tohoto algoritmu je rozlozeni DFT piivodni délky N na mensi tilohy, nejcastéji
délky N/2 (radix-2), a to bud decimaci v ¢asové (decimation in time, DIT) nebo ve
frekvenc¢ni (decimation in frequency, DIF) oblasti. P¥i decimaci v ¢ase je suma
rozdélena na sudé a liché sc¢itance, vysledkem je pak kombinace dvou nezavislych

DFT o polovic¢ni délce:
N-1 L
Slk] =Y s[nJe7wn
n=0
N/2—-1 N/2—1
— 2 27L 2 1 (2n+1)
nzzo s[2n]e ) + Z [2n + (3.12)
N/2—-1 N/2—1

_ Z 8[271] 1""N/2 +e MN Z 27’L—|—1] leLﬂn
n=0 n=0

DFT sudych koeficientt DFT lichych koeficientti
Tento postup lze opakovat rekurzivné na vzniklé DFT poloviéni délky dokud
nedosahneme délky N = 1. Vysledny vypocet lze pak znazornit tzv. motglkoviym

diagramem (viz obr. [3.2).
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s[0] S[o]
s[2] w8>1< S[]
s[1] A s
s[3] wg>1<  — S[3]

Obr. 3.2: Motylkovy diagram pro FFT délky N = 4 (radix-2 DIT).

Pomoci radix-2 algoritmu lze pocitat efektivné pouze FFT délek N = 2", tedy
mocnin dvojky. Existuji vSak i algoritmy, které si poradi s libovolnou délkou signélu,

dokonce i prvocéiselnou.

3.1.4 Vicerozmérna Fourierova transformace

Fourierova transformace lze zobecnit do libovolné dimenzialniho prostoru. Pro tcely
magnetické rezonance si vsak vystacime s dvourozmérnou (resp. tfirozmérnou) trans-

formaci. Dvourozmérna Fourierova transformace signdlu s(x,y) € £2 x £? je ddna:

S(we, wy) // (z,y)e {@smHwud) qg dyy, (3.13)

kde w, resp. w, jsou prostorové thlové frekvence. Zpétna 2D Fouerierova transfor-

mace je analogicky rovna:
1 .
s(z,y) = (277)2/ S(wm,wy)e‘(w“”“’yy) dw, dw,,. (3.14)

Jak by vypadala vicerozmérna Fourierova transformace je ziejmé.

3.1.5 Vicerozmérna diskrétni Fourierova transformace

Rozsiteni diskrétni Fourierovy transformace na vice rozmeért je trivialni, nebot DF'T
je tzv. separabilni, coz znamena, ze vicerozmérnou transformaci lze provést prostym
provedenim jednorozmeérné transformace postupné ve vSech dimenzich. V pripadé

dvou dimenzi je tedy dvourozmérnd DFT signalu s[z,y] € CY x CV rovna:
Na—1

Slky ky) = > (wNz Z wN Yslx y) (3.15)

=0
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Inverzni transformaci 1ze opét provést po dimenzich:

1 Neml " i
s wa” w ny Kz, Ky 3.16
fy—

Vicerozmérnou DFT lze urychlit pouzitim FFT po jednotlivych dimenzich a
nebo vyuzit napt. vektor-radix FFT algoritmu, ktery je zobecnénim jednorozmér-
ného Cooley-Tukey algoritmu. Zadny algoritmus vak neumi spoéitat transformaci

rychleji nez v linearitmické ¢asové slozitosti.

3.2 Rekonstrukce obrazu MRI

V kapitole [2.3.3] jsme se zabyvali zakédovanim prostorové informace do NMR sig-
nalt. Pouzitim tii gradientnich magnetickych poli jsme schopni ovlivnit rezonancéni

(Larmorovu) frekvenci jader v zavislosti na poloze:
w(z,y,2) = v(Bo + Gox + Gy + G.2). (3.17)

Pti mérici sekvenci jsou jadra excitovana a nasledna indukovana odezva (FID)

V éase je déllai
3(1&) - Moe t/ 2 / mo(:L', y, Z)eiw(x’y’z) dx (ly (12, (318)
\%

kde my(z,y, z) je velikost lokdlni magnetizace, kterd odpovida koncentraci jader
v prostoru. Pti vzorkovani tohoto signalu je nutné jej demodulovat do zakladniho
pasma, po demodulaci odpovida nulova thlova frekvence rezonanéni frekvenci v =
vBy. Vztah k-prostoru k velikosti lokalni magnetizace je pak po zanedbani vlivu
Ty-relaxace [44]:

S(kyy Ky, k) :/ mg(x, y, z)e ke theth=2) 4 dy dz. (3.19)
v

Tato rovnice je zdkladnim vztahem zobrazovani MRI. Zpiisob rekonstrukce vy-

sledného obrazu pak zavisi na zvolené trajektorii v k-prostoru.

3.2.1 Rekonstrukce pomoci DFT

Pokud byl obraz zméren podél kartézskych souradnych os v k-prostoru, rekonstrukce
obrazu je mozna pomoci 2D resp. 3D diskrétni Fourierovy transformace. Po zméreni
kazdé odezvy vsak musi byt signal nejprve demodulovan a to bud smésovacem pred
vzorkovanim nebo piimo pasmovym vzorkovanim.

Obvykly zptisob porizovani MRI obrazii vyuziva vybéru vrstvy v ose z a dvou-

rozmérného k-prostoru. Kazda vrstva pak ma svij vlastni nezavisly dvourozmérny
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k-prostor. Vysledny obraz vznikne diskrétni Fourierovou transformaci namétrenych

(diskrétnich) hodnot v k-prostoru:

1 N,—1 Ny—1 )
slz,y] = S|kt wy, slks, Ky | - (3.20)
NxNy k=0 ( ky:() Y

Kvili T,-relaxaci, omezenému rozliseni k-prostoru a jinym vlivim obraz plné

nekoresponduje s velikosti lokalni magnetizace.

3.2.2 Zpétna projekce

Méreni mohou probihat kromé kartézského zptisobu také podél radialnich car v k-
prostoru. Rekonstrukce takového obrazu je mozna bud opét pomoci DFT (po in-
terpolaci hodnot do 2D mizky — tzv. gridovdini) a nebo pomoci techniky znamé

z vypocetni tomografie (CT) — Radonovy transformace.

Obr. 3.3: Schéma Radonovy transformace — projekce obrazu podél primek.

Radonova transformace (RT) je integralni transformace, kterd je zalozena na inte-
gralu funkce podél primek, coz odpovida principu rentgenového snimani, kdy kazdy
bod vysledného obrazu je dan integralem podél piimky kolmé na snimaci rovinu.
Situaci ilustruje obr. [3.3] projekci obrazu pod thlem 6 dostaneme jednorozmeérny

signal g(p, 0x), jenz je dan:

9(pj, 0k) = // f(x,y)o(z cos Oy + ycos by — p;) dz dy, (3.21)

kde §(x cos by + ycos b — p;) znacl pifimku posunutou o p; od pocatku soufadnic
otoCenou pod tthlem 6. Pokud uvazujeme vsechny hodnoty p a 6, ziskame dvouroz-

meérny signal:

g(p,0) = // f(z,y)é(x cos @ +ycosd — p)dedy. (3.22)
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Rovnice ([3.22)) definuje Radonovu transformaci, obraz v této transformaci je pak
oznacovan R{ f(z,y)}. Obrazek ilustruje Radonovu transformaci na tzv. Shepp-
Loganové fantomu.

Il
(a) (b)

Obr. 3.4 @) Shepp-Loganuv fantom (512 x 512 pixelt) a jeho @ Radonova transfor-
mace (tzv. sinogram).

Dudlni transformace k RT je obvykle nazyvéna zpétnd projekce (backprojection)
a je déna:
1 oo d
JY) = — —H Y — dp, 3.23
fey) =50 | g, eley—px)ldp (3.23)
kde H{-} znaci Hilbertovu transformaci. Zpétné projekce vsak nevraci pavodni ob-
raz, ale jeho konvoluci s Gaussovskym jadrem, tedy rozmazany ptivodni obraz. Lze

ale ukazat, ze Radonova transformace tzce souvisi s Fourierovou transformaci a

ky

Obr. 3.5: Vztah Radonovy a Fourierovy transformace — tzv. Fourier-Slice teorém
[24].
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vyuzit této skutecnosti k odvozeni efektivni a predevsim korektni inverzni trans-
formace. Koeficienty ve dvourozmérné Fourierové transformaci lezici podél primek
prochazejicich poc¢atkem souradnic odpovidaji jednorozmérné FT projekei v Rado-
nové transformaci (viz obr. . Tento fakt je bézné nazyvan Fourier-Slice teorém
nebo také Projection-Slice teorém [24].

Vyjadiime-li obraz f(x,y) jako Fourierovu transformaci svého spektra a nahradime-
li kartézské soufadnice polarnimi (k, = w cosf resp. k, = wsin#), dostaneme:

f(ZE, y) — / F(kz, k,y)ei(zkx-i-yky) dkz dky

ke=w cos b, ky=wsin 0

2w oo . .
= / / F(wcos 6, wsin §)e(@cosb+ysind) ,, 4, dg
0 0
21 roo . :
— / / LUG(CU, Q)elw(wcosﬁ—&-ysmﬂ) dw db (324)
0 0

= [ [ 1l G, g)etreost g du g

_/ U ] G(w, 0)e duw a0,
p=x cos 0+y sin O

kde G(w,0) = [ g(p,0)e“r dp je obraz jedné projekce v 1D Fourierové transformaci.
Tomuto vyrazu se ¥iké filtrovand zpétnd projekee (filtered backprojection) [24].
Posledni fadek rovnice ([3.24) obsahuje ve svém vnitinim vyrazu inverzni 1D
Fourierovu transformaci obrazu G(w, 8) nasobeného faktorem |w|, na coz lze pohlizet
jako na linedrni filtr s frekvenéni charakteristikou H(w) = |w| (filtr typu Ramp).
Vlivem faktoru |w| obsahuje obraz artefakty. Tyto artefakty je mozné potlacit
vahovanim napi. Hammingovym oknem, vysledny vztah pak bude ve tvaru:

Fz,y) /O " { / O:O h(w) ] G(w, ) du do, (3.25)

p=x cos 0+y sin 6

(a) (b) (c)

Obr. 3.6: Srovnani rekonstrukce pomoci EI) zpétné projekce a filtrované zpétné pro-
jekee (filtr typu @ Ramp resp. |d) Ramp vaZzeny Hammingovym oknem).
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kde h(w) je vahovaci okno dané:

h(w>:{c+(c—1)cos]\f_l 0<w<(M-1) (3.26)

0 7tnak.

Pro ¢ = 0.54 se jedna o Hammingovo okno, pro ¢ = 0.5 o Hannovo okno. Takto
upravend rekonstrukce pak nese oznaceni filtrovand zpétnd projekce (filtered back-
projection) [24]. Srovnani rekonstrukce pomoci prosté zpétné projekce a filtrované
zpétné projekee ilustruje obr. [3.6]

3.3 Zpracovani NMR spekter

Kvantifikace dat ziskanych méfrenim je klicouvou ¢asti NMR experimentu. Existuji
v zasadé dva zakladni pristupy — kvantifikace ve frekvencni oblasti a kvantifikace
v casové oblasti. Typickd NMR spektra obsahuji mnoho vzajemné se prekryvajicich

spektralnich car, coz velmi znesnadniuje jejich separaci.

3.3.1 Kvantifikace ve frekvenc¢ni oblasti

Nejjednodussi metodou kvantifikace spekter je integrovani spektra. Ve spektru jsou
nejprve identifikovany spektralni ¢ary a jejich kvantifikace pak spoc¢iva v integraci
¢asti spektra odpovidajici skupiné ekvivalentnich jader (v ptipadé multiplicity sig-
nalu tedy i vice spektralnich car). Tato metoda je pouzitelnd pouze v pripadech,
kdy nedochéazi k prekryvaji spektralnich car, coz témeér vylucuje jeji pouziti v in
vivo spektroskopii, kde spektrum nemiva vysoké rozliseni.

Lepsich vysledkit mizeme dosdhnout pouzitim metod pracujicich s modelem sig-
nall, které se snazi nalézt takové parametry modelu, které co nejvice odpovidaji
namérenému spektru. Zaroven je mozné jako vstup modelu dodat apriorni infor-
mace o signalech, které zpresni cely proces. Vétsina modelt vyuziva jako model

spektralni ¢ary Lorentzovu funkci:

1 A

flz,a,X) = T(@—a2 a2’

(3.27)
kde a = xg urcuje umisténi maximalni hodnoty této funkce a parametr A ovliviuje
meéritko. Cilem je rozlozit spektrum na soucet téchto funkei, kde kazda komponenta
ma svou intenzitu, sitku, stiedni frekvenci a thel.

Jednou z metod pracujici na tomto principu je TLS (Total LineShape). Umoziuje
kromeé zadani apriorni informace také modelovani zkresleni spektralni ¢ary a pro te-
seni vyuziva Gauss-Newtonova algoritmu. Sofistikovanéjsi metodou je pak LCModel
— modelem je zde linearni kombinace spekter metabolitii, tloha je fesena regulari-

zaci. Diky své presnosti je pouzitelnd i pro in vivo spektroskopii [37].

48



3.3.2 Kvantifikace v ¢asové oblasti

Metody kvantifikace spekter v casové oblasti davaji odhad s maximalni vérohodnosti
(maximum likelihood, ML). Typicky fesi nelinedrni problém nejmensich ¢tverci
(nonlinear least-squares, NLLS). Prvni Siroce vyuzivanou metodou bylo VARPRO
(Variable Projection for NLLS Problems), fesici optimaliza¢ni problém Levenberg-
Marquardtovym algoritmem. Metoda AMARES (Advanced Method for Accurate,
Robust and Efficient Spectral fitting) vylepsuje VARPRO a dosahuje vyssi robust-
nosti a flexibility [55].

3.3.3 Predzpracovani dat

Nameérend data, predevsim v in vivo MRS, ¢asto trpi nedostatky, které by znesnad-
nily kvantifikaci. Tyto nedostatky je potieba odstranit pred samotnou kvantifikaci
a nezalezi pouzité na kvantifikacni metodeé.

S klesajici amplitudou FID také klesda pomeér uzitecného signalu k sumu. Pro
zlepseni SNR celého signalu je proto vhodné namérenou odezvu vahovat v casové
oblasti klesajici exponencidlou. Tim dojde k potlaceni Sumu v pozdéjsi ¢asti odezvy,
zlepseni SNR a zuzeni spektralnich ¢ar ve frekvencéni oblasti, nevyhodou je ovSem
snizené rozliseni spektra. Pokud signdl vynasobime naopak rostouci exponencialou,
dojde k vyrovnani obalky FID, zvyseni rozliSeni ve frekvencni oblasti, ale zaroven
také k snizeni SNR [55].

MRS signél je slozen z mnoha komponent, ¢ast z nich je objektem naseho zadjmu,
jiné jsou vSak pro nas nezajimavé a mohou byt odstranény, aniz ovlivni vysledky
meéreni. V kapitole byly uvedeny techniky, které umoznuji potlaceni nékterych
signalt primo pri méreni. I pri pouziti téchto metod obvykle zbyde v naméreném
signalu zbytek nezadoucich signalii. Pokud jsou tyto signdly dobie separovany od
uziteénych signall, je mozné je vyfiltrovat. Pokud jsou vsak spektralni cary neza-
doucich signalt prekryty s jinymi ¢arami, je nutné pouzit modelovani téchto signéali
ke korektnimu odstranéni [55].

Pti pouziti kvantifika¢nich metod zalozenych na modelech signali nastava kom-
plikace, pokud je signél zdeformovan vlivem nehomogenit magnetického pole a nedo-
konalosti méticiho fetézce. Eliminace téchto vlivii je obvykle zaloZena na porovnani
referen¢niho signalu s modelem a naslednym aplikovanim rozpoznanych deformaci
i na ostatni signaly. To vsem vyzaduje pritomnost dobfe separovatelného referenc-

niho signalu, coz mnohdy neni splnéno [55].
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4 RIDKA REPREZENTACE SIGNALU

Tato kapitola pojednava tzv. fidké reprezentaci signalii, coz je mozné chapat jako
nedourceny systém linearnich rovnic, ve kterém existuje feseni, které ma velmi maly
pocet nenulovych proménnych. Tato tématicka oblast historicky saha az k prvnimu
pouziti algoritmu Matching pursuit [36] a fidké dekompozici signdlu na atomy po-
moci Basis pursuit [13]. V soucasné dobé zaméstnava rfadu vyzkumniki, ktef{ zaro-
veni mnohdy zasadné prispéli k teorii a aplikacim waveletové (vinkové) transformace
(80. a 90. léta 20. stoleti). Stejné jako u waveletové transformace a jejich odnozi
(curvelets, contourlets, shearlets a dalsi), i v pfipadé ridké reprezentace signalu do-
chéazi k prolinani inzenyrskych aplikaci s abstraktni matematikou. Bez tzké spolu-
prace matematiki a inzenyra v této aktudlni oblasti se nelze vyznamnéji pohnout
kupredu. Teorie zahrnuje velké mnozstvi obortt matematiky: funkcionalni analyzu,
linearni algebru, konvexni a nekonvexni optimalizaci, pravdépodobnost, teorii neli-
nearni aproximace.

Obecné lze aplikace hledat vsude tam, kde je mozné signél vyjadrit fidce at uz
v néjaké ,standardni“ bazi nebo v systému, ktery byl nalezen signdlu ,na miru®.
Hlavnimi oblastmi aplikaci dnes jsou predevsim zpracovani obrazu (kompresni sni-
mani [12], zrychleni snimani v magnetické rezonanci [34], konstrukce tzv. fotoapa-
ratu s jednim pixelem [I§] nebo hyperspektralni zobrazovani [22, 23]), odSumovani
signali (denoising), odstranovani rozmazéni (deblurring), doplnovani chybéjici in-
formace v signalu (inpainting) [19]. Dalsi aplikace lze nalézt napf. v sérii ¢lanku
30, 29].

4.1 Znaceni a vychozi fakta

Skalarni veli¢iny jako napt. m, N budou znaceny kurzivou, vektory a matice tuc-
nym tezem jako napt. y,A. Vektory budou uvazovany jako sloupcové a pouze
s konecnym poctem prvku. Indexovani prvkua vektort bude zacinat jednickou, tzn.
X = [21,...,2,]". Pocet prvkil mnoziny (tzv. kardinalita) bude znacena stejné jako
absolutni hodnota; tj. napt. [{—3,2,8,9}| = 4. Jadro linedrniho zobrazeni uréeného

matici A bude znaceno ker A.

Definice 4.1.1. Nosicem vektoru x je mnozina jeho indexi, v nichZ md vektor ne-

nulové hodnoty. Tato mnoZinu je znacena supp(x). Tedy supp(x) = {i|z; # 0}.

Napf. pro signdl x = [x1,...,2g]" =[0,0,3,0,4,2,0,5]" plati supp(x) = {3, 5, 6,8}
a [supp(x)| = 4.
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Definice 4.1.2. ¢,-norma vektoru x € CV je definovdna jako

N 1/p
Il = (zw) pro 1< p< oo
=1

N

Ix[l, =D |zl pro 0<p<1,
=1

1]l = max ||, (4.1)
x|y := [supp(x)].

O normu se ve skutecnosti jedna pouze v pripadé 1 < p < oo. Pro0 < p <1
neplati trojiuhelnikova nerovnost, takze se jedna o kvazinormu, a £y neni pozitivné
homogenni a tedy se o normu také nejedna. Pro zjednoduseni vsak bude v této praci
pro vSechna p pouzito jednotné oznaceni ¢,-norma.

Norma || - ||y pFedstavuje soucet absolutnich hodnot prvku vektoru, || - ||o po-
¢et nenulovych slozek vektoru. Pro lepsi predstavu o ¢innosti norem zobrazujeme

v jednotlivych norméach jednotkové koule.

Definice 4.1.3. Jednotkovd koule B]])V v normé £, je definovdna jako

BY = {x e x|, <1}. (4.2)

p

Iustrace jednotkovych koull v norméch £y, fo5, £1 a 3 je vidét na obrazku [4.1],

jednotkova koule v normé ¢y kopiruje osy souradného systému.

Definice 4.1.4. Vektor x € CV se nazyjvd k-ridky (k-sparse), pokud plati
x|, < k- (4.3)

Tedy k-tidky vektor mé nejvyse k nenulovych slozek. Relativni fidkost vektoru
x délky N pak oznacuje pomér +. Déle mnoZina X, := XY = {X e CM||Ix[l, < k}
je mnozina vSech k-tidkych vektoru délky N.

Redlné signaly nebyvaji ridké ve striktnim smyslu, tak jak bylo definovano vyse,
ale misto nulovych slozek obsahuji malé nenulové hodnoty. Z tohoto divodu je

vhodné definovat chybu aproximace:

Definice 4.1.5. Chyba nejlepsi aprozimace vektoru x € CN k-ridkym wvektorem

v normé £, (best k-term approximation error) je definovdina jako

ou(x)y i= ol (x), = inf, x|, (4.4)

k

Chyba aproximace tedy nemitize klesnout pod tuto hodnotu. Naptiklad pro x =
[5,2,3] je 02(x)o = 1, 02(X)1 = 2 a g3(x)y = 2. Pokud specidlné vektor x je k-ridky,

pak o (x), je jisté¢ nulové pro jakékoliv p.
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Obr. 4.1: Tlustrace jednotkovych koulf EI) B2, @) B, [c) Bf a EI} B3.

Pro T C {1,..., N} znadi xp € CV vektor odvozeny z x € CV tak, 7e prvky na
pozicich patticich do mnoziny T jsou zachovany a ostatni vynulovany. Komplement
T je znacen T¢ = {1,..., N} \T.

Jiny pohled na (4.4) je, ze ox(x), vyjadiuje p-normu vektoru, ktery vznikne
z x odstranénim k slozek s nejvétsi velikosti [211, [I5]. Lze tedy pséat také oy(x), =
mingeq1,. N}, |7|<k HxTch. Vzhledem k tomu, Ze urceni chyby je vzdy zavislé na kon-
krétnim x, jedna se o adaptivni zalezitost.

4.2 Ridka reseni systémi linearnich rovnic

Cilem ulohy je tesit obvyklou soustavu linedrnich rovnic Ax =y, hledany vektor x

.....

slozek. Jedna se tedy o tuto tulohu:
min [[x[lo vzhledem k  Ax =y (PO)

kde zndme vektor y € C™ (pozorovan{, méfeni, signdl) a matici A € C™N. M4
smysl uvazovat pouze pripady, kdy m < N, resp. m < N, a A je plné hodnosti
(fddkové). Schéma tlohy je ilustrovano na obr. [£.2] Matice A je nejcastéji nazyvana

slovnik (dictionary), sloupce matice se jsou pak nazyvany atomy (atoms).
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Obr. 4.2: Schéma nedourc¢eného systému rovnic Ax = y. Vektor x obsahuje pouze
nékolik nenulovych prvki (souradnic), a tedy pozorovany vektor y je linedrni kombi-
naci pouze nékolika malo sloupct matice A. Je zde pouzito pseudobarevné schéma,

kdy modra barva reprezentuje nulu, a ¢im teplejsi barva, tim vyssi hodnota.

Vsechna x, kterd spliuji Ax = y, jsou nazyvana pripustnd feSeni (pfipustné
reprezentace vektoru y). Z linearni algebry vyplyva, Ze za vyse uvedenych podmi-
nek na matici A existuje nekonecné mnoho pripustnych reseni a tato reseni tvori
afinni prostor. Nasledujici text se bude mimo jiné zabyvat pozadavky kladenymi na
matici A, které zaru¢i moznost ,rekonstrukce® (sparse recovery) ptvodniho x z y.
Jednoduché ptiklady takovychto systémi linedrnich rovnic je mozné nalézt v ¢lanku
[30].

4.2.1 Postacujici podminky pro jednoznacnost reseni

Diilezitou vlastnosti pro rozhodovani o existenci a vlastnostech feseni je do ¢estiny

tézko prelozitelny pojem spark (doslova jiskra).

Definice 4.2.1 [I7]. Cislo spark(A) je nejmensi pocet sloupcii matice A, které jsou

linedrné zavislé. Formdalné

spark(A) = e |z ||o- (4.5)
Naptiklad pro matici
1 001
Ai=10 2 0 4 (4.6)
003 3
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plati spark(A;) = 4, zatimco pro

100 1 10011
As=10 20 4|, A3=10 20 4 4 (4.7)
0030 00301

je spark(A,) = spark(As) = 3.

Pro nenulovou matici A € C™¥ kde m < N, plati, Ze spark miiZe nabyvat
hodnot spark(A) € {2,...,m + 1}. Hodnoty 2 je dosazeno, pokud jeden sloupec je
pifmo nasobkem jiného. Cim mensi je hodnota spark, tim musi byt vektor x Fidsi,

aby byla zajisténa jedinecnost tohoto Teseni.

Tvrzeni 4.2.2 [5]. Pokud md soustava Ax = b redeni x splriujici

k(A
Iy < RNA) m

tuje.

Disledkem tohoto tvrzeni je, ze pokud se podari nalézt feseni s kardinalitou
vyhovujici , pak je jisté, ze bylo zaroven nalezeno teseni ptivodniho problému
(P0). Nalezeni spark(A) je bohuzel srovnatelné vypocetné narocné jako feSenf pro-
blému a proto je nutné hledat jednodussi zpusob ovéreni jedinecnosti Teseni.
Predchozi tvrzeni navic poskytuje pouze postacujici podminku. Mize tedy existovat
nejiridsi feseni nespliujici .

Definice 4.2.3 [5]. Vzdjemnd koherence (mutual coherence) matice A je definovdna
jako nejvetsi absolutni normalizovany skaldrni soucin dvou ruznych sloupci matice
A,

ajas

n(A) =

kde a; oznacuje j-ty sloupec matice A.

(4.9)

max =~ o
1<i k=N, 37k ||y, - [ak]l,

Vzajemné koherence umoznuje zjistit ,,miru linedrni zavislosti“ mezi sloupci ma-
tice. Nulovou koherenci ma pouze unitarni matice, protoze vsechny dvojice jejich
sloupcti jsou ortogonalni a tedy citatel v je nulovy. V této préci jsou uvazo-
vany pouze pripady, kdy m < N, a je znamo, Ze pro matice m x N plné hodnosti
vzdy dle [21] plati

N —m
m(N —1)

pti¢emz levd rovnost plati pro tzv. grassmanovské framy [49]. V piipadé matic roz-

< u(A) <1, (4.10)

méru 100 x 200 je tedy g > 0,071. Uvod do teorie tzv. fram@ poskytuji napt. zdroje
[14] [43).
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Cilem je obvykle ziskat matici A s co nejnizsi koherenci, chovani takové matice
se totiz blizi chovani unitarni matice. Pozadavek, aby byly atomy co nejvice prizpt-
sobeny konkrétnimu typu signdlu a poskytovaly tak komprimovanou reprezentaci

signalu, ¢asto piisobi protichtidné, protoze znamena jejich vyznamnou korelaci.

Tvrzeni 4.2.4 [5]. Pro libovolnou matici A plati
1
spark(A) > 1+ ——. 4.11
(A) 2 14 o (1.11)
Ohrani¢enim spark(A) dostaneme tvrzeni podobné 4.2.2;

Tvrzeni 4.2.5 [5]. Pokud md soustava Ax = b reseni x splriujici

1 1
Iy < (1 + #(A)> , (4.12)

pak X je nutneé nejridsi mozné a je jediné takové. Navic toto reseni lze dosdhnout

0 -minimalizact.

Cenou za jednodussi vypocet je silnéjsi nerovnost.

Blizi-li se koherence nule, prava strana roste nad vSechny meze. Naopak
pokud se koherence blizi jedné, prava strana jde k jedné. Proto prirozené existuje
snaha hledat a pouzivat maximalné nekoherentni slovniky.

Lze ukézat, ze pokud u(A) > 1/3, z nerovnosti plyne, Ze kardinalita feseni
je pouze 1. Pro zminéné grassmanovské framy dle (4.12]) plati, Ze je-li nalezeno reseni

Vyse uvedené matice maji vzajemnou koherenci priblizné p(A,) = 0,785, u(Asq) =
0,970, u(As) = 0,971.

Specialni pripad — slovnik vytvoreny slouc¢enim dvou ortobazi

Specialnim piipadem slovniku je pripad, kdy se spoji dvé ortonormalni baze dimenze
N, tedy slovnik ma 2N sloupci a N fadkta. Napf. jednotkova matice (tj. Diracova
béze v ¢asové oblasti) a matice Fourierovy transformace (A = [I F]), nebo Fourie-
rova baze a wavelety (A = [F W]). Lze dokazat, ze pokud ||x[|, < 1/u(A), pak x

vvvvv

.....

[17]. Nabiz{ se srovndn{ s podminkou (4.12).

Je znamo, ze dvojice I, F' dosahuje minimalni mozné koherence pro pary ortobazi,
coz je 1/v/N [I7].

Ortonormalnich béazi ve slovniku mutze byt i vice, odhadim typu zahrnu-

jicim p(A) v téchto situacich se vénuje clanek [26].
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4.2.2 Vypocetni slozitost problému (P0))

Predpokladejme, ze plati spark(A) > 2k a existuje néjaké ko-ridké feseni soustavy.
presného teSeni je nutné projit vsSech (é\g ) kombinaci podmnozin sloupct matice.
Tento problém je NP-tézky a tedy v realné situaci, kdy N je vysoké ¢islo, v rozum-
ném case neresitelny [5].

Pro zisknani feseni v rozumném case je nutné vyménit rychlost za riziko ubytku
presnosti. Aproximativnimi metodami, které je mozné zhruba rozdélit do dvou sku-

pin podle principu, na kterém se zakladaji, se zabyva ¢ast [4.4]

4.3 (1 relaxace

ProtoZze norma ¢y neni konvexni funkce, nelze problém ([P0|) fesit zddnou z metod
konvexni optimalizace (konvexnitho programovani), které jsou k dispozici [4].

Normy ¢, jsou vSak konvexni pro p > 1, viz obr. 4.3 a proto se nabizi
otazka, jestli by nebylo mozné vyuzit ,nejblizsi“ konvexni normu, tj. ¢;, k alespon
pribliznému teseni NP-tézkého problému , tedy Tesit tlohu

min |Ix|[y vzhledem k Ax =1y. (P1)

V nékterych piipadech se feseni uloh (P0O) a (P1)) skuteéné shoduji, dokonce lze
ukazat, ze takovych pripadi je ,vétsina“.

P1i uvazovani zasuménych dat je tloha formulovana nasledovneé:
min |x|[i vzhledem k [[Ax —ylls <. (P10)

Povoluje se tedy odchylka od presného feseni. Tento problém je znamy pod zkratkou
LASSO (Least Absolute Shrinkage and Selection Operator) [51].

4.3.1 Podminky ekvivalence reseni /)- a /;-minimalizace

Resen{ tilohy min, [|x||, vzhledem k Ax =y v R? ilustruje obr. . Prostor vSech
pripustnych TeSeni je zobrazen ¢ervenou primkou. Je patrné, ze feseni problému
a se shoduji. V pripadé, ze pouzijeme eukleidovskou normu, p = 2, se vsak
feseni lisi. Jedna se totiz o Teseni s minimélni energii, tedy Teseni ziskané metodou
nejmensich ¢tvercii nebo Moore-Penroseovou pseudoinverzi.

Vizualizace na obrazcich az ukazuji vzdy dvé rizné mnoziny piipust-
nych fefeni Ax =y v R%: ;

xry — TOZEQ = —30, (413)
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Obr. 4.3: | Nafukujici se“ koule v norméch @) 0y, IE[) los, ) U a@) {5 a jejich dotyk
s nadrovinou urc¢enou soustavou Ax = y. Koule v normé ¢, ziistava vlastné stejna,

nebot nezavisi na velikosti nenulovych prvki.

resp.
1 — Ty = 50, (414)

pficemz je provadéna postupné /ys-, ¢1- a lo-minimalizace. Tteti soufadnice (z3)
predstavuje velikost normy vektoru [z, zs]. Cervend a modrd pifmka reprezentuji
mnoziny pripustnych feseni, pribéh prislusnych norem je pak zobrazen cCervenou
(4.13)), resp. modrou krivkou.

Obrézek [4.4Db] mimo jiné objastiuje, kdy mize ¢;-minimalizace selhat p¥i hle-
dani ridkého Teseni, modra primka pripustnych feseni je rovnobéznd s hranou
jednotkové kruznice normy ¢;. Existuje tedy nekoneéné mnoho feseni s minimalni
normou, ovsem jenom ta feseni lezici na osach souradného systému jsou ridka.

Obdobné obr. zobrazuje normu /s a stejné dvé tlohy. Nalezené feSeni nenf
nikdy fidké, proto se fy-minimalizace (kterd je vypocetné relativné velice snadnd)
nehodi pro rekonstrukei fidkych signali.

Ekvivalenci reSeni problému a se zabyva mnoho publikaci, napf. v clanku
[26] je dokézano, Ze vySe uvedend podminka na fidkost feseni zarucuje, ze ta-
kovéto feseni nalezneme ¢;-minimalizaci.

Déle budou uvedeny podminky vztahujici se na matici A a na miru ridkosti

vektoru x.
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NSP — vlastnost nulového prostoru

Koncept vlastnosti nulového prostoru (Null Space Property, NSP) se objevil nejprve

v pracech [I7, 26], nicméné tento nézev dostal az pozdéji [15].

Definice 4.3.1 [21]. Matice A € C™ spliiuje NSP 7ddu k s konstantou v € (0,1),
pokud plati

lnrlly < v llnrelly (4.15)

pro vsechny mnoziny T C {1,...,N}, |T| < k a pro vSechny vektory n € ker A.

Pokud matice A spliiuje NSP, pak pro libovolny vektor z jadra ker(A) plati, Ze
v ném bude norma koncentrovina v ,malém poc¢tu® prvkia. Oveéreni NSP vsak neni
jednoduché.

Splnéni NSP dale zajistuje, ze k-tidké Teseni je jednoznacné a je mozné jej na-
16zt ¢1-minimalizaci [I7, 26]. Chyba nalezeného feSeni je (i v ostatnich pfipadech)

omezena shora:

Tvrzeni 4.3.2 [21]. Necht matice A € C™¥ spliiuje NSP tddu k s konstantou
v € (0,1). Necht x € CV, y = Ax a x* € CV je reseni {1-minimalizace. Potom

2(1+7)

_ x* <
=l < S

o(x)1. (4.16)
Pokud pri splnéni predpokladii tvrzeni existuje néjaké nejvyse k-tidké teseni
soustavy y = Ax, pak oi(x); = 0. Pak ||x — x*||; = 0 a tedy x = x*, coZ znamena,
ze toto tidké Teseni nalezneme i ¢1-optimalizaci.
Zéaroven také plati, ze pokud je mozné ze soustavy Ax = y rekonstruovat vsechny
k-tidké vektory x pomoci ¢i-minimalizace, pak splnuje matice A NSP tadu k s né-
jakou konstantou y € (0, 1) [I5]. NSP je tak ekvivalentni fidké ¢;-rekonstrukei [21].

RIP — vlastnost zeslabené isometrie

Viastnost zeslabené isometrie (Restricted Isometry Property, RIP) nabizi vipocetné
prijatelnéjsi alternativu k NSP, ktera je navic stabilni i pod vlivem Sumu. RIP se

poprvé objevila v ¢lanku [T1].

Definice 4.3.3 [21]. Konstanta omezené isometrie 6, matice A € C™ je nejmensi

cislo takové, Ze plati

2
|Az],

(1 _5k:) < 2
||Z||2

< (1+ %) (4.17)

pro vsechny vektory z € XY . Matice A splriuje RIP tddu k s konstantou &y, pokud
dx € (0,1).
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[sometrie znamena, ze linearni zobrazeni zachovava délku vektort, je tedy uni-
tarni. Zeslabeni (restrikce) v pripadé je dvoji: omezeni pouze na vSechny pod-
matice A o k sloupcich a upusténi od presné isometrie (je povolena mald odchylka
dr, — vSechny takové podmatice museji byt tedy priblizné ortogonélni).

Do definice RIP je nutné zahrnout vsechny podmatice o maximalné £ sloupcich,
protoze obecné dopredu neni znamo, které prvky vektoru x budou nenulové a tedy
které sloupce matice A budou mit podil na signdlu y. Proto je nutné zajistit, aby se
libovolné kombinace nejvyse k sloupcti co nejvice blizila ortonormalnimu systému.

Vypocet RIP je mozné (oproti NSP) provést primo [21]:

o = max HA;AT - IH2A2 , (4.18)

TC{l,...N},|T|<k

kde norma matice [|-||,_,, je dana:

_ ”BXHz
HBH2—>2 - m,?x ||XH2 '

(4.19)

Podobné jako v pripadé NSP, i pomoci RIP lze urc¢it chybu aproximace ¢; mini-
malizaci. Dokonce 1ze nalézt vztah mezi RIP a NSP.

Tvrzeni 4.3.4 [21]. Necht A € C™ spliiuje RIP tidu K = k + h s konstantou
0k € (0,1). Pak A spliiuje NSP radu k s konstantou

1+ 0k
. , 4.9
v A (4.20)

Volbou h = 2k se ukazuje, ze RIP s konstantou 3 zarucuje splnéni NSP tadu
k s konstantou vy = ?./}fgg’;, tudiz 3 < 1/3 zarucuje v < 1. Dle tvrzeni 4.3.2

je potom pro vSechny k-tidké vektory zaruc¢ena bezchybné rekonstrukce pomoci ¢;-

technik. Nésledujici tvrzeni uvadéji podminky ohranic¢ujici shora odchylku feseni:
Tvrzeni 4.3.5 [21]. Necht A € C™N spliiuje RIP fddu 3k s konstantou 0z < 3.
Prox € CN, nechty = Ax a x* € CV je reseni {1-minimalizace. Pak

or(X)1
Jh

kde C' je konstanta (kterou zde neuvddime) zdvisejici pouze na dsy.

Ix - x*[l, < € (4.21)

Jiny odhad uvadi [12):

Tvrzeni 4.3.6. Necht A splnuje RIP rddu 2k s konstantou dgp < V2 —1~0,4142.
Pak

=, < o"’“fgl (4.22)
a
[x = x"[|; < Cow(x): (4.23)

pro néjakou konstantu C.
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V redlnych tlohach musime vzdy pocitat s pritomnosti néjakého typu Sumu,

nasledujici tvrzeni uvadi vlastnosti feseni pri uvazovani Sumu:

Tvrzeni 4.3.7 [21]. Predpoklddejme, Ze matice A € C™ wyhovuje RIP vddu 2k
s konstantou

5 ~ 0,4627. (4.24)

2
< ————F—
3+4/7/4
Ndsledujici plati pro vsechna x € CN. Necht méreni jsou zatiZend Sumem:y =

Ax + e, |e|, <€ x* je resenim tilohy
min [zll, vzhledem k  |Az—y], <e. (4.25)

Potom
or(x)1

Vk

pro kladné konstanty Cy, Cy zdvisejici pouze na dop.

[x —x"[l, < C + Cye (4.26)

Celkova chyba je tedy rozdélena na ¢ast, jez zavisi na ridkosti, a ¢ast podminénou

energii ruseni. V piipadé do, = 1/4 jsou tyto konstanty C; < 5,5 a Cy < 6 [12].

4.3.2 Matice vyhovujici RIP

Predchozi ¢asti se zabyvaly pozadavky, které jsou kladeny na matici A, aby byla
zarucena tidka tesitelnost ulohy. Priklady matic, které vyhovuji RIP, jsou uvedeny
v této sekci.

Velké tGsili je vénovano zkonstruovani deterministickych matic, které by splnovaly
RIP s predem definovanymi parametry. Tato snaha je zatim pomérné netspésna,
zatimco lze najit matice, které vznikaji za prispéni nahody a splnuji RIP s vysokou
pravdépodobnosti. Lze ukazat, Zze matice splnujici RIP jsou velmi pravdépodobné

naprt. ty, které vzniknou nahodnym vybranim m radki,
m>C-k-In(N/k), (4.27)

z téchto N x N matic [12], kde C' je opét vhodna konstanta:
o Gaussovské matice — prvky matice jsou nezavislé hodnoty z normalniho roz-
déleni se stiedni hodnotou 0 a rozptylem 1/m. Tyto matice splnuji RIP fadu
k s konstantou & s pravdépodobnosti 1 — 9, pokud m > ¢ - §2(kIn(N/k) +
In(1/49)).
o Bernoulliovské matice — kazdy prvek matice je ndhodnou veli¢inou nabyva-
jici +£1/4/m se stejnou pravdépodobnosti (alternativni rozdéleni). Vlastnosti

téchto matic jsou velmi podobné vlastnostem gaussovskych matic.

61



Lze ukéazat, ze RIP spliuji i matice vzniklé vybérem radkia z matic, jez vznikaji
souc¢inem dvou ortogonalnich matic [I2], nebo z ndhodnych cirkulantnich matic [45].
Velkou vyhodou matic Gaussova a Bernoulliho typu je, Ze jejich rekonstrukéni

schopnosti jsou invariantni viéi unitarni transformaci [21].

V4

4.4 Algoritmy pro hledani ridkych reseni

Existuji dva zdkladni pristupy pro nalezeni ridkych feseni. Aktudlni rychly vzestup
poc¢tu novych algoritmii vSak ukazuje, Ze toto déleni je ptilis hrubé. Jak uz bylo
reCeno vyse, neexistuje metoda, ktera by vzdy nasla pfesné feseni v polynomidlnim
case, vsechny metody jsou proto aproximativni.

Srovnani vypocetni narocnosti a presnosti reseni jednotlivych algoritmt je mozné
najit napft. v [28, 411 [42].

4.4.1 Relaxacni algoritmy

Jak uz vyplyva z ndzvu, relaxacni algoritmy jsou zaloZeny na ¢;-relaxaci (viz sekci
[1.3). Tyto algoritmy spoléhaji na to, ze se za ur¢itych podminek najdou feseni presné
nebo alespon relativné blizké presnému reseni.

Jedna z moznych variant je ,vyhladit® fy-normu a nahradit ji spojitou funkci.
Nejcastéji jde o nahrazeni ¢p-normy jinou kvazinormou ¢,, kde p > 0. Pro p > 1 je

takto pozménéna tloha navic fesitelna konvexni optimalizaci.

Basis Pursuit

Algoritmus Basis Pursuit (BP), zvefejnény v roce 1995 [13], nahrazuje £y-normu
normou /¢, a fesi tedy problém (P19]). Lze ukazat, Ze tento problém je ekvivalentni

s problémem linedrniho programovani:

min 17X vzhledem k Ax =y, x>0, (4.28)

kde A = [A —A], X = (x} xT] (x4 resp. x_ znadf kladné resp. zdporné koeficienty
vektoru x, ostatni koeficienty jsou vynulovany). K feSeni tohoto problému existuje

mnoho algoritmi (simplexovd metoda, Blandova metoda, Dantzigova metoda) [54].

IRLS

Dalsi z rady relaxacnich algoritmi je algoritmus Iterative Reweighted Least-Squares
(IRLS) [25]. Tato metoda byva také ¢asto nazyvana jako FOCUSS (FOcal Underde-
termined System Solver). Vyuziva reprezentaci £, normy (pro fixni p € (0,1]) jako

vazenou £ normu. Jak uz z nazvu vyplyva, jedna se o iterac¢ni metodu.

62



Pred prvnim krokem je nejprve inicializovana vychozi aproximace jako x = 1
a zakladni vahovaci matice X = I, kde I je jednotkova matice. Poté je v kazdé
iteraci feSen linedrn{ systém x = X2AT (AXQAT)+ y a to bud pifimo nebo pomoci
néjaké pomocné metody. Druhy a posledni krok v tomto cyklu je aktualizace vaho-
vaci matice X: X(j,7) = |x(j)|*7?/2. Tento itera¢ni proces je zastaven po dosazeni
podminky stanovené pred zacatkem samotného procesu. Pravidlo pro zastaveni al-
goritmu je u IRLS nejcastéji rozdil mezi vektorem x v souc¢asném a predeslém kroku

v {9 normé.

4.4.2 Zravé algoritmy

Zravé (greedy) algoritmy jsou iteraéni algoritmy hledajici ¥idka feseni. Tyto algo-
ritmy maji dva zakladni kroky: zravou selekei (greedy selection) a Zravou aktualizaci
(greedy update) [53].

V prvnim kroku, zravé selekci, se vzdy zvoli atom (nebo skupina atomi), ktery
nejlépe aproximuje signal v dané iteraci. V tomto kroku predpokladame, ze optimélni
lokalni vybér povede ke globalné optimalnimu reseni.

Ve druhé fazi iteracniho procesu, zravé aktualizaci, je vybrany atom doplnén do
aktualni aproximace celého signéalu a je spocitana nova aproximace signalu, tentokrat
i s nové pridanym atomem.

Po kazdé iteraci se algoritmus musi rozhodnout, zda ptejde k dalsi iteraci. Je
tedy nutné nastavit ukoncujici podminku. Nejcastéji se jako ukoncujici podminka
pouziva pocet iteraci nebo chyba fidké aproximace. Ve druhém pripadé se proces

zastavi, kdyz bude chyba ||[Ax — y||2 mensi nez nastaveny prah.

Matching Pursuit

Matching Pursuit (MP) je jeden z prvnich algoritmi, které byly pouzity k hledani
ridkych feseni. Poprvé tento algoritmus pouzili Mallat a Zhang v roce 1993 [36]. Me-
toda vzdy konverguje k feseni, i kdyz casto velice pomalu. Pfed samotnym spusténim
tohoto iteracniho algoritmu je nutné nejprve urcit vychozi podminky. Prepokladame,
ze vektor feseni x = 0, reziduum r = y a vychozi nosi¢ S = supp(x) = {}.

V prvnim kroku algoritmu je pak vzdy vybran atom, ktery nejlépe koreluje s ak-
tudlnim reziduem. Tuto ¢ast je mozné formulovat jako hledani maxima vektoru
z = |ATr|. Nésledné je oznacena pozice atomu ve slovniku jako 2. (tento index
oznacuje sloupec ve slovniku).

Ve druhé fazi tohoto algoritmu je aktualizovan vektor feseni x na pozici 2pax
jako X(zmax) = X(Zmax) + AZTer. Index zpax je pridén do nosice S a reziduu je

aktualizovano: r =r— A Aszaxr. Tyto kroky jsou opakovany, dokud neni splnéna

Zmax

ukoncujici podminka.
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Algoritmus MP maé viak své velké limity. Cim méné je slovnik ortogonalni, tim
mensi je sance presné rekonstrukce signalu. Pokud tento algoritmus vybere z néja-
kych divodu v prvni fazi Spatny atom, nelze jiz tuto chybu opravit v nasledujicich
iteracich. Navic existuji slovniky a signdly, které MP neumoznuje optimalné tidce

reprezentovat.

Orthogonal Matching Pursuit

Orthogonal Matching Pursuit (OMP) [40] je specidlni varianta MP, kterda navic
provadi ortogonalizaci rezidua v kazdé iteraci. Pti zravé aktualizaci je poc¢itan odhad
ridkého TeSeni x jako minimum z [[Ax — y||2 vzhledem k nosi¢i S. Poté je spocteno
reziduum r = y — Ax a testovana ukoncujici podminka.

Pri implementaci je mozné pouzit optimalizovany postup. Prvky v nosici S jsou

nejprve sefazeny, poté je spocteno reziduum jakor =y — A, AT y. Po splnéni

Zmax
ukoncujici podminky je vypocteno Fidké Teseni x jako xss = Adqy, kde xgg znaci
prvky z vektoru x ve shodé s nosicem S. Matice Agg pak oznacuje sloupce slovniku
ve shodé s nosicem S.

OMP je v dnesni dobé asi nejpouzivanéjsim algoritmem pro hledani tidkych
reseni u obecnych signalu s predem nedefinovanymi specifickymi vlastnostmi. Je

pouzivan zejména pro rychlost konvergence a vypocetni nenarocnost.

Thresholding algoritmus

Thresholding algoritmus nepatii do rodiny MP algoritmi. Je o mnoho jednodussi
nez predeslé algoritmy. Zakladni myslenkou tohoto algoritmu je vybrat n nejvétsich
vnitinich soucint jako predpokladany nosic.

Nejprve je spocten vektor a = ATy a prvky vektoru jsou sefazeny sestupné.
Poté je v kazdé iteraci pridan dalsi prvek z a do nosic¢e S. V kazdé iteraci je spocten
vektor f{dkého Fefeni x = Afy a reziduum r = y — A;x;. Po tomto pfepoctu je
kontrolovana ukoncujici podminka.

V jednoduchych ptipadech i tento algoritmus mize davat optimalni ridké reseni.

A* Orthogonal Matching Pursuit

A* Orthogonal Matching Pursuit (A*OMP) je ¢dstecné zravy algoritmus, ktery po-
uziva best-first search algoritmu A* Search, ktery je zndmy z teorie informace [32].
A*OMP hled4 feseni v nékolika cestach ve stromu, kde jednotlivé cesty jsou ohod-
noceny a oznaceny v zavislosti na ohodnocovaci funkci. Samotna cesta je pocitana
pomoci OMP.

A* Search algoritmus iteracné vybird nejvice perspektivni cestu ve stromu a

rozsifuje cestu pridanim novych uzlia. Uzly v tomto pripadé reprezentuji jednotlivé
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atomy. Pti pozadavku na k-tidké feseni je hleddna optimalni cesta s k uzly. A*OMP
pocita vice stromi paralelné. Nejvétsi problém algoritmu spociva v inicializaci, je
tfeba urcit, kolik atomt bude pouzito jako vrchol stromu, tzn. kolik stromii se bude
pocitat. Obvykle je volen pocet stromt mensi nez k. Dalsi otdzkou je, jakym zpi-
sobem jsou pridavany uzly (atomy) do jednotlivych stromu. V idedlnim piipadé by
bylo pod kofen stromu ptridano N — 1 uzld, coz by ovsem bylo velice neefektivni.
Existuje nékolik zpusobu, které tento problém fesi, v A*OMP je pouzit OMP algo-
ritmus. Cely problém ocenovani jednotlivych cest je velice komplikovany a ¢astecné
je popsany v [32].

A*OMP je novy perspektivni algoritmus pro vypocet fidkého TeSeni zejména
v pripadech, kde je pouzivano uniformni nebo normalni rozlozeni nenulovych koefi-

cient.

4.4.3 Hybridni algoritmy

Hybridni algoritmy spojuji vlastnosti relaxa¢nich a zravych algoritmi. Radi se do
nich i specidlni algoritmy pro rizné aplikace, jako je napf. CoSaMP (Compressive
Sampling Matching Pursuit) [39]. Dalsi kategorii algoritmi, kterou muzeme zaradit

do této skupiny, je skupina algoritmu tzv. Iterative-Shrinkage [19].

4.5 Komprimované snimani

Obvykly zptisob sniméni a komprese dat je zalozena na sbéru kompletnich dat,
provedeni vhodné transformace nad témito daty a vyhodnocenim ziskanych koefi-
cienti vét$inu z nich nevyuzit (,vyhodit“), protoze z néjakého divodu nesou mélo
informace. Napriklad pti pouziti kompresniho formatu JPEG jsou nejprve ziskany
vSechny pixely fotografie (feknéme 10 miliont1), nasledné je provedena dvojrozmérna
diskrétni kosinova transformace — DCT — a vzniklé koeficienty jsou kvantovany. Po-
nechani pouze k koeficient (nejéastéji téch nejvétsich) a zakédovani pouze jejich po-
zice/indexu a velikosti pak odpovida adaptivnimu ptistupu k signdlu, ktery souvisi
s chybou nejlepsi aproximace . Tento pristup je u béznych signalu (fotografie)
funkéni proto, Ze je mozné nalézt takovou reprezentaci (zde DCT), ve které je signdl
ridky nebo priblizné ridky.

Komprimované snimdni (compressed sensing, compressive sampling, CS) tento
princip opousti a prichdzi s jinou strategii. Za predpokladu, ze je signdl (priblizné)
ridky v néjaké vhodné reprezentaci, je signal rovnou sniman linedrné a neadaptivné.
Pocet ziskanych vzorki je pak nizsi nez pocet vzorku signalu, je mozné provést pouze

takovy pocet méreni, ktery je potieba k rekonstrukei.
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Predpokladem tedy je, Ze je signal fidky v néjakém slovniku, nejcastéji v néjaké
ortonormalni bazi ¥. Signal z mé tedy vyjadreni z = ¥x, kde x je k-tidky. Cilem je
provést ,,maly pocet® neadaptivnich méreni, které budou mit charakter skaldrnich
soucint se signalem: y = Pz = PW¥x. Matice P rozméru m x N je pak nazyvana
meérici (snimaci) matice a jednotlivé slozky vektoru y o délce m <« N jsou zméfené
hodnoty, které vznikaji jako linearni kombinace vzorki signalu.

Vv

technikami ¢;-minimalizace probiha nasledovné:

x' := argmin ||x||, vzhledem k y =PW¥x, (P1U)

signal z je pak jednoduSe ziskan jako z = Px!.

V literatufe lze najit, ze vhodné meérici matice P se uvazuji ve tvaru P = R®.
Zde ® je matice o rozmérech N x N a R je matice, ktera vznikne z jednotkové
matice N X N ponechanim pouze m nahodné vybranych radka. Funguje tedy jako
nahodny vybér radki z ® s rovnomérnym rozdélenim pravdépodobnosti. Priklad
matice R je na obr. ilustrace celkové situace pak na obr. [1.6

Roli matice A z hraje nyni matice A := R®W. Otazkou opét je, jak zvolit
® a m, aby A umoznovala rekonstrukci signalu ¢;-technikami. Odpovéd na tuto
otazku davad mimo jiné vzdjemnd koherence p. Ve specialnim ptipadé, kdy je matice
slozena ze dvou ortonormdlnich baz{ ® a ¥, tedy [®, ¥], pro vzadjemnou koherenci

plati
(@, 9)) = max |4/ (4.29)

1<i,j<N
a hodnota (4.29) se pohybuje mezi — a 1. Pfesna rekonstrukce z m méfeni je
VN
zarucena pri splnéni nasledujicich pozadavkii:

Tvrzeni 4.5.1 ([12, 8], Theorem 1). Necht je din signdl z, ktery md v ¥ k-ridkou
reprezentaci x. Pak resent (1-minimalizace (P1U)|), kde y jsou méreni, je soucasné

Obr. 4.5: Priklad matice R, kterd vznikla z jednotkové matice N x N ndhodnym

ponechanim pouze m fadku (zde N = 32, m = 16).
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Obr. 4.6: Ilustrace situace pti komprimovaném snimani: naméreny vektor y je roven
soucinu mérici matice P = R®, unitarni matice ¥ a ridkého vektoru x. Do procesu
snimani vstupuje vektor z, ktery je pozorovatelny a neni sam tidky, ale je ridky
v néjaké bazi ¥, zde v ortonormalni bazi zpétné DCT.

s vysokou pravdepodobnosti nejridsi mozné, pokud je zvoleno
m>C-p*([®,9])-k-N-InN, (4.30)
pro néjakou kladnou konstantu C.

Z nerovnice (4.30) a jeji ilustrace na obr. plyne, Ze pocet potfebnych méreni
zavisi na Tidkosti signalu pouze linedrné. Koherence mezi ortobazemi ® a ¥ kva-

draticky ovliviiuje nutny pocet méteni, coz vysvétluje snahu hledat takové dvojice,

m—C-p?([®¥])- k- N-In(N)
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Obr. 4.7: Vizualizace nerovnice (#.30) pro N = 300, C =1 a u([®, ¥]) = 1/V/N =
0,058. Zménou konstanty C' dojde k posunuti a zméné sklonu nulové vrstevnice.
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jejichz koherence je miniméalni. Je napriklad zndmo, ze minimalni koherence 1/ VN
dosahuje dvojice [I, F] — v takovém piipadé dle pocet méreni musi byt Fadove
pouze k-In N. Naopak, s rostouci koherenci prestava byt méreni dle podminky
vyhodné, v ur¢itém momentu pak prestava mit zcela smysl, nebof pocet méreni m
preroste pocet vzorku signalu V.

V aplikacich pro rychlé snimani zdznamu z magnetické rezonance (MRI) je z fy-
zikalni podstaty problému ® = F a ¥ = I nebo ¥ = W. Jsou tedy méreny ndhodné
vybrané spektralni koeficienty signalu, ktery je ridky budto pfimo v prostorové ob-
lasti nebo ve waveletové oblasti [12] 8] [34].

Podminky, za kterych dojde ke korektni rekontrukei signalu pomoci ¢;-technik,
je mozné stanovit i na zakladé vlastnosti zeslabené isometrie — RIP. Pti uvazovani
matic P = R®, kde ® jsou gaussovského a bernoulliovského typu, vime, ze takové
matice P s vysokou pravdépodobnosti splnuji RIP, pokud m > C'-k-In(N/k). Gaus-
sovské a bernoulliovské matice maji dilezitou vlastnost — invarianci vici unitarni
transformaci (viz sekci [21], coz znamen4, Ze pokud P vyhovuje RIP, pak pro
PW plati totéz a tedy cela A vyhovuje RIP. Uvedené matice jsou tedy ,univerzalni“,
nebot nezaviseji na ortonormalni bazi, ve které je signdl ridky. Je také zajimavé, ze
matice W viitbec nemusi byt znama pii snimani, nybrz pouze pti rekonstrukei.

V pripadé dvou (deterministickych) ortonormalnich bazi ® a ¥ plati dle [12, 46],
Ze pro uspésnou rekonstrukci je potieba m > C - k- (In N)* méfeni. Piepoklada se
(zatim nebylo dokézano), ze plati mnohem slabsi podminka bez mocniny v uvedené

nerovnosti.
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5 REPREZENTACE SIGNALU S NiZKOU HOD-
NOSTI

Odlisnym pristupem k rekonstrukei signalti obsahujicich omezené mnozstvi infor-
mace je aproximace s nizkou hodnosti. Nékteré redlné signély, pokud je vhodné
reprezentujeme matici, lze rozlozit na velmi maly pocet komponent, které je dobre
aproximuji. Tato problematika tzce souvisi s tzv. analyzou hlavnich komponent.
Aplikace pak lze hledat vSude tam, kde je signal mnohodimenzionalni a reduntantni,

napt. v hyperspektralnim zobrazovdni.

5.1 Analyza hlavnich komponent

Analyza hlavnich komponent (Principle Component Analysis, PCA) je vicerozmérné
statistickd metoda, kterd umoznuje identifikovat hlavni komponenty néjakého sou-
boru dat (vice realizaci néjaké nahodné vicerozmérné velic¢iny). Tyto hlavni kom-
ponenty reprezentuji ,smeéry“, ve kterych je v datech nejvyssi variabilita, vSechny
komponenty jsou navzajem ortogonalni. Vysledkem PCA je transformacni matice,
pomoci které je mozné data transformovat do jiného souradného systému, ve kterém
jsou dekorelovana. Zachovanim pouze nékolika koeficientt prislusejicich nejvyznam-
néjsim hlavnim komponentam dochéazi k vyznamnému snizeni dimenzionality dat
pri nizké ztraté informace, a tedy signal je velmi pfesné aproximovan.

Vypocet hlavnich komponent lze provést vice riuznymi zplsoby, pro nazornost
je vsak vhodné uvést vypocet pomoci kovariancni metody. Ta zahrnuje néasledujici
kroky [1]:

1. Usporadani vstupnich dat do matice X = [x1,Xa,...,Xy], kde N pocet reali-
zaci vstupnich dat a x; € CM jsou jednotlivé realizace o dimenzi M usporadané
ve sloupcich.

2. Odetteni stiedni hodnoty — X = X — %u, kde X[i] = + XM, x;[i] a ufi] = 1
proi € {1,2,...,N}.

3. Spocteni kovarianéni matice C = ﬁii*, C € CM*M|

4. Nalezeni vlastnich vektort kovarianéni matice C a tedy rozlozeni C = QAQ ™1,
kde Q € CM*M obsahuje vlastni vektory q; uspofadané ve sloupcich a diago-
nalni matice A € CM**M obsahuje na své diagonale vlastni ¢isla matice C.

5. Usporadani vlastnich vektorti podle velikosti vlastnich ¢isel sestupné.

6. Vybér podmnoziny vlastnich vektori jako bazovych vektort (napr. podle ku-

).

Vypocet PCA lze také (a efektivngji) provést pomoci rozkladu na singularni ¢isla

mulativni energie jednotlivych vlastnich vektortt gli] = 35—, [A;;

(Singular Value Decomposition, SVD) [1]. Vstupni data X jsou (po odectent st¥edni
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Obr. 5.1: Priklad pouziti PCA na obrazky obliceju.

hodnoty) rozlozena na X = UXV* kde U € CM*M je unitdrni, & € CM*N je
obdélnikova diagondlni a V* € CNV*¥ je také unitdrni. Hodnoty lezici na diagonale
matice ¥ jsou nazyvany singularni ¢isla, sloupce matice U resp. matice V jsou pak
levé resp. pravé singularni vektory. SVD tedy tzce souvisi s rozkladem na vlastni
¢isla a vektory, konkrétné levé singuldrni vektory matice X jsou vlastni vektory
matice XX* (tedy kovariancni matice C az na zménu méfitka) a pravé singularni
vektory jsou vlastnimi vektory matice X*X. Nenulové singularni ¢isla matice X pak
odpovidaji odmocniné vlastnich ¢isel matice XX* nebo X*X. Pii vypoctu PCA tedy
neni nutné pocitat (¢asto velmi rozmérnou) kovarianéni matici C a vypocet je tak
efektivnéjsi.

Priklad pouziti PCA je demonstrovan na sadé obrazku obsahujicich obli¢eje [6],
stfedn{ hodnotu a prvnich 14 hlavnich komponent je mozné vidét na obr. 5.1 Re-
konstrukce vybraného obli¢eje pomoci rizného poctu hlavnich komponent je pak
vidét na obr. 5.2

10 PC 20 PC 30 PC 40 PC 50 PC
k‘ﬂ m
| t d
60 PC 70 PC 80 PC 90 PC 100 PC
110 PC 120 PC 130 PC 140 PC original

Obr. 5.2: Rekonstrukce obli¢eje pomoci nékolika hlavnich komponent.




5.2 Aproximace s nizkou hodnosti

Matice, jejichz vlastni (singuldrni) ¢isla maji vyraznou klesajici tendenci a vétSina
energie je soustfedéna v nékolika hlavnich komponentach, lze velmi presné apro-
ximovat maticemi s nizkou hodnosti. Matici M € CN*¥ s hodnosti r < N lze
reprezentovat N? ¢isly, avSak pocet stupiiii volnosti je pouze (2N — r)r [7]. Ana-
logicky k tidké reprezentaci signalii se tedy nabizi otazka, zda lze takovou matici
rekonstruovat z mensiho po¢tu prvki nez N2. Oproti iidké reprezentaci signalt, kde
byly nalezeny podminky, za kterych je mozné vZdy nalézt dokonalou rekonstrukei,
v pripadé rekonstrukce matice s nizkou hodnosti pri znalosti pouze nékterych jejich
prvkil je mozné pouze stanovit pravdépodobnost, s jakou bude nalezena puvodni
maticelT]

Problém rekontrukce lze formalné popsat nasledovné: Matice M € CM*V je
vzorkovana pouze na pozicich patricich do mnoziny €2 ((7,7) € €, pokud je prvek
M, ; vzorkovan). Kardinalita mnoziny €2 je m = |§2|, prvky patfici do této mnoziny
rovnomérné pokryvaji celou matici M. Pak rekonstrukci matice M ziskdme feSenim

problému:
m}én rank(X) vzhledemk X;;=A;; (i,5) €, (PLR)

kde rank(X) je hodnost matice X [7]. Analogicky k fidké reprezentaci signalt, i tento
problém je NP-tézky, je tedy nutné jej resit heuristicky:

m}én |X]|, vzhledemk X;;=A;; (i,7) €, (PN)

kde | X||, = Si |ox(X)| je nuklearni norma matice X, tedy soucet absolutnich
hodnot singuldrnich ¢isel této matice [7]. Problémy a jsou v podobném
vztahu jako problémy a v oblasti ridké reprezentace signall, predevsim
nuklearni norma je konvexni funkce a lze tedy pouzit techniky konvexni optimali-
zace pro Teseni problému . Podminky, za kterych bude rekonstrukce s vysokou

pravdépodobnosti uspésné, uvadi clanek [7].

5.3 Hyperspektralni zobrazovani

Hyperspektralni zobrazovani (Hyperspectal Imaging, HSI) oproti klasickému pofi-
zovani snimku (t¥i barevné kanély) shromazduje data z mnoha pasem frekvenéniho
spektra ve viditelné oblasti i mimo ni. Uplatnéni lze nalézt v mnoha oborech lidské
¢innosti, napt. geologii, astronomii nebo také v armadé. Data ziskana hyperspekt-

ralnim zobrazovanim jsou mnohadimenzionalni a obvykle vysoce redundantni a tedy

!Napi. kdyz matice M € CN*¥ obsahuje jediny nenulovy prvek, pii vybéru poctu prvki

n < N2 budou s pravdépodobnosti p = ¥ ;;" vybrané prvky samé nuly a rekonstrukce puvodni

matice M bude zfejmé nemozn4.
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velmi dobfe komprimovatelna. Tato data lze interpretovat nékolika zptisoby, bud je
mozné sledovat obraz ve vybraném spektralnim pasmu, nebo lze na data pohlizet
tak, ze kazdy pixel obrazu nese misto obvyklé informace o jasu celé spektrum, tedy
informaci o slozeni materialu snimaného v daném misté obrazu.

Uvézime-li, ze snimany obraz obvykle obsahuje souvislé plochy slozené ze stej-
ného materialu, lze predpokladat, ze bude mozné obraz aproximovat pomoci jen
nékolika hlavnich komponent. Tyto hlavni komponenty pak budou odpovidat spek-
tram jednotlivych materidlt pritomnych na snimku. Za téchto predpokladu si tedy
muzeme dovolit poridit vyrazné méné vzork hyperspektralniho obrazu a rekon-
strukce dosdhneme pomoci aproximace s nizkou hodnosti.

Matematicky lze tento problém popsat nasledovné: Obrazy X; € RF*¢ o rozmé-
rech R x C'px v jednotlivych spektralnich pasmech i € {1,2,..., N} reorganizujeme

do sloupcti matice X € RFCIXN - Analogicky k problematice ¥idké reprezentace, ob-

raz nebudeme pofizovat piimo, ale pomoci méFici matice A € R™<(FCN) ye tvaru:
A, 0 ... O
0 A, ... O
=1 . . . s (5.1)
0 0 ... Ay
kde A; € Rm*(RCO) j ¢ {1,2,..., N} je méfici matice pouzita v spektralnim pasmu i

am =m-N je celkovy pocet zmérenych vzorku. Mérici matice pro jednotlivé kanaly
mohou byt shodné [50], lepsich vysledki vSak lze dosdhnout pouzitim nezavislych
meéricich matic pro kazdy kanal. Vlastnosti matic A; jsou podobné jako pri ridké
reprezentaci, dobrych vysledki 1ze doséhnout pouzitim ndhodnych matic [22].
Méfenim pomoci matice A ziskdme vektor y € R™ = A - vec(X), kde vec(X)
znamend sefazeni radkit matice X postupné pod sebe do sloupcového vektoru. Re-

konstrukce obrazu X pak znamena resit nasledujici problém:
min |X|l, vzhledem k |y — A -vec(X)|, <, (5.2)

kde € je povolena odchylka feseni v /o-normé. Hyperspektralni obrazy se vsak kromé
nizké hodnosti vyznacuji i fidkosti ve waveletové transformaci, snimky v jednotlivych
pasmech jsou totiz hladké. Proto je mozné optimalizaéni problém ((5.2)) rozsitit o dalsi

¢len minimalizujici fidkost waveletovych koeficientu:
min || @[, + A[|@[l,, vzhledemk |y — A-vec(W'®)|, <, (5.3)

kde W € RECIXEC) jo matice zvolené 2D waveletové transformace, ® = WX
obsahuje waveletové koeficienty obrazu, A je tzv. regulariza¢ni parametr a H<I>||L2 =

SEC| @l je smisend £, p-norma (soudet fy-norem fadki matice @) [22]. Vyznam
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{1 o-normy je v tomto pifpadé nasledujici: Kazdy fadek matice @ obsahuje spektrum
jednoho obrazového bodu (ve waveletové transformaci), jeho f>-norma pak predsta-
vuje celkovou energii tohoto bodu. Vzhledem k tomu, Ze tidkost hyperspektralnich
obrazu je sdruZend (joint sparsity), tedy Ze nenulové koeficienty (ve waveletové trans-
formaci) se nachazeji ve vsech pasmech priblizné na stejnych mistech, lze tuto ridkost
vyzadovat sdruzené pro vSechna spektralni pasma pomoci ¢;-normy energii pixelt a
neni treba uvazovat ridkost v kazdém pasmu samostatneé.

Druhou moznosti, jak vynutit po ¢astech hladky obraz (a tedy ridky ve wavele-
tové transformaci) je vyuzit minimalizace totélni variace (total variation minimizati-
on/denoising, TVDN). Tento pfistup je pomérné ¢asto pouzivan, protoze dosahuje
lepsich vysledki ve srovnani s pristupem zalozenym na waveletové transformaci [22].

Totalni variace dvojrozmérného obrazu je definovana jako

R C
X lly = 222 1Vl (5.4)

kde VX je gradient obrazu X;. Odpovidajici optimaliza¢ni problém pak bude:

N

min I1X]|, + )\jz:l 1X;llpy  vzhledem k [y — A - vec(X)||, < e, (5.5)

misto ¢, o-normy je tedy pouzit soucet T'V-norem obrazii v jednotlivych spektralnich
pasmech [23].

Vsechny uvedené optimalizacni problémy jsou konvexni, 1ze je fesit napt. algorit-

mem PPXA (Parallel Proximal Algorithm) [16], jehoz vyhodou je moznost paralelni

implementace. Diky témto technikdm je mozné v pripadé hyperspektralniho zobra-

zovani usetrit az 97 % dat pti dosazeni velmi kvalitni rekonstrukce [22, 23].
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6 REPREZENTACE SIGNALU V NMR

Uvodni kapitoly se velmi podrobné vénovaly fenoméntim nukledrni magnetické rezo-
nance, ridké reprezentace signalii a aproximace s nizkou hodnosti. Cilem této prace je
vyuzit znalosti z téchto oblasti k navrzeni lepsich metod zpracovani signali z NMR.
Nuklearni magneticka rezonance je jednou z oblasti, kde je mozné tidké reprezen-
tace signalt s vyhodou vyuzit, a to predevsim pri lékarské diagnostice. V soucasné
dobé je problémem mnoha metod zejména dlouhd doba méfeni, pacient je nucen
zustat dlohou dobu v klidu, coz zejména u détskych pacienttt mize ¢init problémy.
Urychleni snimani mize také umoznit sledovani dynamickych déji, napt. pribéhu

¢innosti srdce v ¢ase.

6.1 Zrychleni MRI

Obrazy z magnetické rezonance vykazuji znacnou prostorovou korelaci a jsou velmi
ridké ve waveletovych béazich. Je tedy mozné vyuzit komprimovaného snimani a
omezit pocet méreni pouze na nutné minimum. Vzhledem k fyzikalni podstaté mag-
netické rezonance, zvlasté pak omezenému vykonu gradientnich poli, neni mozné
volit zcela libovolnou trajektorii v k-prostoru [35]. Jako vhodné se jevi predevsim
meTeni v radidlnich cardch ve frekvekvencni oblasti, rychlejsi metody pak pouzi-
vaji trajektorii ve tvaru spirdly (bud s rovnomérnymi rozestupy, nebo s proménnou
trajektorii je mozné vidét na obr. [6.1] experimentalné bylo ovéfeno, Ze pii jejich po-

uziti je mozné tspésné obraz rekonstruovat. Tyto trajektorie navic maji lepsi priabéh

(a) spirdlni trajektorie (b) zvlnéna spirdla

Obr. 6.1: Spiralni trajektorie v k-prostoru.
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rozptylové funked!] (PSF) [34].

Pri rekonstrukci dvourozmérného obrazu bylo nutné prevést dvourozmeérnou tilohu
na jednorozmeérnou, aby bylo mozné vyuzit standardnich algoritmt pro feseni tilohy
. Diky separabilité dvojrozmérné diskrétni Fourierovy a waveletové transformace

pak je mozné tlohu definovat jako
min|[X[lo vzhledemk R.- vec(®UXT @) =y, (P0-2D)

kde operace vec(A) znamend sefazeni sloupct matice A postupné pod sebe do sloup-
cového vektoru, a fp-norma matice X je definovana analogicky k vektorovému pii-

padu. Tento problém je ekvivalentni s jednorozmérnym pripadem:
min |[x[lo vzhledem k RQx =y, (P0-1D)

kde x = vec(X) a matice € je urcena pomoci Kroneckerova soucinu: Q = (®¥) ®
(Pw) [20].

Na obr. [6.2a] je mozné vidét tzv. Shepp-Loganiv fantom [AT], coz je uméle vy-
tvoreny obraz napodobujici fez mozkem. Snimani metodou MRI bylo simulovano
prevedenim obrazu do oblasti prostorové frekvence pomoci 2D FFT a zachovanim
pouze vzorku lezicich na 32 radidlnich carach s konstantnim thlovym rozestupem
(viz obr. . Pri této simulaci tedy doslo k podvzorkovani obrazu, radidlni c¢ary
predstavuji pouze 24,76 % vSech vzorku.

Empiricky bylo zjisténo, ze Shepp-Logantuv fantom je tidky v bazi Haarovych
wavelett (tj. Daubechies 1), nejvétsi fidkosti bylo dosazeno pro hloubku dekompozice

J=2.

Original

(a)

Obr. 6.2: @) Shepp-Logantiv fantom a @) 32 radidlnich car ve frekvencni oblasti

obsahujici nenulové koeficienty.

'Rozptylové funkce (Point Spread Function) je impulsni odezva zobrazovaciho systému. Vy-
sledny obraz je tedy dan konvoluci skuteéného obrazu s touto funkci a proto se snazime, aby se
PSF co nejvice blizila jednotkovému impulzu.
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Pri experimentu byla porovnéana tradiéni metoda filtrované zpétné projekce s me-
todou komprimovaného sniméani, kdy k vyhledani aproximace feseni byl vyuzit algo-
ritmus OMP. Vysledky experimentu jsou vidét na obr. Zatimco tradi¢ni metoda
dosédhla pouze priblizné rekonstrukce obrazu (PSNR = 19,74 dB), pomoci komprimo-
vaného sniméni se podarilo obraz obnovit presné (PSNR = 294,71 dB, coz odpovida
zaokrouhlovacim chybam pfi vypoctu). E]

Obrazky a srovnavaji vysledné rekonstrukce v Haarové transformaci.
Je patrné, ze v pripadé filtrované zpétné projekce je pocet nenulovych koeficientt
k = 16384 (coz je celkovy pocet koeficientil), zatimco pti pouziti algoritmu OMP
bylo dosazeno fidkosti & = 1873. Pfedevsim je zde vSak patrné vyraznéjsi zastoupeni

detailnich koeficientii, které se podarilo pomoci komprimovaného snimani obnovit.

Backprojection (PSNR = +19.74 dB) OMP (PSNR = +294.71 dB)

(a) (b)

Sparsity: 16384 non—zero coefficients Sparsity: 1873 non—zero coefficients

(c) (d)

Obr. 6.3: Rekonstrukce pomoci @) filtrované zpétné projekce, @) algoritmu OMP a
, @) Haarova transformace rekonstruke.

2PSNR. (Peak Signal-to-Noise Ratio) je objektivni metrika pro méfeni odlignosti dvou obrazi.
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6.2 Vyuziti v MRS a MRSI

Zpracovani dat ze spektroskopického zobrazovani vyzaduje robustni automatizovany
pristup, ktery umozni zavedeni in vivo spektroskopie do bézné klinické praxe. Jak
bylo vysvétleno v kapitole [2.1.5, spektrum v nuklearni magnetické rezonanci vznika
rezonanci jader, nejcastéji vodiku 'H. Vzajemnou magnetickou interakei jader uvnit¥
molekuly dochazi k posuvu a stépeni spektralnich car. Vysledné spektrum by pri
uvazovani idedlnich vlastnosti mérictho fetézce (a nekonecnych relaxacnich casi)
bylo velmi fidké, v redlnych podminkéch jsou spektralni ¢ary ,rozosttené®. Pokud
vsak uvazujeme spektra jednotlivych latek ve vzorku obsazenych za atomy slovniku,
lze najit velmi ridkou reprezentaci zméreného spektra.

Pokud navic pouzivame metodu spektroskopického zobrazovani, je pravdépo-
dobné, Ze spektra sousednich voxel jsou korelovana. Podobné jako v pripadé MRI,

i zde je tedy mozné pomoci komprimovaného snimani urychlit sbér dat.

6.2.1 Program jMRUI

Program jMRUI (zkratka pro Magnetic Resonance User Interface) je grafickym roz-
hranim umoznujicim analyzovat spektroskopicka data. Na jeho vyvoji, predevsim
pak na néstroji NMR Scope-B, se mimo jiné podili i Ustav p¥istrojové techniky Aka-
demie véd Ceské republiky. Funkce tohoto programu zahrnuji frekvenéni filtrovani
signalu, korekei artefaktu zpusobenych vifivymi proudy, kvantifikaci spekter (napf.
metody VARPRO, AMARES, HTLS a dalsi) a mnoho dalsich. Stézejni funkci je si-
mulator NMR zalozeny na kvantové mechanice, pomoci néjz je mozné ziskat spektra

libovolnych molekul bez nutnosti NMR méreni.

& MRUI Wizard = &

far i
far

S

= 55

1DMime Series Results MREI
By By Ry
Simulation NMR Scope NMRScope-B

=

A
Exit
Batch Setup

Obr. 6.4: Program jMRUI po spusténi zobrazi nabidku nejcastéji pouzivanych

funkei.
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IE Physics: Spin system - Sample - Instrument - Model (HAA.nsp)
Number of coupled spins 5 Position
. - x[mmi | yimm] | 2 [mmil |
Static magnetic field BO [T] 15 e I o
Huclei-chemical shifts J-couplings T1 self - and cross-relaxation rates [1/s]
Mo MNucleus | Multiplicity] Group Shifts 1 Z 3 4 5 1 2 3 4 5
1 1H 1 1 43817 0.0 3.861 9.821 0.0 5.40 1 0 0 0 0
2 1H 1 1 26727 3.861 0.0 -15.502 0.0 0.0 0 1 0 0 0
3 1H 1 1 24863 9.821 -15.692 0.0 0.0 0.0 0 0 1 0 0
4 1H 3 1 2.008 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0 0 0 1 0
5 1H 1 1 7.8205 6.40 0.0 0.0 0.0 0.0 0 0 0 0 1
Frequency T2 relaxivity of coherence orders
No | Nucide || Larmor MHz | obsofiset ()| obsoftsetipp.|  B1factor | o | 1| 2 | a2 | a4 | s |
1 [1H || 53885797 |00 o 1 | [[{T22 [ 7 T ) 2y ]
bservable(s) |Fm:1H} |v | Relaxation
Table ID Walues Dimension Integration
|| -100:10:100 0 ]
| -100:10-100 1 =
|| A=) 1:1:30 2 O
| [+ | @ | Select Distribution | Remove Distibution | Edit Distibution
New | Save | Load | Quit

Obr. 6.5: Zadavani vlastnosti molekuly v programu jMRUI.

Aplikace je napsana v jazycich Java a Python. Po spusténi je zobrazena nabidka
nejcastéji pouzivanych funkef (viz obr. [6.4)).

Pro spusténi prostiedi simulatoru staci kliknout na tlacitko ,NMR Scope-B*.
Rozhrani simuldtoru tvori nékolik oken, nejprve je nutné zvolit vlastnosti méreného
vzorku v okné ,Physics: Spin System - Sample - Instrument - Model“. Obrazek
zobrazuje toto okno s jiz nac¢tenym predpripravenym modelem matabolitu NAA.

Vlevo nahofe lze zadat parametry atomu dané molekuly (typ jadra, chemicky
posun apod.), uprostied je pak tabulka obsahujici vzajemné interakéni konstanty
mezi témito jadry. V tomto okné je také mozné zvolit indukci magnetického pole By
a relaxacni ¢asy Ty. Pokud zapiSeme hodnotu libovolného parametru ve tvaru {x},
muzeme zadat v dolni ¢asti okna rovnou cely rozsah hodnot misto jediné hodnoty.
Toho lze vyuzit pri simulacich, které pracuji s prostorovym rozlozenim spinovych sys-
tému. NMR Scope-B provadi simulace pro kazdou kombinaci hodnot samostatné a
nasledné vysledky téchto simulaci secte (pokud je zvolena vlastnost ,Integration*).
Definici {z} = —100 : 10 : 100, {y} = —100 : 10 : 100 tedy dojde k simulacim
na miizce 100 x 100mm s 10mm rozestupy. Program navic umoznuje vlozit speci-
alni skript napsany v jazyce Python, ktery specifikuje distribuci pozorované hmoty
v prostoru. Tento skript pro kazdou soutadnici [x,y, z] vraci lokdlni hustotu jader.

Po zvoleni vlastnosti méreného vzorku je nutné nastavit mérici sekvenci. To 1ze
provést v okné Ezperiment: Pulse sequence (viz obr. . Je mozné nacist predpfi-

pravené sekvence nebo vytvorit vlastni sekvenci. Tyto sekvence lze navic paramet-
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E Experiment: Pulse sequence - Protocol
File Options
Protocol {steam_voi_1pws.rgs) Pulse sequence
Parameter name value Type Channel Shape Duration MNumber Amplitude Phase Offset
Pulsegiame (2) [STEAM_VOlsel... loop 6 =
PulsegTranslato... steam_voi_1p... trick Init_M
PulseqTemplate... [steam_voi_1p... delay 1672900
PulsegStatus (0) |1 i 1H p103_fa90_ns187 [20000 60.425 0 0
[TE_us (1) 10000 delay 20000
[TM_us (1) 10000 gradient X const 8770 0
TR_us (1) 5000000 gradient v const a770 0
D1_us (1) 15000 gradient z const 8770 0
NS (1) 5192 delay 8770
SW_Hz (1) 12500 trick Mull_Mxy
Tp_us (1) 12000 gradient X const 2000 5.84781587. T
[Tw_us (1) 120000 il 1H p103_fa90_ns187 [2000 604.25 {Pp1} 0
(WS3_ontoff0 (1) [1 delay 2000
WS_Hz (1) 0 gradient ix const 4060 0
FA_deg (1) 90 gradient v const 4060 0
VOl_mm (1) 10 gradient rd const 4060 0.67696380
VOly_mm (1) 10 delay 4060
WVOlz_mm (1) 10 gradient const 2000 5.84781587...
T 1H p113_fa90_ns187 2000 604.25 Pp2} 0
& | &P delay 2000 I
- gradient i const 6940 0
Table II:‘ Values |D|men..| Inteqr... oradient ly const 5940 0
gradient z const 6940 0
delay G940
gradient const 2000 5.84781587.
i 1H p103_fa90_ns187 [2000 604.25 {Pp3} 0 ~|
Table ID Values
{Pp1} 0,180,0,180,0,180
{Pp2} 0,60,120,180,240,300
{Pp3} 0,120,240,0,120,240
) | =) Pay 0,0,0,0,0,0
Load Save Edit
Lau... Apply New | Load | Load results Save | Draw Sequence LaunchSeque...

Obr. 6.6: Popis experimentu v programu jMRUI.

rizovat a vytvaret tak generické protokoly. Na obrazku je vidét nacteny protokol

jednovoxelové sekvence STEAM, v levé ¢asti okna je pak mozné nastavit parametry

tohoto protokolu (napf. rozméry voxelu).
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Obr. 6.7: Zobrazeni mérici sekvence v programu jMRUI.
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Obr. 6.8: Vysledek simulace v programu jMRUI.

Tlacitkem Draw Sequence je mozné zobrazit prubéh mérici sekvence v novém
okné Pulse sequence (viz obr. . Kliknutim na tlac¢itko Launch Protocol je spusténa
simulace a vysledky jsou zobrazeny v novém okné Simulation results. Pti pouziti
slozitéjsich protokolti miize toto okno obsahovat vysledky vice sekvenci. Tyto jsou
poté zobrazeny v levé ¢asti okna a je mozné je zobrazovat samostatné nebo spolecné.
Pomoci néstroje Processing — Phase lze nastavit spravnou fazi signalu (obvykle

90°). V menu View lze také zvolit zobrazeni redlné, imaginarni slozky nebo absolutni
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Obr. 6.9: Spravné korigovana faze signalu v programu jMRUI.
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hodnoty spektra, dale je mozné zobrazit samotny FID. Pod polozkou Options se pak
skryva nastaveni horizontélni osy (jednotky v Hz, kHz, ppm).
Vysledek simulace se spravné nastavenou fazi je na obr. [6.9 Okno Simulation

results dale nabizi export vysledka simulace do nékolika formata, mimo jiné do
prostiredi MATLAB.

6.2.2 Navrh mérici sekvence

Simulatoru jMRUI bylo vyuzito pro ziskani atomt do slovniku pouzitého pro fidkou
reprezentaci spekter. Zakladni dostupna sekvence STEAM neumoznovala nastaveni
polohy voxelu, proto jsem navrhl vlastni sekvenci. Popis sekvence je tvoren nékolika
soubory, nejdilezitéjsim je soubor s ptiponou .psq, ktery obsahuje definici udélosti
(RF pulzy, gradienty apod.):

# TABLES

{Pp1} [TabPpil]
{Pp2} [TabPp2]
{Pp3} [TabPp3]
{Pa} [TabPal

# phase cycle of {Ppi1} {Pp2} {Pp3} {Pal}
loop [NCycles]
trick Init_M

# PREPARATION
delay [DO]

# LOCALIZATION 3D
gradient x const [Tpl] [Gxp1l]
rf 1H [Mp1] ([Tpil [Api1]l {Ppi1} [Fp1]
delay [Tp1l]
gradient x const [Dell [Gxell
gradient y const [Del] [Gyel]
gradient z const [Del] [Gzel]
delay [De1l]
gradient y const [Tp2] [Gyp2]
rf 1H [Mp2] [Tp2] [Ap2] {Pp2} [Fp2]
delay [Tp2]
gradient x const [Dm] [Gxm]
gradient y const [Dm] [Gym]
gradient z const [Dm] [Gzm]
delay [Dm]
gradient z const [Tp3] [Gzp3]
rf 1H [Mp3] [Tp3] [Ap3] {Pp3} [Fp3]
delay [Tp3]
gradient x const [De2] [Gxe2]
gradient y const [De2] [Gye2]
gradient z const [De2] [Gze2]
delay [De2]
acquire [dwelltime] [NSamples] 0 {Pa}
delay [Dal
loop_end
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Parametry téchto udélosti (Casovani, amplitudy a jiné) jsou oznaceny nazvy a je
mozné je ménit. Vzhledem ke komplikovanosti nastaveni téchto hodnot nejsou tyto
hodnoty nastavovany rucné, ale pomoci skriptu v jazyce Python, ktery na zakladé
nékolika zakladnich parametri spocita veskeré hodnoty potifebné v souboru .psq.
Napf. pro nastaveni gradientniho pole a RF pulzu pro prostorové zakédovani je

nutné provést nasledujici vypocty:

(NSamplesl, FlipAnglel, Blmax_T1, Bw_T1, Adiabaticl, Asymmetryl, errl) = <«
translate.GetPulseProperties (Mpl);
if (len(errl) > 0):

raise Exception(errl);

Gxpl = 1e6 * Bw_T1 / Tpl / VOIx_mm / gamma_MHzIT; # gradient [mT/m]
Tpl = Tp; # duration [us]
if (Tpl > 0):
Apl = 1e6*Blmax_T1 / Tpl * FA_deg / FlipAnglel; # amplitude
else:
Apl = 0; # pulse off if Tp == 0
Fpl = -ix * VOIx_mm * Gxpl * gamma_MHzIT; # freq offset [Hz]

Nejprve jsou zjistény vlastnosti RF pulzu (pocet vzorki, thel otoceni vektoru
magentizace, selektivita pulzu a dalsi), na zékladé vzorce je pak urcena veli-
kost gradientu a frekvenéni posun RF pulzu. Analogicky jsou spocteny parametry
pro dimenze y a z, dale je urceno ¢asovani pulzi a parametry korekénich gradientt.
Vyslednd sekvence pro polohu voxelu [—1,2,0] o velikosti 10 x 10 x 10 mm je vidét
na obr. [6.10} Nejprve je pomoci gradientu a RF pulzu vybréna vrstva kolmé na osu

x, nasledné y a nakonec z. Je patrné, ze RF pulz béhem gradientu G, se lis{ od RF

2
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Obr. 6.10: Vysledné sekvence STEAM pro jednovoxelovou spektroskopii.
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pulzu béhem gradientu éz, tento pulz je frekvenéné posunut (modulovan komplexni
exponencidlou) a tim je dosazeno excitace vrstvy, kterd nelezi v izocentru magnetu.
RF pulz béhem piisobeni gradientu éy je také modulovan, zaroven je vsak symet-
ricky prevracen oproti ostatnim pulztim. Po téchto trech pulzech je vybuzena pouze
oblast zvoleného voxelu (proces vybéru voxelu ilustruje obr. .

6.2.3 Kvantifikace MRS spekter pomoci ridké reprezentace

Pomoci programu jMRUI jsem postupné nasimuloval spektra nékterych metabolitii
a pomoci skriptu v prosttedi MATLAB (viz ptiloha [A)) vytvoril slovnik. Kazdy
metabolit byl simulovan s nékolika riznymi hodnotami relaxa¢niho ¢asu Ty (hodnoty
byly zaddny ve tvaru {72} = 1 : 1 : 30). Pro simulaci byla zvolena navrzena
jednovoxelova sekvence, indukce magnetického pole byla EO = 37T, sitka spektra
1500 Hz, pocet vzorkt na FID 1024. Vysledky simulaci byly exportovany do forméatu
MATLAB souboru, ktery ma nasledujici strukturu:

DIM=3;

SIZE=[1024,1,30];

DIR=[0,1,2];

TABNAMES={'time/freq', 'observables','T2'};

DIM_VALUES={{0:0.001:1.024},{'Fm(1H)'},{1.0,2.0,3.0,4.0,5.0,...}};

PARNAMES={'time/freq', 'observables',{'T2Relaxivity_Hz_0_0"', '+
T2Relaxivity_Hz_O_1','T2Relaxivity_Hz_0_2'}};

LARMOR_Hz={1.27731594E8};

REF_Hz={-447.060579};

NUCLEUS={'1H'};

DATA=[

-0.005699708220949562 14.704203743913231

0.9138091204053262 14.27649335967909

1.7546465192091638 13.026889182982153

2.4449372940373326 11.029662082013708

2.924344020498131 8.402698493653944

1;

Format dat exportovanych programem jMRUI je znac¢né nestastny, nebot vsechny
vysledky simulace jsou spojeny za sebou do jedné matice obsahujici dva sloupce —
realnou a imagindrni slozku FID. P1i vytvareni slovniku bylo tedy nutné tato data
rozdélit na atomy odpovidajici jednotlivym hodnotam 7.

Obrazek zobrazuje vybrana spektra metabolitl, zde konkrétné pro Ty = 10.
Srovnéni spekter pro riznd nastaveni T nabizi obrézek[6.12] S rostouci hodnotou 75
dochézi k rozsitovani a snizovani spektralnich car, také klesa celkova energie signélu.

Vzhledem k povaze spekter (puvodné izolované rezonancni frekvence deformo-
vané ruznymi vlivy) by se nabizela moZnost vyuZziti teorie tzv. super-resolution
(super-rozliseni) [10, @]. Podle této teorie je mozné za uréitych predpokladiu rekon-

struovat signal tvoreny izolovanymi pulzy deformovany konvoluci s néjakym jadrem,
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Obr. 6.11: Spektra vybranych metaboliti vytvorené simulaci v programu jMRUI

(Cervené redlnd slozka, modfe imaginarni).

v zasadé tvoricim dolni propust. Takovyto charakter ma rada realnych snimaci

(napt. obrazovych). Pokud byly pulzy v pivodnim signélu od sebe dostatecné vzda-

leny, je dle této teorie mozné dekonvoluci ziskat z pozkozeného signalu ptuvodni

signél. P1i kvantifikaci MRS spekter by tedy timto postupem nejprve byly zjistény

vsechny jednotlivé rezonanc¢ni frekvence a teprve nasledné by se provedla kvantifi-

kace, tedy zjisténi, které metabolity jsou ve spektru pritomny a v jakém mnozstvi.
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Obr. 6.12: Srovnani spekter metabolitu glutamatu pro rizné hodnoty relaxacniho

casu Ty (Cervené redlna slozka, modfe imaginarni).

Pti pohledu na obr. je vsak patrné, ze pro vyssi hodnoty relaxacniho casu
T, sousedni spektralni ¢ary zcela splyvaji, multiplety se prekryvaji a dekonvoluce
takového signalu se stava nerealnou. Realné spektrum obsahuje vice metaboliti,
jejichz spektra se navzajem prekryvaji, méfeni je navic zatizeno Sumem. Proto je
tento zplisob kvantifikace MRS spekter nevhodny.

Vhodnéjsi variantou je vyuziti simulaci jednotlivych metabolitt jako atomu slov-
niku a rekonstrukce pomoci algoritmt pro hledani ridkych reprezentaci. K tomu
ucelu jsem navrhnul algoritmus zalozeny na principech algoritmu OMP a vyuziva-
jici specifika této dlohy. Jak bude ukdzéno dale, je dulezité (stejné jako pfi pouZiti
OMP), aby vsechny atomy slovniku byly normalizované. Normalizacéni koeficienty
je vhodné ulozit pro findlni fazi kvantifikace, kdy k nalezené reprezentaci signédlu ve
vytvoreném slovniku hleddme skutecné mnozstvi jednotlivych metabolitii obsaze-

nych ve zkoumaném vzorku. Kazda simulace totiz odpovida jednotkovému mnozstvi
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Obr. 6.13: Grammova matice vytvoreného slovniku.

metabolitu, energie ziskanych signali se vSak znacné lisi.

Vytvoreny slovnik rozhodné neni ortogonalni, jak je vidét z Grammovy matice
na obr. [6.13] Je zfejmé, Zze atomy tvofené stejnym metabolitem s riznym excitac-
nim ¢asem 75 jsou velmi podobné a proto maji navzajem vysoky skalarni soucin. To
odpovida ¢ervenym mistiim podél diagonaly Grammovy matice. Cilem kvantifikace
vsak neni stanoveni excitac¢nich ¢asti, proto zaména atomu patficich ke stejnému me-
tabolitu nemusi pusobit velky problém. Je vsak vidét, ze i nékteré dvojice riznych
metabolitl jsou sobé podobné, napt. glutamat a glutamin nebo kreatin a fosfokre-
atin. Tato situace je ostatné ziejma i pti pohledu na spektra téchto metaboliti na
obr. [6.11} V praxi se Casto nedaf{ spektra téchto dvojic od sebe oddélit a proto se
udava spolecna hodnota Glu+Gln resp. Cr+PCr.

Navrzeny algoritmus MRSMP (MRS Matching Pursuit) vyuziva struktury vy-
tvoreného slovniku k nalezeni fidké aproximace signalu (viz algoritmus . Vstupem
algoritmu je slovnik D slozeny z M - N atomu (N pro kazdy metabolit), signal y
urceny ke kvantifikaci, pocet metabolitit M a pocet atomii na metabolit N. Princip
je podobny algoritmu OMP, na zacatku je inicializovano reziduum r jako vstupni
signal, nosic¢ s je prazdny a jsou vybrany vSechny atomy (vektor a). V cyklu ¢itajicim
M iteraci je vzdy nalezen atom, ktery ma vici reziduu nejvétsi absolutni hodnotu
skalarniho soucinu. Pritom jsou brany v tvahu pouze ty sloupce, které jsou obsa-

zeny ve vektoru a. Index nalezeného atomu je pridan do nosice a je aktualizovano
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Algoritmus 1 MRSMP (MRS Matching Pursuit).

1: function MRSMP(D,y, M, N)

2 r<y > inicializace rezidua
3 s < || > inicializace nosice
4: a<+[1,2,...,M - N] B> inicializace vybéru atomu
5 fori=1— M do

6 p ¢ argmax ’D;r’ > vybér atomu

0<j<lal

7 s < sort([s, a,)) > aktualizace nosice
8: r<y—DDly > aktualizace rezidua
9: Z 4 [%W > identifikace metabolitu
10: a<la;,j¢{(z—1)-N+1,...,2-N}|] > aktualizace vybéru atomi
11: end for

12: x « [0,...,0]

13: Xg < Dgy > vysledny signal
14: m < |Xq| > nalezené metabolity
15: return x, m

16: end function

reziduum jako rozdil vstupniho signalu a projekce aktualniho feseni ve slovniku. Na
konci kazdé iterace jsou z vektoru a odstranény indexy vSech atomu aktudlné iden-
tifikovaného metabolitu. Vysledkem algoritmu je rekonstruovany signal x a vektor
m obsahujici mnozstvi jednotlivych metabolitti nalezenych ve vstupnim signalu.

Priklad ¢innosti algoritmu MRSMP je vidét na obr. [6.14] Vstupni signal byl vy-
generovan nadhodnym vybérem atomi kazdého metabolitu a nastavenim nahodnych
koeficientti. K signdlu byl nasledné pridan Gaussovsky Sum o intenzité ¢ = 0,01
(pomér signdlu k sumu byl 5,66 dB). Po rekonstrukei algoritmem MRSMP je signal
viditelné bez Sumu, coz je pochopitelné, protoze slovnik neobsahuje atomy, které by
tento Sum mohly modelovat. Je patrné, ze ne vzdy je vybran atom s presné stejnym
relaxacnim casem T3 jako v puvodnim signalu, to je zpusobeno vysokou korelaci
atomiu prislusejicich k jednomu metabolitu.

Sloupcovy graf na obr. ukazuje skutecéné zastoupeni metaboliti v signalu
a rekonstruované hodnoty, které nejsou prilis odlisné od skute¢nych hodnot. Mirné
nizsi detekované hodnoty jsou zptisobeny predevsim nepresnou identifikaci atomu
(relaxa¢niho ¢asu Ty), pii vybéru nespravného atomu skaldrni soucet se skutecné
obsazenym atomem klesa s rozdilem relaxacnich cast. Z vysledki je vsak patrna
uspésnost, s kterou jsou rozliseny podobné metabolity — glutamin a glutamat, resp.

kreatin a fosfokreatin.
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Obr. 6.14: Kvantifikace MRS spekter pomoci algoritmu MRSMP.

Robustnost algoritmu byla ovérena na nadhodné generovanych signalech posko-
zenych riznou trovni Sirokopasmového sumu, vysledna presnost kvantifikace byla
zcela nezavisla na intenzité sirokopasmového Sumu. Algoritmus zdroven vykazuje

dobrou odolnost vii¢i izkopasmovému Sumu a fazovému posunu.

6.2.4 Kvantifikace prostorové lokalizovanych spekter

P1i zpracovani dat z MRSI potfebujeme zpracovat spektra riznych voxeli a ziskat
tak sadu dvojrozmérnych obrazi reprezentujicich vyskyt jednotlivych metaboliti
v prostoru (viz obr. . Spektra pochazejici z riznych voxeli nejsou identicka,
pusobenim gradientnich poli dochézi k fazovému posunu oproti stfedovému voxelu.
Vzhledem k principu algoritmu MRSMP vsak neni nutné slovnik pro jednotlivé

pozice voxell upravovat, nebot fazovy posun signalu je zachycen fazi komplexniho
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Obr. 6.15: Vizualizace zpracovani MRSI spekter.

koeficientu vysledného vektoru. Je tak mozné pouzit stejny slovnik pro vsechny

pozice voxelil.

6.2.5 Komprimované snimani v MRSI

Fyzikalni princip nukledrni magnetické rezonance tvori neptekonatelné omezujici
podminky pro konstrukci méricich sekvenci a tim omezuje moznosti vyuziti kompri-
movaného snimani. Presto vSak 1ze nalézt takové postupy, které umozni modifikovat
schéma ziskavani spektroskopickych dat tak, aby bylo mozné komprimovaného sni-
mani alespon omezené vyuzit.

Klicem k pouziti komprimovaného snimani v MRSI je konstrukce métici matice
A. V sekci byly diskutovany rtizné typy bézné pouzivanych méficich matic,
zejména nahodné matice (Gaussovské a Bernoulliovské). Z podstaty jednovoxelové
spektroskopie je ziejmé, ze takto navrzené matice nelze v MRSI pouzit, nebot neni
mozné nezavisle excitovat libovolné kombinace voxeli.

7 tohoto dtvodu jsem navrhl vlastni schéma komprimovaného snimani vychéze-
jici predevsim z principu fungovéani jednovoxelovych (SVS) méricich sekvenci (STE-
AM, PRESS). Jak bylo uvedeno v &asti m prostorové lokalizované spektrum
je u SVS ziskdno postupnou excitaci omezenych oblasti ve trech dimenzich (z, v,
z). Toho je docileno pouzitim gradientniho pole a frekvenéné lokalizovaného (tizko-
pasmového) RF pulzu. Zakladnim pozadavkem pak je co nejlepsi prostorova lokali-
zace, tedy co nejostiejsi vymezeni hranic voxeli. Tento pozadavek je pak v prikrém
rozporu s pozadavkem na kratké trvani RF pulzu.

Zobecnénim principu vybéru voxel postupnou excitaci vrstev v dimenzich z, y
a z jsem dosel ke schématu pouzitelnému pro komprimované snimani. Nahrazenim
uzkopasmového RF pulzu specidlnim pulzem, ktery se ve frekvenéni oblasti skladé
z nékolika ptivodnich tizkopasmovych pulzi patricné frekvenéné posunutych, 1ze vy-
budit zéroven hned nékolik vrstev. Situaci ilustruje obr. [6.16] nejprve je provedeno
vybuzeni nékolika vrstev pomoci RF pulzu a gradientu ve sméru z, nasleduje stejny

proces pro smér y a z (v tomto 2D prfipadé je RF pulz ve sméru z standardni tzko-
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Obr. 6.16: Princip vytvareni nahodné excitacni masky v MRSI.

pasmovy pulz). Vysledkem je soucasna excitace vice voxelu, které vSak nepokryvaji
miizku voxell zcela ndhodné, vykazuji jistou pravidelnost. Plisobenim gradientnich
poli dochézi k fazovému posuvu signalti v jednotlivych voxelech. S tim je tireba
pocitat pri konstrukci mérici matice, ktera tento fazovy posun musi kompenzovat.
Konstrukei excitaéni masky M € {0,e¥}7#*¢ Ize matematicky popsat popsat jako
vnéjsi soucin nahodnych vektortt x € {0,e¥} a y € {0,e}°, tedy M = yx'.
Prvky téchto vektorti jsou bud nulové, nebo obsahuji ¢islo €%, kde ¢ je tihel odpo-
vidajici fazovému posunuti v dané souradnici.

Méfici matici A € {0,e¥}™*(FC) m < R . C, je pak mozné zkonstruovat na-
hodnym generovanim masek M; a usporadanim téchto masek do radkt matice A.
Priklad takové mérici matice je mozné vidét na obr. |6.17]

Charakter spektroskopickych dat vykazuje znacnou podobnost s hyperspektral-
nim zobrazovanim. Zaméril jsem se tedy na rozdily a fyzikalné dana omezeni, abych
mohl vyuzit jiz vyvinutych a vyzkousenych metod z oblasti HSI také v MRSI. Ac-
koli analyza a vizualizace MRS dat probiha obykle ve frekven¢ni oblasti, nic nebrani
primému vyuziti FID v éasové oblasti. V dal$im textu se omezim na 2D pripad,
rozsiteni do tieti dimenze je pak trivialni. Oproti znaceni v sekci budu pozoro-

vand data znacit primdrné podle slozky FID, tedy FID voxelu na pozici [z, y] bude

At e

mnn oy g
T Tt B

Obr. 6.17: Priklad méfici matice komprimovaného snimani v MRSI.
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znaceno X, , € CV, kde N je pocet vzorki FID. Cely soubor dat tvofeny FID viech
voxeli pak bude matice X € CHEEO*N kde R x C jsou rozméry miizky voxeld.
Radky této matice jsou naplnény vektory X,y vSech voxeli.

Oproti hyperspektralnimu zobrazovani, kde je mozné pro kazdé spektralni pasmo
pouzit nezavislou mérici matici, v pripadé MRSI zifejmé pouziti nezavislé métici

—

matice pro jednotlivé vzorky FID mozné neni. Tvar celkové mérici matice A €
{0, i} (- N)X(RCN) tody bude:

A O 0

oA .. o0

A=, . | (6.1)
00 ... A

Provedenim m méfen{ pomoci matice A ziskdme vektor y € C™N = A - vec(X),
kde vec(X) znamend sefazeni fadki matice X postupné pod sebe do sloupcového
vektoru.

Déle jsem se zaméril na predpoklady nutné k tspésnému vyuziti rekonstruke-
nich metod diskutovanych v sekci vénované HSI. Prvnim predpokladem je maly
pocet hlavnich komponent. V pripadé MRSI je zfejmé, ze jednotliva spektra jsou
silné korelovana a pocet hlavnich komponent bude tizce souviset s poctem rtznych
metaboliti ve spektru obsazenych. Tento pocet je priblizné v radu desitek, coz ve
srovnani s poc¢tem vzorka FID (obvykle 1024 a vice) dava velkou nadéji na presnou

aproximaci s nizkou hodnosti:

min | X||, vzhledem k ly — A vee(X)|, <e. (6.2)

Vv

podobnost n-tého vzorku FID mezi sousednimi voxely neni tak jednoznacna jako
podobnost pixeli obrazu HSI ve zvoleném pasmu. Z tohoto divodu je vhodnéjsi

posuzovat prostorovou korelaci ve frekvenéni oblasti:
min @[], + A [ @], vzhledemk |y — A -vec(F'WE)| <€ (6.3)

kde F € CHEOXEC) j6 matice diskrétni Fourierovy transformace a ¥ = WFX
obsahuje spektralni koeficienty obrazu. Analogicky s HSI je pak vyuzit i minimalizace

totalni variace, opét ve frekvenéni oblasti:
N —
1 . —_— . _1
min T, + )\]Z::l |||, vzhledem k Hy A - vec(F X)H2 <€, (6.4)

kde IT = FX je matice spektrélnich koeficientt a II; znaci j-ty fadek matice II.
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Navrzena schémata komprimovaného snimani v MRSI vyuzivaji jak aproximace
s nizkou hodnosti, tak ridkosti dat. Uvedené problémy lze fesSit metodami konvexni
optimalizace, vhodné je zejména pouziti algoritmu PPXA, nebot povaha problému
je velmi podobna komprimovanému sniméni v hyperspektralnim zobrazovani, kde
je tato metoda uspésné pouzivana. Po provedeni rekonstrukce spekter (nebo FIDu)
ve vSech voxelech nasleduje faze kvantifikace popsana v sekcich af6.2.4

Implementace navrzenych optimalizac¢nich problémt jiz ¢asové i znalostné presa-
huje rozsah této prace, k jejich tispéSnému teseni je potteba hlubokych matematic-
kych znalosti z oblasti teorie optimalizace. Hotovou implementaci algoritmu PPXA
vsak nabizi napf. knihovna UNLocBoX, kterd je velmi flexibilni a umoznuje tesit
vSechny v této ¢asti navrzené optimalizac¢ni problémy velmi efektivné [16].

Vzhledem k omezené funkénosti simuldtoru jJMRUI v dobé psani této prace (ne-
efektivita vypoctu zpusobila nepouzitelnost simuldtoru pro ulohy vétsiho rozsahu)
nebylo mozné navrzena schémata ovérit na simulovanych datech. Redlna data rovnéz
nebyla v dobé psani prace dostupna. Na zakladé vysledku publikovanych v oblasti
hyperspektralniho zobrazovani je vsak zejména aproximace s nizkou hodnosti slib-
nym pristupem, ktery je mozné v MRSI aplikovat a snizit tak nutny pocet méreni a
tim i celkovou dobu méfeni. Kvili nékterym fyzikadlnim omezenim (napt. tvar mérici
matice) je vSak nutné pocitat s horsimi vysledky nez v pripadé hyperspektralniho

zobrazovani.
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7 ZAVER

Pokrocilé metody zalozené na nuklearni magnetické rezonanci, jako je spektrosko-
pické zobrazovani (MRSI), hraji ¢im dal vétsi roli v medicinské diagnostice. Vétsimu
rozsireni vSak brani dlouha doba méreni, nizké rozliSeni a slozité zpracovani ziska-
nych dat.

Tato prace se zabyva principem zobrazovacich technik na principu NMR, kon-
venénimi metodami zpracovani signaltt z NMR a jejich nedostatky. Dale uvadi novy
fenomén tidké reprezentace signali, jeho teoretické pozadi a pouzivané algoritmy.
Kratce je také zminéna pribuznd oblast aproximace s nizkou hodnosti a jeji apli-
kace v hyperspektralnim zobrazovani (HSI). Cilem prace je ukdzat moznosti vyuziti
ridké reprezentace signalii a aproximace s nizkou hodnosti pro feseni uvedenych
nedostatkt konvencnich pristupi.

Vyhoda tidké reprezentace signéll je demonstrovana na rekonstrukei obrazu MRI
z malého pocétu zmérenych vzorkii. Prace dale navrhuje algoritmus MRSMP urceny
ke kvantifikaci NMR spekter a experimentalné ovéruje vhodnost takového resSeni.
Stejny princip je pak pouzit i pro kvantifikaci prostorové lokalizovanych spekter
ziskanych pomoci spektroskopického zobrazovani (MRSI).

V neposledni fadé se prace zabyva navrhem schématu pro ziskavani dat v MRSI
zalozeném na komprimovaném snimani. Princip schématu je inspirovan komprimo-
vanym snimanim v HSI. Je zde vyuzito jak ridké reprezentace dat, tak i aproximace
s nizkou hodnosti. S ohledem na fyzikdlni limity magnetické rezonance je navrzen
postup ziskavani dat pomoci specidlni métici sekvence.

Neékteré vysledky prace byly publikovany v elektronickém casopise Elektrorevue
vydavaném na Fakulté elektrotechniky a komunikac¢nich technologii. Uvod do pro-
blematiky ridké reprezentace signali je mozné nalézt v ¢lanku [30], navazujici ¢lanek

[29] se zabyva komprimovanym sniméanim.
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SEZNAM SYMBOLU, VELICIN A ZKRATEK

k Boltzmannova konstanta

h Planckova konstanta

h Redukovana Planckova konstanta
S Spinové kvantové ¢islo

S Moment hybnosti ¢dstice (spin)

Im Magneticky moment

vy Gyromagneticky pomeér

B Indukce magnetického pole
v Larmorova frekvence

o Intenzita stinéni magnetického pole
) Chemicky posun

M Magnetizace

G Gradient magnetického pole
Ti Relaxacni cas T}

15 Relaxaéni ¢as Ts

15 Relaxacni cas T5

NAA N-acetylaspartat

Cho Cholin

Cr Kreatin

PCr Forfokreatin

Lac Laktat

ml Myo-inositol

Glu Glutamat

Gln Glutamin

99



Gle

FID

RF

NMR

MRI

MRS

MRSI

SVS

SI

CSI

PRESS

STEAM

CHESS

SPIR

STIR

SNR

FT

DFT

FFT

RT

DCT

ML

NLLS

VARPRO

Glukoza

Free Induction Decay — volné doznivani indukce
Radiofrekvené¢ni (pulz)

Nuclear Magnetic Resonance — nuklearni magneticka rezonance
Magnetic Resonance Imaging — magneticka rezonance
Magnetic Resonance Spectroscopy — NMR spektroskopie

Magnetic Resonance Spectroscopy Imaging — magnetické rezonanc¢ni

spektroskopické zobrazovani

Single Voxel Spectroscopy — jednovoxelova spektroskopie
Spectroscopy Imaging — spektroskopické zobrazovani
Chemical Shift Imaging

Point Resolved Spectroscopy

Stimulated Echo Acquisition Mode

Chemical Shift Selective Imaging

Selective Partial Inversion Recovery

Short Tau Inversion Recovery

Signal to Noise Ration — pomér signalu k sumu
Fourierova transformace

Diskrétni Fourierova transformace

Fast Fourier transform — rychla Fourierova transformace
Radonova transformace

Discrete Cosine Transform — diskrétni kosinova transformace
Maximum Likelihood — maximalni vérohodnost
Nonlinear Least Squares

Variable Projection for NLLS Problems
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AMARES Advanced Method for Accurate, Robust and Efficient Fitting

NSP Null Space Property — vlastnost nulového prostoru

RIP Restricted Isometry Property — vlastnost zeslabené isometrie
CS Compressed Sensing — komprimované snimani

BP Basis Pursuit

IRLS Iterativee Reweighted Least Squares

FOCUSS Focal Underdetermined System Solver

MP Matching Pursuit

OMP Orthogonal Matching Pursuit
WMP Weak Matching Pursuit

A*OMP A* Orthogonal Matching Pursuit

CoSaMP Compressive Sampling Matching Pursuit

PCA Principle Component Analysis

SVD Singular Value Decomposition

HSI HyperSpectral Imaging

PPXA Parallel Proximal Algorithm

MRSMP Magnetic Resonance Spectroscopy Matching Pursuit
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A MATLAB SKRIPTY

A.1 Vytvoreni slovniku ze simulovanych dat

function [] = build (sw)
path = './jmrui/"';
metabolites = { 'choline', 'creatine', 'glutamate', 'glutamine', 'lactate',6 '<

myoinositol', 'macetylaspartate', 'phosphocreatine' };

data = cell(1l, length(metabolites));

for ii = 1:length(metabolites)
fprintf ('Processing %s... ', metabolites{iil});
run([path, metabolites{iil}, '.m']);
len = SIZE(1);
for jj = 1:SIZE(3)
data{ii}(:, jj) = DATA((jj-1)*len+1:jj*len, 1) + 1i*DATA((jj-1)*len+1:jj*+
len, 2);
end
fprintf ('done.\n');
end

larmor_freq = LARMOR_Hz{1,1};
ref_freq = REF_Hz{1,1};

spectral_width = sw;
fprintf ('Saving data to output file... ');
save('metabolites.mat', 'data', 'len', 'metabolites', 'larmor_freq', 'ref_freq«+

, 'spectral_width');
fprintf ('done.\n');

A.2 Vizualizace slovniku

load('metabolites/metabolites.mat');

ax = linspace(larmor_freq - spectral_width/2, larmor_freq + spectral_width/2, <«

1024) ;
ax = (ax - (larmor_freq + ref_freq)) / (larmor_freq + ref_freq) * 1000000;
T2 = 10;

for ii = 1:length(data)
subplot (4, 2, ii);
plot(ax, real(fftshift (fft(data{ii}(:,T2)))), '-r');
hold on;
plot(ax, imag(fftshift(fft(data{ii}(:,T2)))), '-b');
%plot (ax, abs(fftshift(fft(data{ii}(:,T2)))), '-k');
hold off;
title(metabolites (ii));
set(gca, 'xdir', 'reverse');
x1lim([min(ax) max(ax)]);
xlabel ('Chemical shift (ppm)');
ylabel ('Observables (-)');
end
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A.3 Zobrazeni Grammovy matice slovniku

load('metabolites/metabolites.mat');

A= 1[1;
for ii = 1:length(data)
A = [A data{ii}];

end
for ii = 1:size (A, 2)

A(C:,ii) = A(:,ii) / norm(A(:,ii));
end

figure (4);

imagesc(abs(A'*A));

axis square;

set(gca, 'XTick', 15 + 0:30:30*length(data));

set(gca, 'YTick', 15 + 0:30:30*length(data));

set(gca, 'XTickLabel', {'Cho', 'Cr', 'Glu', 'Gln', 'Lac', 'mI', 'NAA', 'PCr'})<«
set (gca, 'YTickLabel', {'Cho', 'Cr', 'Glu', 'Gln', 'Lac', 'mI', 'NAA', 'PCr'})«+

H

A.4 Implementace algoritmu OMP

function [ x ] = omp( A, y, thr )

while (r'*r > thr && length(SS) < size(A, 2))
[~, posZ] = max(abs(A'*r));
SS = [SS, posZ(1)]1;
r =y - A(C:, 8S) * pinv(A(:, SS)) * y;

end

x = zeros(size(A, 2), 1);
x(SS) = pinv(A(:, SS)) * y;

end
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A.5 Implementace algoritmu MRSMP

function [ x, m ] = mrsmp( A, y, M, N )

r =y;
s = [1;
R = 1:Mx*N;

for ii = 1:M
[~, posZ] = max(abs(A(:,R) '*r));
S = sort([S, R(posz(1))1);
r =y - A(:,S) * pinv(A(:,8)) * y;

pos = ceil(posZ(1)/N);
R((pos=-1)*N+1:pos*N) = [];
end

X = zeros(size(A, 2), 1);
x(S) = pinv(A(:,8)) * y;
m = abs(x(S));

A.6 Kvantifikace spektra pomoci algoritmu MRSMP

%%

load('metabolites/metabolites.mat');

M = 8;

N = 30;

ax = linspace(larmor_freq - spectral_width/2, larmor_freq + spectral_width/2, <
1024) ;

ax = (ax - (larmor_freq + ref_freq)) / (larmor_freq + ref_freq) * 1000000;
t = 0:len-1;

A= [1;
for ii = 1:length(data)
A = [A data{iil}];
end
for ii = 1:size(A, 2)
A(C:,ii) = A(:,ii) / norm(A(:,ii));
end

figure (1);

%t
T2 = 10;

noise = 0.01;

x = zeros(size(A, 2), 1);
m = zeros(M, 1);
for ii = 1:M

m(ii) = rand();
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x((ii-1) *N+T2+randi(6) -3) = m(ii);

end

y = A * x;
y
%y =y + 0.05xcos(linspace(0,1,length(y)) * 2%pi * 50)';

disp(['SNR: ', num2str (10*logl0(norm(y)/norm(A*x-y))), ' dB'l);

y + noisexrandn(size(y)) + noisexli*randn(size(y));

%ot

subplot (3, 2, 1);
plot(t, real(y), '-r');
hold on;

plot(t, imag(y), '-b');
hold off;

x1im ([0 2001);

xlabel ('Time (ms)');
ylabel ('Amplitude (-)');
title('Original FID');

subplot (3, 2, 2);

plot (ax, real (fftshift (fft(y))), '-r');
hold on;
plot(ax, imag(fftshift(f£ft(y))), '-b');
%plot (ax, abs(fftshift(fft(y))), '-k');
hold off;

set(gca, 'xdir', 'reverse');
xlim([min(ax) max(ax)]);

xlabel ('Chemical shift (ppm)');
ylabel ('Observables (-)');

title('Original spectrum');

%
[x_, m_] = mrsmp(A, y, M, N);
subplot (3, 2, 5);

stem(x, '-b', 'MarkerSize',6 2);

hold on;

stem(abs(x_(1:240)), '-r', 'MarkerSize',6 2);
hold off;

xlim ([1 M*N]);
xlabel ('Atom');
ylabel ('Magnitude (-)');
title('Atoms');

%
y_ = A *x x_;

subplot (3, 2, 3);

plot(t, real(y_), '-r');
hold on;

plot(t, imag(y_), '-b');
hold off;

x1lim ([0 200]);

xlabel ('Time (ms)');

ylabel ('Amplitude (-)');
title('Reconstructed FID');

subplot (3, 2, 4);

plot(ax, real (fftshift(fft(y_))), '-r');
hold on;
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plot(ax, imag(fftshift(£fft(y_))), '-b');
%plot (ax, abs(fftshift(fft(y_))), '-k');
hold off;

set(gca, 'xdir', 'reverse');
x1lim([min(ax) max(ax)]);

xlabel ('Chemical shift (ppm)');

ylabel ('Observables (-)');

title('Reconstructed spectrum');

%%

subplot (3, 2, 6);

bar ([m m_], 'Group');

x1im ([0.5 M+0.5]);

set (gca, 'XTickLabel', {'Cho', 'Cr', 'Glu', 'Gln', 'Lac', 'mI', 'NAA', 'PCr'})<«
xlabel ('Metabolite');

ylabel ('Magnitude (-)');

title('Metabolites');
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B OBSAH CD

Prilozené CD obsahuje nésledujici adresarovou strukturu:

e bib — pouzita literatura,
e src — zdrojové kédy v prostredi MATLAB:

metabolites
% jmrui — simulované odezvy jednotlivych metaboliti vyexportované
z programu jMRUI,
* build.m — skript umoznujici vytvoreni slovniku ze simulovanych dat,
* metabolites.mat — vytvoreny slovnik,
pca — priklad pouziti PCA,
mrsi.m— konstrukce a testovani mérici matice pro komprimované snimani
v MRSI,
mrsmp.m — implementace algoritmu MRSMP,
omp.m — implementace algoritmu OMP,
test.m — kvantifikace spekter pomoci MRSMP,

visualize.m — vizualizace slovniku,

o thesis — technickd zprava (zdrojové soubory IXTEX).
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