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Anotace
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pouzivané v zelpise a astronomii, které vyuzivaji pozratérické geometrie.

Anotace anglicky

Basic contents of this thesis is definition of apipia in the spheric geometry and application
in a work with spheric triangle(gore). There arstsyns of coordinates, that are used in
geography and astronomy, that use the spheric gepme
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1. Uvod

Cilem prace je seznamiten&e s problematikou sférické geometrie a ukazatgplikace
v sodadnicovych systémech pouzivanych v pise a astronomii.iédpoklada se, z&gen&
ma zakladni poznatky z rovinné trigonometrie. Mmjahou bylo ukazat odvozeni ékedzy
zékladnich ¥t a vlastnosti sférické trigonometrie, protoze S publikaci, které se
zabyvaji problematikou sférického trojuhelniku,ysiyto Wty a vlastnosti pouze uvedeny,
nikoli dokadzany. Tomuto seémuji ve druhé kapitole. fEti kapitola je ¥novana popisu
zékladnich satadnicovych soustav a veétvrté kapitole jsou uvedenyftiflady vyuziti
ziskanych poznatk

2. Historie geometrie

Sféricka geometrie se podabjako cela matematika vyvijela uz od davéky. U
primitivnich kmerii se setkdvame se studiem astronomie, ktera je thi&kgu Zend se
sférickou geometrii Uzce spjata. Uplnéégiky lze gifadit orientalnim narddn, které
koncem 2. tisicileti y®d n. I. na scén vystidali predeviimRekové, kt& jiz pracuji
s geometrii jako s abstraktniédou. Poudky byly logicky odvozovany a ne pouze
vypozorovany, jak tomu bylo u Egygni a Babyldiani.

Ve své Velkeé shirce (arabsky Almagesippminarecky autor Ptolemaios skdteost,

Ze Babyldiané znali sotadny systém pro nebeskou sféru jiz v 8. stoletm. .V jiném
jeho dile Geographia je dovana poloha &st s pomoci délky a &y zemskeé sféry. Jast
starSi nez Ptolemaios byl Menelaos, jehoz pracek&f@bsahuje geometrii koulegetns
rozboru sférického trojuhelniku. Od 6. stoletiegh n. |. vznikalo souborné diléecke
matematiky, které kolem roku 30@egl n. |. dokouil Euklides. Toto dilo je prvnim pokusem
0 axiomaticky vyklad matematiky. Euklides odvozogou geometrii z 9 axioim 5 postulai
a 23 definic. Pravpaty Euklichv postulat (Jestlizeipmka protind d¥ primky tak, Ze vnitni
uhly na téze stranjsou mensSi nez dva prave uhly, pak se tytd giimky, pokud pobZzi do
nekon€na, protnou na stejné sttama které jsou uhly mensi nez dva pravé uhBl)pozdji
vliv na vznik neeuklidovskych geometrii, k nimz geetrie na kulové plose jistym @gpobem
také pati.

S upadkeniecké spolénosti se pesouvaji sediska matematického badani do Indie
(dilo Siddhantéas, zabyvajici seegevsim astronomii). DalSim centrem byla Mezopaa®i
trigonometrii se obzvla8tzajimali arabsti ¢enci. Napiklad Al-Battani jiz znal kosinovou
vétu pro sféricky trojuhelniki pozdjSi Abu-I-Vafa, ktery odvodil sinovougtu.

Na paatku druhého tisicileti se evropStéemci (fedevsim z oblasti Spélska a
Sicilie) seznamuji s arabskogdou, ktera obsahuje i pradeckych klasik a v Cordob
vznika prvni stedisko astronoih Kdyz v roce 1453 zanikla byzantskde, mnohaeckych
ucenar se uchylilo do zapadnich ast. V 15. stoleti sepsal systematicky Uvod do
trigonometrie Johanes Miller. V 16. stoleti objdagjaritmy Skot John Naper ( Neper), ktery
také pracoval v oboru sférické trigpnometrie. Shuzorce proreSeni pravouhlého sférického
trojuhelniku v dmysiné pravidlo ( Neperovo).

V 18. stoleti byl nejvyznangsim matematikem Leonhard Euler, ktedyspel svymi
objevy snad ke vSem oélvim matematiky. Sférické geometrii dal dnedni pmdo
piehledného zrigni (systematicky zid Uhly a strany sférického trojahelniku).

Na peelomu 18. a 19. stoleti &aa vznikat neeuklidovska geometrie diky &éaovi
Bolyaiemu, Rusovi Loh#vskijemu, ale fedevsim diky B. Reimannovi, ktery roku 1854
vystupuje s fednaskou O hypotézach tid zaklady geometrie. Sféricka geometriecdesti
praw Reimannovy (eliptické) geometrie.



V 19. a 20. stoleti dochazi na zaklambvych poznatk ke zgfesiovani geometrie.
nelze studovat v celkovém objemu. V dneSnicdodni sféricka geometrie uz tolik zkoumana
po wdecké strance, ale uplaje se spiSe v praxi, ndklad v letecké¢i lodni navigaci,
v astronomii i astrologii, v geodézii a mnoha daisbdwstvich.

3. Sférickad geometrie

3.1 Zakladni pojmy

Polohu bodu v prostoru &ujeme obvykle pravouhlymi séadnicemi x, y, z (kartézska
souadnicova soustava). V geografii i astronomii jsao piceni polohy bod v prostoru
vyhodrgjSi sodadnice polarni, ijpadré sodadnice na koulkili sférickeé.

3.1.1 Kulové plocha
Kulova plochge mnoZina vSech béds ( 3-dimenzionalnim) prostoru, které maji od pevn
zvoleného bod& (stred kulové plochy) konstantni vzdalenogtpoloner kulové plochy).

<

Obr. 1. Kulova plocha

3.1.2. Hlavni kruznice
Piinik kulové plochy a rovinyABS prochazejici $edem této kulové plochy oztigeme
jako hlavni kruznici kKkulové plochy. Délka obloukAB je sféricka vzdalenodiodi A, B.

Obr. 2. Hlavni kruznice
3.1.3. Klin
Jestlize mame dvrazné polorovinypA, pB se spolénou hranicip, které nejsou navzajem
opané, nazvemeklinem A.p.B prinik poloprostoft pAB a pBA Potom piimka p je hrana
klinu a Uhelw, ktery vytvai pranik klinu s libovolnou rovinou kolmou na hranu klip, je
Uhel klinu
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Obr. 3. Klin

3.1.4. Sfeéricky dvojuhelnik
Pranik Klinu a kulové plochy se nazysiéricky dvojuhelnikBody U, T jsou vrcholy,
polokruznicek; ak; jsou strany, a Uhe je sféricky uhedvojuhelniku.

Obr. 4. Sférigky dvojuhelnik

3. 1. 5. Sféricky trojuhelnik

Jestlize mame dan trojuhel8'C' a bodS, ktery nelezi v rovia daného trojuhelniku,
pak mnozinu vSech béd které lezi na vSech polidmkach s pdatkem Sa protinaji
trojuhelnik AB'C' nazyvamerojhran. Bod Sje vrchol trojhranu a polofimky SA, SB a SC
jsouhranytrojhranu. Pitnikem trojhranu s vrcholer@a kulové plochy, ktera mairstd v bod
Svznikne sféricky trojuhelnik Ma i vrcholy A, B, G které vzniknou pmikem kulové
plochy s hranami trojhranuii tstranya, b, ¢ coZ jsou obloukyBC = a, CA = h AB = c,
jejichz velikosti jsou rovny velikostemistlovych uhi BSC, ASC, ASBv miie stugiové
nebo obloukové (délkou oblouku rfaBC v délkovych jednotkach rozumime vzdalenost
bodi B a C na hlavni kruznici, prochazejici bo#ya C) a ti ahly a, £, y; cozZ jsou sférické
ahly, které sviraji fisludné oblouky hlavnich kruznisB, AC; BC, BA; CA, CBUhly také
vyjadiujeme v mife stugiové nebo obloukové. Rozdil mezi stem vSech util sférického
trojuhelniku a ahlemifmym se nazyva ,exces" sférického trojuhelniku @madk), znai se
§t.e=a+ [+ y-18C.



Obr. 5. Sféricky trojuhelnik

3. 1. 6. Polarni sféricky trojahelnik

Body, které vzniknou pnikem kulové plochy a ffimky, prochazejici stdem hlavni
kruZnice a kolmé na rovinu hlavni kruZnice, se napypOly této kruznice. Pokud mame na
kulové ploSe sféricky trojuhelnikBC, Aq je pdl hlavni kruZnice dené bodyB, C, lezici na
stejné polokouli jako bod. Stejre tak jeBy pdl hlavni kruznice, wené bodyA, C a bodCy je
pol hlavni kruznice wené bodyA, B. Rikame, Ze trojuhelnildoBoCo je polarni k danému
trojuhelnikuABC.

Obr. 6. Polarni trojuhelnik
3. 1. 6. 1. Vlastnosti polarnich trojuhelnika
Pokud je trojuhelnikAoBoCy polarni k trojuhelnikuABC, pak je taky trojuhelnikABC
polarni k trojuhelnikAoBoCo. Rikame, Ze jsowolarné sdruzené Dikaz této vlastnosti je
uveden napklad v [ 1.].
Pokud vezmeme dva polarsdruzené sférické trojuhelniky uvedené vyse, paik: p
ata,=b+tf,=cty,=m
g, +a=b,+f=c,+y=1
Tato vlastnost neni na prvni pohletejma, proto si ji zde dokaZzeme. Nécimame dva
polarre sdruzené sférické trojuhelnilyBC a AsBoCo (Obr. 6.). Pokud vezmeme KIB1AS.C(
Obr. 7.) tak ho rovind,SG protne postuph v pologimkach SK, SL, kdeK, L jsou body
vzniklé piinikem rovinyBoSG a hlavnich kruznic sférického trojuhelniku vymepen body
AC aAB. Situace v rovidifezu je znazorna na obrazku 8. Polémky SR, SG, SK, Sljsou
ziejme kolmé na pimku SA Dale je thell KSLrovena, 00 BySG = ag, O LSB = OKSG =
7/ 2. S @ihlédnutim k poloze poldfmek SB,SG jsou [0 LSB, [0KSG stykné uhly k thlu

[LSK, a plati tedy(] BoSL + O LSK + OKSG + 0 CoSB = 2z cili ’2’+a+’2’+a0 =27

tj. a+oao= 7w a cyklické rovnosti.



Obr. 7. KI(WAS.C Obr.Rvinafezu

3. 2. Sféricka trigonometrie

3. 2. 1. Zakladni \éty sférické trigopnometrie
KteSeni uloh na kulové ploSe se s vyhodou vyuzékadlik vzorai, které jsou ozngeny
pomoci goniometrickych funkci jakasta kosinova sinovaa sinus-kosinovaJestlize mame
sféricky trojuhelnikABC se stranama, b, ca Uhlya, £, y; pak plati nasledujicisty:
3. 2. 1. 1. \éta kosinové pro stranu sférického trojuhelniku
cosa = cosblcosc +sinblsinclicosa - pro strana
(a cyklicka zamina prongnnych)

Odvozeni:

Libovolnym bodenmB' na hrag trojhranu S(AB'C') s vrcholemSproloZzime rovinu
kolmou k hra# SB. Rovina protne zbyvajici hrany trojhranu v bode€hC.

Obr. 9. Kosinova &ta pro stranu

Podle kosinové &ty pro rovinny trojuhelnik plati pro trojuheln&B'C', resp.A'C'S
AC{® =|ABf” +|B'C|" -2 A'B[B'C|Goss
ACl?=|SA” +|SC” - 2SA I1SC| [tosb

Rovnice porovname a upravime pomoci Pythagoréty pro trojuhelnikSAB', resp.SBC'
dostaneme:

2SAISC| [Cosb = 2SB + 2 A'B
Rovnici podlime vyrazem2 [ISA [ISC' :
ﬂB'C'

cosh = 'SB #SB L AB
SA Iscl |sA [sc

[B'C’

[coss

[tosf



Za pongry stran nizeme dosadit odpovidajici goniometrické funkcemnogitrigonometrie:
cosb = cosalcosc +sinclsinalcosf

Cyklickou zangnou obdrzime vztahy pro zbyvajici strany a uhly.
3. 2. 1. 2. \éta kosinové pro Uhel sférického trojuhelniku
cosa =-cospflcosy +sinfBlsinylcosa - pro Uhek
(acyklicka zangna prongnnych)
Odvozeni:
Dle kosinoveé ¥ty pro stranu polarniho sf. trojuhelniku plati:
cosa, = cosh, [tosc, +sinb, [$inc, [tosa,
Podle vztah pro polarni trojuhelnik Ize rovnostgpsat do tvaru:
cod7-a) = codr- B)kodr- y) +sin(r— B) in(r- y) o7 - a)
Protoze:
cos(@ —a) =cosnlcosa +sinn['sing = —cosa
sin(77- B) = sin/r[&osB - cosm3in B = sin B
muzeme danou rovnostegpsat do tvaru:
—cosa =cosflcosy —singlsiny[cosa
Po vynasobeni (-1) dostaneme kosinovétu ypro Uhel:
cosa = —cosplcosy +sinflsinylcosa
Pro dalSi ahly bychom ji ziskali cyklickou zé&nou.

3. 2. 1. 3. \éta sinova
sing _sinf _siny
sina sinb  sinc

Odvozeni:
Sinovou ¥tu miZzeme také odvodit zty kosinové pro stranu sférického trojuhelnika.
Vyjdeme z tvaru:.cosa = cosb[cosc + sinb[sinc[cosa . Upravou dostaneme:

_ cosa—cosblcosc

cosa , - ,sinb # 0,sinc # 0,
sinb $inc
_ cos” a- 2cosaltosh [tosc + cos’ b[€os ¢
cos a = — ,
sin“blsin“c
_ sin”b[3in® c - cos’ a+ 2cosa[tosh [Eosc — cos’ b [&oS ¢
1-cos a = — ,
sin“blsin“c
sin’ @ _ (1-cos b)fL - cos’ ¢)- cos a + 2cosaltosh [£osc - coS’ b[EoS ¢ _
—— = — ,sina# 0,
sin“ a sin“alsin“blsin‘c
sina _ 1-cos a-cos’ b—cos’ ¢+ 2cosa [toshb [Eosc
sina sin?alsin?blsin®c '

Pokud provedeme stejné Gpravy pro kosinovétu pro stranib a c (mazeme vyuzit cyklické
zameny), dostaneme:



sin’ § _1-cos’ a-cos’b-cos’ ¢+ 2cosa [tosh [osc
sinb sin®alsin®blsin®c '

sin®y _1-cos a-cos b-cos ¢+ 2cosaltosh[tosc
sin®c sin®alsin®blsin’c
Pravé stranyethto rovnic jsou stejné, takZeireme psat:
sina _sin*B _sin"y
sin*a  sin’b  sin®c
a odtud jiz plyne sinovagta ve tvaru:
sinag _sing _siny
sina  sinb  sinc

3. 2. 1. 4. \éta sinus-kosinova
sinblcosa =sinclcosa-sinalcosf[cosc
(acyklicka zangna prongnnych)
Odvozeni:
Vezmu ¥tu kosinovou pro Uhel: cosa = —cosf[cosy +sinSlsiny[cosa
a vynasobinsinb . Jestlizecosy rozepiSeme podle kosinovéty pro uhel a roznasobime,
dostaneme:
sinb[tosa =sinb[tos B [tosa —sinb[tos Bina [$in B [tosc + sinb [$in £ [$in y [tosa
podle sinoveé #ty je sina [sinb =sin B [sina a takésinblsiny = sin S [sinctakZe nizeme
psat rovnici ve tvaru:
sinb[tosa =sinb[&os B [tosa —sinaltosf [$in® BLEtosc +sinc3in” f [Eosa
Po vytknuti a Uprau
sinb[@osa [{L- cos’ B) = -sin® S [sinaltosp [tosc - sinc [t0sa)
Protozel-cos’ 8 =sin’  dostanemeifimo tvar sty sinus-kosinové:
sinblcosa =sinclcosa-sinalcosf[cosc

3. 2. 2. Vlastnosti sférického trojuhelniku

Pokud méame sférickiyojuhelnik ABC (a k rému polarni trojuhelnildoBoCo) plati:

a) Souet libovolnych dvou stran je & nez strana  feti.
Napriklad c<a+b. Proa+b=>180Ctoto plati, nebt c<18C¢. Pro0<a+b<180C
plati postups cosc =cosaltosh +sinalsinb[¢osy,cosy > -1,cosc > cos(a + b)
takzec<a+b.

b) Souet vSech stran je menSi nez 36€. a + b + ¢ < 360° Pokud vezmeme sf.
trojuhelnik ABC a doplnime ho na sféricky dvojuhelnik o vrchol&ghA;(Obr. 10),
snadno vidime, zé&, =18C¢° —b,c, =180 —c. Protoze z fedchoziho vime, zZe ve sf.

trojuhelnikuABC plati a <b, + ¢, snadno vidime, za+b+c <360 .



Obr. 10. Vlastnosti sférického. trojuhelnika
c) Souet vSech uhi je wtSi nez 180 a menSi nez 540tj. 180< a + S+ y< 54C.
Protoze 1z fedchozich vlastnosti vime, Zea,+b,+c,<360°, tedy ze

180 -a +180° - f+180° -y <36(° vidime, 2e a + [ + y >180°. ProtozZe
O0<a <180, 0<B<180C, 0< y<18C snadno vidime, Zg + S+ y<540C.

d) Proti stejnym stranam lezi stejné Ghly, pratisv strag lezi wtsi thel.
Toto plyne ze sinové a kosinovéty pro stranwa, b Kdyz vezmeme
sina=ksina,sinb =ksing, kdek je Zejm¢ kladné realnéislo, plati:
cosa — cosh = cosc(cosb — cosa) + sinc(sinbcosa —sinacosf),
(cosa - cosb)(1+ cosc) = ksinc(sin S cosa - sina cosp),

(cosa - cosb)(1+cosc) = ksincsin(8 - a),

kde 1+ cosc > Oa vSechny uhly jsou duté. Z toho vyplyva:

je-li a=btedy cosa-cosb< 0, pak jesin(8-a)<0,tedy S—-a < 0,
je-li a<btedy cosa-cosb= 0, pak jesin(8-a)=0,tedy S—a = O.

3. 2. 3. Typy sférickych trojuhelniki

Existuje rékolik speciélnich typ sférickych trojuhelnii. Jsou to pedevsim:
- pravouhlésfeérickeé trojuhelniky, které maji jeden uhel praSfrana proti pravému uhlu se
nazyvaprreponaa zbylé strany jsoadwsny:.
-rovnoramennéférické trojuhelniky, které maji &strany shodné. Tyto strany nazyvame
ramena zbyvajici strana jeadkladna
-rovnostrannésférické trojuhelniky, které maji vSechny strahgadné

3. 2. 3. 1. Pravouhly sféricky trojuhelnik
Zakladni vty sférické trigonometrie maji obecnou platnost lgsovolny sféricky trojuhelnik.
V piipadt pravouhlého trojuhelniku se vSalta sinova a kosinova vyrazajednodusi.
Polozmey =90°, v¢ta sinova pro pravouhly sféricky trojuhelnik paldbumit tvar:
sina =sincl[sina , sinb =sinclsinfs
a Wty kosinové pro pravouhly sféricky trojuhelnik seéni na:
cosa =sinflcos acosf =sina [cosb- kosinova ¥ta pro Uhel
cosc =cosalcos +kosinova ¥ta pro stranu.

Posledni tvar kosinové&ty pro stranu se nazyva sférickéa Pythagorova. Pouzijeme-li
2 4 6

rozvoj funkce kosinus v mocninndadu: cosx = 1—% +% —% +... dostaneme po Uprav
c® c* a’+b* a*+6a’h’*+b’
1-—+—-...=1- + -...
2 24 2 2



Pro velmi mal&islaa, b vyjde i velmi mal&islo ¢ a plati fiblizné vztahc® = a® +b*. Pro
velmi malé sférické trojuhelniky takiplizné plati Pythagorovadta rovinné geometrie.
DalSi vztahy pro pravouhly sféricky trojuhelnikn@zné odvodit z & sinovych a kosinovych
pro pravouhly sféricky trojuhelnik:
Vypocéteme-li cosa a cosb z kosinoveé vty pro uhel sférického pravouhlého trojuhelniku a
dosadime pak do kosinovéty pro stranu sférického pravouhlého trojuhelnikostaneme:
cosc = cotga [cotgs.
Délime-li dvé rovnice z ¥ty sinové pro pravouhly sféricky trojuhelnik & tom dosadime
vzdy jednu z rovnic kosinovéty pro uhel pravouhlého sférického trojuhelnikustameme:
sina =tgblcotgs, sinb =tgalcotga .
UZijeme-li postupa kosinoveé ¥ty pro Uhel, kosinovédty pro stranu a sinové&ty pro
pravouhly sféricky trojuhelnik, dostaneme:
cosa =tgblcotgc, cosp =tgalcotgc
Uvedené rovnice fpdstavuji vztahy, kterymi jsou vazany vzdiyz péti prvka pravouhlého
sférického trojuhelniku. Kterykoli Z¢hto vztali 1ze najit mechanicky pomodieperova
pravidlaa Do kruhového schématu zapiSeme nejptep@nuc, po stranachijehlé Ghlya,
a proti nim rozdily 90%, 90°bh. Potom podle Neperova pravidla plati, Ze kosinaid&ho
prvku v kruhovém schématu je roven &ow sini protilehlych prvk a zarové sowinu
kotangent prvi prilehlych. Nagiklad:
cosc = sin(90° - a) [3in(90° - b) = cot g [totga

77N
Jai &
\ )

90%a D0 b
o T

Obr. 11. Neperovo pravidlo

3. 2. 5. Riklady

Hi feSeni sférického trojuhelniku se snazimat yeho prvky a, b, cg, B, y a nebude nas
zajimat jeho umighi na sfée. Ri feSeni uloh fedpokladame, Ze prvky a, b,o,3, yO (O, 77),
coZ je nutna podminkigsitelnosti. Mkazy ukenosti sférického trojuhelniku ste&jjako dalSi
typy uloh jsou uvedeny v [1] .
3. 2. 5. 1. Trojuhelnik je uken tiremi stranami (Gloha SSS).

Trojuhelnik je jednozra¢ uréen femi stranami, plati-li:
0°<a+b+c<36CFaa<b+cb<c+ac<a+b
Piiklad: a =74°22',b =51°3,¢c =80°15'
Reseni: Strany spliji podminky, takZe tpravou kosinovéy dostaneme:

cosq = C0sa ~ cosh [cosc =0,2127= a = 77°43 '.Cyklickou zam¢nou dostaneme

sinb$inc

cosf =0,6143= £ =52°6 acosy=0= y=90°
3. 2. 5. 2. Trojuhelnik je uken tfemi uhly (Gloha UUU).

Trojuhelnik je jednozra¢ uréen ¥emi ahly, plati-li:
18CF<ag+[+y<b4CF aa+[B<y+180,[L+y<a+180C, y+a < +18C
Piiklad:a = 74°23, 3 = 75°14', y = 84°34'
Reseni: Uhly spiuji podminkyteSitelnosti i wkenosti, takZe rizeme pistoupit kieSeni.
Z vlastnosti sférickych polarnich trojuhelaifnizeme psat
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a, =180 —a =10744', b, =180° - £ =107, c, =18C° - y=100°5,¢imz jsme pevedli
Glohu typu UUU na ulohu typu SSS, kterou nynifegime(viz. vyse).
cosa, = -0378= a, =112°12
cosf, =-0,369= [, =111°38
cosy, =-029= ), =106°52.
Z uhhi polarniho trojuhelniku @fme strany zadaného trojuhelniku:
a=180-a, =67°48, b =180 - 5, =68°22', c =180 -y, =73°8
3. 2. 5. 3. Trojuhelnik je uken dwma stranami a Uhlem, ktery tyto strany sviraji (Ulcha
SUS).
Tr)ojL’JheInl’k je jednozn@n¢ uréen, pokud vSechny velikosti Ghlezi v intervalu 0 az 180°.
Priklad: a=76°44',b =120°31,y =108°12'
Reseni: Podminky genosti jsou spkny, takZze niZeme dopéitat stranwc pomoci kosinové
véty pro stranu:cosc = cosalcosb +sinalsinblcosy =-0,378= ¢ =112°14'. Nyni bychom

Glohuiesili jako tlohu SSS pro stramy b, ¢

3. 2. 5. 4. Trojuhelnik je uken stranou a d¥ma uhly k ni prilehlymi (Uloha USU).
Trojuhelnik je jednozré urcen, pokud vSechny velikosti thleZi v intervalu 0 az 180°.

Piiklad: a = 48°48, 8 = 74°34',c = 74°59'

Reseni: Podminky genosti jsou spkny, takZe nizeme dopéitat Uhely pomoci kosinové

véty pro Uhel: cosy =—-cosa [cosfB +sinalsinglcosc=0= y=90°.Tim jsme ziskali

zadani ulohy UUU, jejiZeSeni je popsano vysei¢pedeme na Ulohu SSS pomoci vlastnosti

sférického polarniho trojuahelniku).

3. 2. 5. 5. Pravouhly trojuhelnik je ugen dwma odwsnami. (Neperovo pravidlo).
Trojuhelnik je uten d¥ma stranami a Uhlem (pravym), ktery tyto stranyeagijipokud
vS8echny velikosti Ufil leZi v intervalu 0 az 180°. demefesit jako Ulohu SUS nebo vyuZit

Neperova pravidla.
Priklad: a = 29°09', b =65°44', y =90°
Reseni: Podminky tenosti jsou spkny, takze podle Neperova pravidla (Obr. 937eme
psétcosc = sin(90° - a) (3in(90° - b) = 0,358932= ¢ = 68°58 . Déle miizeme postupovat
podle Ulohy SSS nebo &pvyuzit Neperova pravidla:

cosa = cotg(90° - b) Eotg(c) = 0,852944= a = 31°28,

cosf = cotg(90° - a)[totg(c) = 0,214451= B =77°37.

4. Orientace na zemi a ve vesmiru

4. 1. Orientace na zemi
Pro uéeni polohy &lesa v prostoru je nutné zavést imlnicovou soustavu, ktera musi mit
definovanou zakladni rovinu prochazejictatkem soustavy seadnic a zakladni sén
Podle pgatku (stedu) sodnicové soustavy rozliSujeme:
- soudradnice topocentrické — maji gatek v mist pozorovani,
- sodradnice geocentrické — maji fgek ve sedu Zeng,
- soudradnice heliocentrické — maji gdtek ve sedu Slunce,
- sodadnice selenocentrické — majigatek ve sedu Mesice
a dalsi.
4. 1. 1. Pravouhla soustava sdadnic
Mezi nefastji pouzivané pat pravouhla soustava séadnic (Obr. 10.). Zde je
definovana zakladni roving ve které lezi misto pozorovatele {atek P) a sadiadnicové osy
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X, Y, které jsou na sebe kolmé. Zartveotatkem P kolmo k roviép prochazi teti osaz.

Poloha bodu H je pak tgna temi sodadnicemix, y, z Tato soustava se ozfge jako
kartézska satadnicova soustava

Mom

‘-:.:- -
5

=

Obr. 12. Pravouhla soustava sadnic

4. 1. 2. Sférické sotadnice
V geografii i astrologii se pro &eni polohy bod v prostoru ¢astji pouziva systém
sférickych soiadnic (Obr. 11.). Zakladni rovina je stejna jako vigdchozim fipad a

zakladni smarem je sndr kladné poloosy. Poloha bodu H je pak jednozma uréena délkou
pravodcer a velikosti uhi 1 ag.

Obr. 13. Polarni sdadnice
4. 1. 3. Zendpisné souradnice
Zengkouli protind osa zemské rotace ve dvou bodpohy severnim $a polu jiznim B
(Obr. 12.). Piisenice roviny, ktera prochazi bodeBa je kolma na osu zemské rotace se
zemskou kouli se nazyvZemsky rovnikPokud ztotoZnime rovinu rovniku s rovinpua
zvolime na rovniku libovolny boB (SB-zakladni snar), miZzeme vyjadit polohu jakéhokoli
bodu na zerkouli pomoci systému sférickych sadnicrz, pa, Aa. Prvni polarni saiadnice
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bodu A je rovna délce zemského polwmrz, druhd sotadnicepa se nazyvaengpisnou
SirkouboduA a teti sodadnicela se nazyv&enegpisnou delkouwoduA.

Obr. 14. Zemypisné sotadnice

Zengpisnou Siku mista lze obeéndefinovat jako Uheb, ktery svira normala daného
mista s rovinou rovniku. Udava se vrozmezi 0 a@°+%a sever od rovniku jakseverni
zemgpisna Stka a vrozmezi 0 az -90° na jih od rovniku jakdni zendpisna Skka.

Pianikem kulové plochy a roviny prochazejici bodémrovnol&Zzné s rovinou rovniku
dostaneme kruznici zvanawvnolezka (geometrické misto badse stejnou hodnotou).
NejdelSi rovnobzkou je Zejme¢ rovnik, nejkratSi rovnatZky jsou na pdlech, kde je jejich
délka nulova.

Pianikem kulové plochy a libovolné roviny proloZzenérmkou osou dostaneme hlavni
kruznici zvanouwolednik Polednik, prochazejici danym bodénse nazyvamistni polednik
Na rozdil od zerpisné Siky, kde je zakladem odt nejdelSi rovnokrka-rovnik, nelze
jednoznéné urit zakladni polednik, protoZe maji vSechny stejdélku. Byl proto smluvé
uréen zakladn( nulty) polednik prochazejici observéite Greenwiche. Tento greenwichsky
polednik byl zaveden az v roce 191%edRim byl zakladni polednik kladen diznych mist,
napiklad na ostrov Rhodos (Hipparchos) nebo na Kaméarsistrovy (Ptolemaios).

Zengpisna délka mista je 0heél ktery svira rovina poledniku prochazejiciho danym
mistem s rovinou z&kladniho poledniku. Udava sezwezi 0 az +180° na vychod od
greenwichského poledniku jakgchodni zedpisna délkaa v rozmezi 0 az -180° na zapad od
greenwichského poledniku jakdpadni zeepisné délka

Poloha kazdého bodu na zemi je tedy jedngnauréena zempisnou Sikou ¢ a
zenepisnou délkou 1, které nazyvamezemepisné sopiadnice Soustava polednik a
rovnolezek, vedenych ve zvolenych vzdalenostech se nazgrnépisna neboli geograficka
Sit.
4. 2. Orientace na obloze

HestoZze se vesmirndlésa nachazeji vienych mistech vesmirufipada nam, jako by
byla umiséna na pomysiné kulové ploSe — obloz#.UP¢ovani polohy&chto €les se pouziva
sférickych soiadnic v fiznych soéadnicovych soustavach.
4. 2. 1. Nebeska sféra
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Pri urcovani polohy vesmirnyckles na obloze si je promitame na mySlenou kulovoohu
0 zna&né velikém polondru. Tuto projekni kouli nazyvameebeskou sféro{©br. 13.).

Obr. 15. Nebeska sféra

ProtoZe pologr nebeské sféry ve srovnani s potoem zemskym mnohonasabrétsi,
muzeme ztotoznit misto pozorovatdkese stedem zerd S. Svisla gimka, vedena mistem
pozorovatele, protne nebeskou sféru ve dvou bodeehitu (nadhlavnik) Za nadiru
(podnozniky N. Rovina zemského rovniku protne nebeskou sférwukrici, které seika
swtovy rovnik Zemska osa protne nebeskou sféru ve dvou bodewlynim sitovém pdlu
Pssajiznim s¥tovém polu B, Rovina kolma na spojnici zenitu a nadiru, prolaZenistem
pozorovatele, protne nebeskou sféru v kruznicrdkse nazyvabzor Takto stanoveny obzor
se nazyvazdanlivy Rovina kolma k rovié obzoru, prochazejici mistem pozorovatele P,
zenitem Z, nadirem N a ¢ima swtovymi poly, protind nebeskou sféru v hlavni kraZni
ktera se nazyvanistni nebesky poledn(keridian).

4. 2. 2. Astronomické sobadnice

Polohadlesa na nebeské #&je v astronomickych séadnicovych soustavachaena
dvéma uhly. Podle zakladni roviny rozeznavanikatik typi sodadnicovych soustav.
4. 2. 2. 1. Obzornikové satadnice

Tyto sotadnice jsou topocentrické a jejich zakladni rovij@wbzor. Uhlova vzdalenost
objektu od obzorth je vySkaobjektunad obzoremPohybuje se v rozmezi -90° v nadiru az
+90° v zenitu. Obas se misto vySky nad obzorem pouziva zanitova vzdalenost (©°v
zenitu, 180°v nadiru).
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Obr. 17. Obzo'rnl'kové stadnice

Vychozim bodem obzornikovych sadnic jejizni bod obzoru Jktery dostaneme jako
priseik obzoru s meridiAnem. Druha $adnice této soustavy se nazyazamut A Je to uhel
mezi rovinou meridianu a rovinouwyskové kruznicérovina kolma k obzoru, prochéazejici
mistem pozorovatele adienym objektem). Azimut nabyv4 hodnot 0°az 360° &i ree od
jizniho bodu obzoru) ve snéru zdanliveho otéeni oblohy. V turistice se pouziva azimut
meéteny od severniho bodu obzdsu
4. 2. 2. 2. Rovnikové saiadnice

ProtoZze se obloha zdamipohybuje, mini se asem obzornikové stadniceh a A
daného objektu. Tuto nevyhodu nem@vnikova (ekvatorialni) soustava sgadnic jejiz
zékladni rovinou je rovina stového rovniku, prochazejicitetlem zerd (geocentricka
soustava).

Prvni sotadnice se nazyvdeklinaces. Je to Uhlova vzdalenostlésaH od zakladni
roviny swtoveho rovniku. Nabyva hodnot v rozmezi 0°az 90tglesa severniho nebe a 0°az
-90°pro tlesa jizniho nebe. Podobijipko u obzornikovych sdadnic i zde #kdy udavame
misto deklinacgdlovou vzdalenost mezi severnim stovym pélem adlesem (0°az 180°).
Podle vychoziho bodu rozeznavame dva druhy roviyikogoudadnic.

Pokud je vychozi bod stanoven jakdsatik meridianu a sstového rovniku, hovidme o
rovnikovych satadnicich prvniho druhuUhel mezi rovinou meridianu r@vinou deklinani
kruznice(rovinou kolmou k rovia swtového rovniku, prochazejici danyéesemH, ktera
vytne na nebeské stdeklina’ni kruznici, prochazejici ama s¥tovymi pdly) je hodinovy
Uhel t M¢ti se od roviny meridianu ve snu zdanlivého ot&eni oblohy k rovig deklinani
kruZnice tlesaH. Nabyva hodnotB24" (0°-360°).

Protoze se v fib¢chu ¢asu hodinovy Ghel t &mi, je feba zavést druhou s@anici jinym
zpusobem. Zavedeme proto pojaexkliptika Je to kruznice, v niz rovina étu Zeng kolem
Slunce protne nebeskou sféru. Sétewym rovnikem se ekliptika protne ve dvou bodech,
jarnim Q a podzimnimW. Rovina kolma k rovié rovniku, prochézejici jarnim a podzimnim
bodem, se nazyu@vina koluru rovnodennosti

U rovnikovych satadnic druhého druhie za vychozi bod zvolen jarni b6 Uhel mezi
rovinou koluru rovnodennosti a rovinou dekknakruznice danéhalesa, néieny od jarniho
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bodu proti zdanlivému oténi oblohy se nazyveéektascenze:.. Rektascenze nabyva hodnot
0"-24"(0°-360°) a plati® =t + a , kde® je hvezdnycas neboli hodinovy thel jarniho body

Obr. 18. Rovnikové s@adnice
4. 2. 2. 3. Ekliptikalni sowradnice
Pro uéovani polohy &les slunéni soustavy se pouzivagou-adnice ekliptikalni Zakladni
rovinou je rovina ekliptiky a zakladnim bodem jeolen jarni bodQ. Prvni sowadnici je
ekliptikaIni Sika 8, coz je Uhlova vzdalenost od zékladni roviny. Neébyodnot od -90°
v jiznim ekliptikalnim pdolu B (nachazi se v soubxdi Meouna) az do +90°severnim
ekliptikalnim pélu Bs (nachazi se v soubxdi Draka).

Obr. 19. Ekliptikalni sotadnice
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Druhou sowadnici je ekliptikalni délk&., coZ je uhel mezi rovinou prochazejici jarnim a
podzimnim bodem kolmou na rovinu ekliptiky a rouwing@rochazejici danym objektem
kolmou na rovinu ekliptiky. Miime ji od jarniho bodu proti sfru zdanlivého otéeni oblohy
a vyjadujeme ji ve stupnich 0°az 360°.
4. 2. 2. 4. Galaktické soradnice

Pro ugovani polohydles v nasi galaxii se pouzivaji $adnice galaktické. Za zakladni
rovinu se volirovina nasi Galaxie

Obr. 20. Galaktické sgadnice

Podobnym zjsobem jako u ijedchozich soustav zdecujemegalaktickou Stku b coz je
vzdalenost od z&kladni roviny. Nabyva hodnot -90fZnvim galaktickém pélu & (lezi
v souh¥zdi Soch#e) az +90° \severnimgalaktickém pélu Bs (lezi v souh¥zdi Viasi
Bereniky). Podobnym Zisobem wtujemegalaktickou délku (métime ji od vychoziho bodu,
ktery lezi v souhdzdi Stelce, ve sréru rostouci rektascenze).
4. 2. 3. Transformace sotadnic

Vzhledem k faktu, Ze se v astronomii pouZziic\sowadnych systéf je nutné znat
pievodni vztahy mezi soustavami gadnic.
4. 2. 3. 1. Transformace satadnic mezi obzornikovou a rovnikovou soustavou

Hi odvozovani pevodnich vztah vychdzime xautického trojuhelnikulde to sféricky
trojuhelnik na nebeské $&spojujici zeniZ, severni sitovy pol Pssa dany objekH. Mezi
témito body jsou na nebeské &évedenyii hlavni kruznice, mezPssa Z je to meridian,
meziPssaH deklinani kruznice a mezH aZ vyskova kruznice. Jak plyne z obrazku 19. Ize
strany a uhly nautického trojuhelniku vyfd pomoci rovnikovych a obzornikovych
souadnic:

PigH =90°-90,ZH =z2=90°-h,P,,Z =90° - ¢,
0ZP,H =t,0P,HZ =1, HZOP,, =180 - A,

Uhely je tzv.paralakticky Ghelktery k wtSing praktickych vypéti nepotebujeme.
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Obr. 21. Nauticky trojuhelnik
Pokud pouzijeme kosinovowtu pro stranu ZH sférického trojuhelniku dostaneme:

co90° — h) = co90° - J) [0 90° — #) +sin(90° - 3) (3in(90° — ¢) [Eost
a po uprav dostaneme vztalsinh=sind [sing + coso [cosg [cost .

Pokud pouzijeme sinovoltu ve tvaru:
sin(l8C° - A) _  sint

sin(90°-4)  sin(90°-h)’
tak po Upraw dostaneme vztatcoshHsin A = cosd [sint .
Pokud pouzijemedtu sinus-kosinovou ve tvaru:
sin(90° - h) [€oq18C° — A) = cod90° - 3) 3in(90° — ¢) — sin(90° - 3) [eo90° - ¢) [Eost
tak po Upraw dostaneme vztaltoshHcosA = -cosg [sind +sing [cosd [cost .
Tyto 3 vztahy pedstavuji transforn@ai rovnice, kdy ze znamych s@ulnic e, ¢, t hledame
obzornikové satadniceh a A. Pro opany prevod pouZzijeme stejného postupu a ziskame
rovnice:
sind =sinhsing — coshcosg [COsA,
coso [sint = coshisinA,
cosoO [cost = cosg [sinh+sing [coslicosA.
4. 2. 3. 2. Transformace satadnic mezi rovnikovou a ekliptikalni soustavou
Zde je postup obdobny, jako v minuléifippc. Vychazime ze sférického trojuhelniku
uréeného severnim &tovym polem Rs severnim ekliptikalnim pélem g a danym
télesem H. Uhly i strany sférického trojahelniku \dijine tentokrat pomoci rovnikovych a
ekliptikalnich sosadnic:
PesPss = €,PgH =90° - B,P,;H =90° -9,
OPsgPesH =90° = A, 0P:cHPss = ¥, OHP; P =90° +a.
Uhely se pro praktické vygity nepouzivég je thel mezi rovinou $ového rovniku a
rovinou ekliptiky. Pro epochu 2000 (tj.aen v roce 2000) je = 23°26'21,5".
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Obr. 22. Rovnikové a ekliptikalni sitagdnice

Uzitim stejnych ¥t a Uprav jako v fedchozi transformaci dostaneme transfa@maztahy
pro prevod rovnikovych saadnica, 6 na sowadnice ekliptikalni, S.
sinf =sind [coss —cosd [sing [sina ,
cosA [cosf =cospfcosa ,
sinA[cosf =sind[sing +cosd [cose [sina .
Pro opény prevod soiadnic plati vzorce:
sind =sinBcose +cospIsing [sinA,
cosd [cosa =cosfcosA,
sina [cosd = —singlsing + cosplcosesinA.

4. 2. 3. 3. Transformace satadnic na galaktické soutadnice
Tato transformace (i transformace k nidn@g se provadi podle specialnich tabulek.

5. Priklady zemgpisnych a astronomickych vypdtu

Piiklad 1

Zadani:

Urcete sférickou vzdalenost Lisabonu ( 9°11' z. d°428s. $.) a Ria de Janeira (43°09' z. d.,
22°55'|. 8.).

Reseni

Na zemské kouli vezmeme sféricky trojuhelAIRC takovy, Ze bod\ umistime do mista, kde
lezi Lisabon, bod do mista Ria de Janeira a b@dumistime do severniho zemského pélu.
Pokud si situaci fedstavime (nagklad na obr. 14), fizeme u&it stranua, b a Uhely
sférického trojuhelnikABC.

19



a=90°+22°55=11255", b =90° -38°42=51°18, y = 43°09'-9°11' = 33°58"
Nyni snadno wime hledanou vzdalenost bhio4, B, neboli stranu sférického
trojuhelnikuABC pomoci kosinovédty pro strantc:
cosc = cosalcosb+sinalsinblcosy,
cosc = cosl12°55(cos52184sin112551sin51°181c0s3358'=0,352709
€ =69°202849'=1,210332rd .
Pokud vezmeme polatnZene r = 6378km, je délka obloukdB rovna
d=rlc=77196 C 7700km.
Zaveér:
Sférickd vzdalenost Lisabonu a Ria de Janeirdilgizn¢ 7700km.

Piiklad 2
Zadani:
Vypoctéte azimut a vySku nad obzorem u planety VenuSe pazorovatele
v B¢ (p = 49°12'15") v okamziku, kdy je mistni dzdny cas @ = 5'08™"21°. V tomto
okamziku jsou ekliptikalni sdadnice Venuses = -2°17'12" 1 = 145°15'31,5".
Reseni
Pouzitim rovnicesind =sin S [cose + cosp [sing [sinA vypatitdme deklinaci Venusg
sind = sin(- 2°17'12") [£0s23°26'21,5% cod- 2°17'12') [$in23°26'21,518in145°15'31,5'= 0,18982272

0 =10°563208'".
Pouzitim rovnicecosd [cosa = cosf [cosd vypatitame rektascenzi Venuae

cosy = COSBlcosA _ cog-2°17'12") [cosl45°15'31,5" _ 0836282
Co<o c0£10°56'3208"
Protoze cos je zaporny, lezé ve druhém nebdedtim kvadrantu.
Toto ukeni Uhlua neni jednoznmeé @ nabyva hodnot 0°-360°), provedeme proto kontrolu
ve kterém kvadrantu se uhehachézi. Ufime sina z rovnice:
sina [cosd = —sing[sing +cospcose [sinAd ,
- sin(- 2°1712)(sin23°26'21,5 cod- 2°1712) [cos23°26'21,51sin145°15'31,5'
c0:1C°56'3208'
Protoze je sim kladny, leZia v prvnim nebo druhém kvadrantu. Ze ziskanych vysied
plyne, Zex lezi ve druhém kvadrantu. Takze=1464458 ,4ifevedeno n&asovou miru
a = 9'46""59,9,
Hodinovy Uhel t vypoitame ze vztah® =t +a :
t = 5'08""21°- 9'46""59,9 = -4"38""38,9
Je-li hodinovy Ghel zaporny, ziskame jeho spravmodnotu odétenim od 24 Tedy
t=24"-4"38""38,9 = 19'21™"21,1° = 290°20'16,5"

VySku nad obzorerh urcime z rovnicesin(h) =sind [3$ing + cosd [tosy [tost , tedy
sin(h) =sin10°563208'8in49°12'15'+ c0s10°563208'[¢0s49°12'151¢0s290°20'16,5'= 0,666564

h=21°30'34,4"
Azimut A urgime z rovnicecogh) (3in A = cosd [3int ,
SinA= coso [sint _ cosl0°5632081sin290°20'16,5" _ 0989525

cogh) c0s21°30'34,4"
A=-81°41'58,9".

Protoze i azimuA nabyva hodnot 0°-360°,musime provést kontroluevékn kvadrantu lezi.
Vyjdeme z rovnicecogh) [€0sA = —cosg [3ind +sing [tosd [tost a ukime CosA:

sing = =0,5482994
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—-Cc0s49°12'15'sin10°56'3208'+sin49°12'15'1c0s10°56'3208'1c0s290°20'16,5"
€0s21°30'34,4"
cosA=01443612

Protoze simA je zaporny a coé kladny, bude a lezet w#vrtém kvadrantu a jeho velikost
tedy budeA = 360° - 81°41'58,9" = 278°18'01".

Zavér:

Venuse se pro pozorovatele bude 21°30'34,4" nadretm v mist o azimutu 278°18'01".

COSA=

Priklad 3
Zadani:
Vypocététe délku denniho oblouku slunce na obloze vden nitim slunovratu
vBne ( ¢ = 49°12'15"). Deklinace Slunce jeo = -23°26'21,5".
Reseni

Vyjdeme ze vztahwsin(h) = sind [3ing + cosd [tosg [¢ost,, kdet, je hodinovy Ghel Slunce

v okamziku vychodu nebo zépadu. V tomto okamzikwygka slunce nad obzorehx0°,
mizeme proto vyjatt cost, = —tgg [Hgo = —tg49°12'15'[fg(- 23°26'21,5') =0,502350
takZet, = 59°50'39,8" = 59""22 7. Protoze hodinovy Ghé$ ndm udava polovinu denniho
oblouku tlesa na obloze, vynasobimiedvéma a dostaneme celou drahu Slunce na obloze:
2ty =7'58""45 £,

Zaver: :

V den zimniho slunovratu je slunce v Bmad obzorem"s8™"45, 2,

Piiklad 4

Zadani:

Stanovte azimuty vychadslunce pro 50° severnitky ve dnech rovnodennosti(deklinace
Slunced = 0°) a ve dnech slunovigtdeklinace Sluncé = £23°26'21,5").

Redeni:

Vyjdeme z rovnicecogh) [0sA = —cosg [3ind + sing [tosd [tost a z podminkyh = 0°.
DostanemerosA =-cosg [sind +sing [cosd [cost .

Kdyz dosadime za cass —tg¢ [tgd (Priklad 2), miZzeme psat:

COSA = —cosg [3ind +sing E:osJD_S'n¢ [sind _ _sind .
cosptosd  cosp

Pro rovnodennost jé = 0°, takZze co#\=0°. Zde musime dit, zda se jedna o zapad(lezi
mezi 0°az 180°Xi vychod( Ay lezi mezi 180°aZz 360°). ProtoZze c8s0° je A, = 90°,
Ay = 360°A; = 270°.

Pro zimni slunovrat jé = -23°26'21,5", takZe dostaneme

- Sm(_ 230252021’5) =-0,618832 Az=51°46'08,8"Ay = 308°13'51,2".
COs

Pro letni slunovrat jé = 23°26'21,5", takZe stejnymigmbem dostanenf,=128°13'51,2",
Ay =231°46'08,8".

Zaver:

Azimut vychodu sluncéy je ve dnech rovnodennogty = 270°, v dob zimniho slunovratu
Ay = 308°13'51,2" a v déldetniho slunovraté\, = 231°46'08,8".

COSA =
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6. Zaver

Prace se nezabyu@Senim otetenych problém, ale je zarena na vysétleni zakladnich
pojmi a vlastnosti. Toto téma je velice Siroké, takamnjse museatasto rozhodovat, kterou
cast nedokazovati zcela vynechat. Zdavémucten&i bych wele dopordil literaturu [1],
kde je sféricka trigonometrie popséna velice podkolGast, kde se dnuji sodadnicovym
soustavam maipdevsim popisny vyznam, aby &&n& uvédomil, Ze sférickou geometrii
muze vidit vSude okolo sebe. Uveden#iklady maji ilustrovat &které druhy zerpisnych a
astronomickych vypéta. V praci je pouzito #Si mnozstvi obrazk které vSak maji vyznam
pouze ilustrativni, proto prositten&e, aby omluvil pipadné nefesnosti
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