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Singularni pocatecni tloha pro obycejné diferencialni a integrodiferencialni rovnice

1 Uvod

Rada zakoni stanovenych na zakladé teorie pruznosti, elektrodynamiky a tepelné
vodivosti je zapsana ve tvaru:

y(z) = ku(z) (1.0.1)

kde u a y jsou odpovidajici fyzikdlni hodnoty hodnoty, £ je konstanta tmérnosti.
Jestlize u je tah a y prodlouZeni télesa, pak rovnice (1.0.1) vyjadiuje Hookuv zakon,
kde £ je modul pruznosti. Jestlize u je teplotni gradient a y-tepelny tok, pak rovnice
(1.0.1) vyjadiuje Faradayuv zakon, kde k je koeficient vnitini tepelné vodivosti
latky.

Uvedené rovnice predpokladaji okamzité urceni ustaleného stavu. Ve skutecnosti
zékony ve tvaru rovnice (1.0.1) neukazuji skutecné jevy, protoze v realném prostiedi
nedosdhneme ustaleného stavu okamzité, ale jen po néjaké dobé, ktera teoreticky
miuze byt od nuly do nekonec¢na. Naptiklad polarizace, vyvolané v elektrickém poli,
po zaniku elektrického pole nemizi ihned, ale bude pomalu klesat. Proto posuvny
proud bude i ve stejnosmérném poli. Tedy okamzity stav systému zavisi obecné na
stavu systému v predchézejicim casovém okamziku. Takové systémy jsou pak vétsi-
nou popsany diferencidlnimi a integrodiferencidlnimi rovnicemi s diferen¢nimi ¢i
separovatelnymi jadry s malym parametrem pii derivaci. Jestlize chovani parametru
mé funk¢éni charakter v dostate¢né malém casovém okamziku, ktery je napiik-
lad popsan funkei g(t) € C(J), g(t) > 0, g(07) =0, J = (0,t0], to > 0, pak
vySetfovani systémil vede na feSeni singularnich pocatec¢nich tloh, coz je jednim z
cilt disertacni préce.

<l
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2 Dosavadni vyvoj a souCasny stav problematiky

V padesatych letech minulého stoleti Cecik [8] poprvé systematicky vysetioval sys-
témy obycejnych diferencialnich rovnic v okoli singularntho bodu. Stanovil pod-
minky existence a jednoznacnosti feseni singularni poc¢atecni tlohy, vysetfil struk-
turu integralnich O-kfivek a nalezl posloupnost funkci konvergujici k O-kfivce v
pripadé jeji jednoznacnosti. Pozornost se soustiedila i na asymptoticky charakter
fegeni v okoli singularniho bodu. Prosenjuk a Jacenko [33| aplikaci Schauderovy
véty o pevném bodu stanovili asymptotiku feSeni nékterych t¥id nelinearnich difer-
encialnich rovnic 2. ¥adu v okoli singularniho bodu. Diblik [9] vySetfoval asymp-
toticky charakter feseni singularni poc¢atecni ilohy pro diferencidlni rovnice ¢astecné
fesitelnych vzhledem k derivaci. Konyuchova [31] studovala mimo jiné i singularni
pocatecni ulohu maticovych Riccatiho diferencialnich rovnic. Norkin [26], [27] se
zabyval strukturou integralnich O-kfivek v okoli singularniho bodu a stanovil di-
menzi integralni O-mnoziny nékterych tiid nelinearnich diferencidlnich rovnic 1.
fadu. Této problematice jsou déle vénovany prace [3], [10-19], [54-57] a fada dalsich.

Bajzakov [5] fegil problematiku asymptotickych rozkladi feseni linearnich i ne-
linearnich systému integralnich rovnic Volterrova typu v okoli singularniho bodu.

Dyshko, Konyuchova a Sudov [19]| vySetfovali pomoci Lyapunovych fad sin-
gularni okrajové problémy pro diferencidlni rovnice 3. fadu, které se vyskytuji
v teorii dynamiky kapalin. Smarda [36-39] ukéazal jak v kombinaci Wazewského
metody a Schauderovy véty o pevném bodu lze dokazat existenci a jednoznacnost
feSeni singularni pocatecni ilohy pro integrodiferencidlni rovnice se separovatelnym
jadrem. Bastinec a Diblik [6], [7] stanovili podminky existence feSeni singularni
Cauchy-Nicolettiho ulohy pro systém diferencidlnich rovnic véetné asymptotiky
feSeni.

Pomoci modifikované Wazewského metody s tzv. (n, p, z)-podmnoZinou vysetio-
vali Diblik a Nowak [18] singularni poc¢ateéni tlohu prosystémy oby¢ejnych dife-
rencidlnich rovnic. Zernov a Kuzina [55] vySetifovali singularni pocate¢ni tlohu
pro skalarni implicitni diferencialni rovnice 1. fadu. Stanovili podminky existence
neprazdné mnoziny spojité diferencovatelnych feseni véetné jejich asymptotiky.

Ve vy$e citovanych pracich byly mnohé vysledky dosazeny aplikaci Wazewského
topologické metody. V konkrétnich aplikacich této metody na systémy integrodife-
rencialnich rovnic jsou vSak nutné predpoklady postihujici bohuzel jen tzkou t¥idu
integrodiferencidlnich rovnic. Otazky existence a jednoznacnosti feseni nékterych
singularnich pocate¢nich dloh pro Volterrovy nebo Fredholmovy integrodiferen-
cialni rovnice byly vyfeSeny v pracich [40-44] pomoci Banachovy véty o pevném
bodu se specidlni exponencialni vAhovou normou.

Navrhim jednoduchych algoritmi na feSeni nékterych singularnich poc¢atecnich
tloh a otazkdm existence a jednoznacnosti feSeni Volterrovych a Fredholmovych
integrodiferencialnich rovnic véetné popisu asymptotickych vlastnosti feseni je véno-
vana predlozend prace.
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3 Cile disertace

Cilem disertace je studium existence, jednoznac¢nosti a asymptotickych vlastnosti
feSeni nékterych tiid obycejnych a zejména integrodiferencialnich rovnic v okoli
singularntho bodu. Jedna se zejména o singularni pocatec¢ni tlohy, které popisuji
chovéni elektrickych obvodi a vlastnosti terminionickych proudii.

Uzitim tvah analogickych myslence dikazu Lyapunovy véty o rozkladu [32]
bude feSeni konstruovano ve tvaru nekonecné fady a v pripadé Adomianovy dekom-
pozi¢ni metody budou feSeni singularnich poc¢atecnich tloh vyjadiena v uzavieném
tvaru. U obecnéjsich systémi bude pak stanoven i asymptoticky tvar feseni. U
integrodiferencidlnich rovnic nelze aplikovat Wazewského topologickou metodu ve
formé znamé pro obycejné diferencialni rovnice, nebot neznama funkce je pod inte-
gracnim znaménkem. Nezname tedy apriori smérové pole integrodiferencialnich
rovnic, ackoli toto smérové pole existuje. Jisté modifikace byly jiz publikovany v
pracich [21], [28] ale postihuji velice tizkou tfidu integrodiferencialnich rovnic.

Jednim z dalSich cili disertace bude tedy i navrzeni kvalitativni metody vySetio-
vani integrodiferencidlnich rovnic v kombinaci Wazewského topologické metody
znamé z teorie obycejnych diferencialnich rovnic s nékterymi vétami o pevném
bodu. Tato teorie pak bude rozsitena i na nékteré tiidy singuldrnich pocatecnich
tiloh pro integrodiferencialni rovnice véetné stanoveni asymptotiky feseni. Pro obecné
systémy integrodiferencidlnich rovnic Volterrova a Fredholmova typu pak budou
uzitim Banachovy véty o pevném bodu stanoveny podminky jenoznacnosti feSeni
pocatecni singularni tlohy vcetné spojité zavislosti na parametru. Vysledky pak
budou demonstrovany na konkrétnich ptikladech.
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4 Pripravna kapitola

4.1 Zakladni pojmy z teorie asymptotickych rozkladi

Nyni uvedeme zakladni pojmy a definice z teorie asymptotickych rozkladu feSeni,
které budeme pouzivat v nasledujicich kapitolach:

(i) f(x) = O(g(z)) pro x — x§ znamen4, Ze existuje pravé okoli bodu zy v némz

plati ‘%) < K, 0< K = konst.

(i) f(z) = o(g(z)) pro * — z§ znamena, ze lim_ % = 0.
$—>x0
(iii) f(z) ~ g(z) pro x — x{ znamend, 7e lim % =1
./L’_)ljo

Definice 4.1.1 Posloupnost funkei (¢, (z)) nazveme asymptotickou posloupnosti

pro x — xd, jestlize pro viechna n plati ¢, 1(x) = o(¢n(x)) pro z — x{.

Definice 4.1.2 Formalnifadu ) a,p, () nazveme asymptotickym rozkladem funkce
f(x) pro x — z§ do N-tého €lenu plati-li:

a) (¢n(r)) je asymptotickou posloupnosti pro z — x{.

N
b) [f(x) = > anpen(z)] = o(pn()) pro z — x4, 0 # a, = konst, coz budeme
n=1
N 00
znadit f(x) = Y. appn(x). Je-li N libovolné, pak f(x) =~ > anpn(z).
n=1 n=1

Poznamka 4.1.1 Pro pevné xq mize mit dand funkce nékolik asymptotickijch rozk-
ladi s riznymi asymptotickymi posloupnostmi. Napiiklad

1 = 1 =
~ -1 n—1,—n ~ 1 —on
1+z ;( T T ;(x )z

pro x — oo. Asymptotycky rozklad jednoznacné nedefinuje funkci f(z), napiiklad
funkce

(L) (e )1 +a)"
maji steng asymptoticky rozklad

pro x — 00. Je vsak nutno poznamenat, Ze pro danou asymptotickou posloupnost a
pevné xg lze koeficienty a,, rekurentné vyjddiit ve tvaru

Uy, = lim, { [f(x) - Z_ angpn(x)] [(pm(:v)]_l} , m=1,..,N

$—>I0
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4.2 Wazewského topologickd metoda

Necht f(t,y) je spojita funkce, ktera je definovana na oteviené (¢, y)-mnoziné ) C
R x R”, Q° je oteviend podmnozina €, 90° je hranici Q° vzhledem k mnoZiné
Q, a Q' je uzavérem Q° vzhledem k mmnoziné €. Uvazujeme systém obycejnych
diferencialnich rovnic:

y = f(t,y). (4.2.1)

Definice 4.2.1 (|22]) Bod (to,yo0) € QN IN° nazveme vystupnim bodem (vstup-
nim bodem) mnoZiny Q° vzhledem k systému (4.2.1), jestlize pro kazdé reseni sys-
tému (4.2.1), s pocatecni podminkou y(ty) = yo ezistuje € > 0 takové, Ze (t,y(t)) €
Q0 proty—e <t <ty (to <t <to+e). Vistupni bod (vstupni bod) (to,yo) mnoZiny
Q% nazveme bodem ostrého vijstupu (bodem ostrého vstupu) mnoziny Q, jestlize
(t,y(t)) & Q° na intervalu ty < t <t + ¢ (to—e<t<ty) .

Necht u(t,y) je realna funkce definovana v Q0 a necht y(t) je feSeni systému (4.2.1)
vyhovujici pocateéni podmince y(tg) = yo. Jestlize funkce u(t,y(t)) je diferenco-
vatelna v bodé t = ¢y, pak jeji derivace se nazyvé derivaci podél trajektorie y(t) v
bodé (to,y(ty)) a znaci se u(ty, y(to)). Jestlize u(t,y) ma spojité parcialni derivace
v €, pak jeji derivace podél trajektorii systému (4.2.1) existuji a plati

i ou(t,
u(t,y) = # +gradu- f(t,y),
kde ” -7 zna¢i skalarni soucin a grad u = (g—;, ce %).

Definice 4.2.2 (|22]) Otevrenou podmnoZinu Q° mnoziny Q nazveme (u, v)-podmno-
Zinou mnoZiny Q vzhledem k systému (4.2.1), jestlize plati:

(1) Emistuji funkce u;(t,y) € C*(QR), i =1,....,m av;(t,y) € C[Q,R],

j=1,....n, m+n >0 takové, Ze

Q= {(t,y) € Q:ui(t,y) <0, v;(t,y) <0 Vi,j}.

(2) 1a(t,y) < 0 pro derivace funkei uy(t,y), o = 1,...,m podél trajektorii sys-
tému (4.2.1) na mnoZiné

Uo ={(t,y) € Q:un(t,y) =0, wi(t,y) <0, vi(t,y) <0, Vjai#al.

(3) va(t,y) > 0 pro derivace funkcei vg(t,y), 5 = 1,...,n podél trajektorii sys-
tému (4.2.1) na mnoZiné

Vi ={(t,y) € Q:ug(t,y) =0, ui(t,y) <0, vi(t,y) <0, Viaj#pG}.

Mnozinu viech vystupnich bodii (bodi ostrého vystupii) budeme znadcit Q2 (Q0).
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Lemma 4.2.1 (|22]|) Necht Q° je (u,v)-podmnoZinou mnoziny Q vzhledem k sys-
tému (4.2.1). Pak

a0, — a0 = v\ ) v
p=1

a=1
Definice 4.2.3 (|22]) Necht X je topologicky prostor a B C X.

Necht A C B. Funkcir € C(B, A) takovou, Ze r(a) = a pro vSechna a € A,
nazveme retrakei mnoziny B na mnoZinu A v topologickém prostoru X.

MnozZinu A C B nazveme retraktem B v X, jestliZe existuje retrakce mnoZiny
B na mnoZinu A v topologickém prostoru X.

Véta 4.2.1 (Wazewského véta [22]). Necht je mnozina Q° (u, v)-podmnoZinou mno-
Ziny Q vzhledem k systému (4.2.1). Necht je Z neprazdnd kompaktni podmnoZina
QU Q0 takovd, Ze mnoZina Z N Q2 neni retraktem mnoZiny Z, ale je retraktem
mnoziny Q0. Pak existuje alespori jeden bod (ty,vyo) € Z NQ° takovy, Ze graf Fesent
y(t) Cauchyho ilohy y(ty) = yo pro (4.2.1) lezi v mnoZiné Q na svém pravém
mazximdlnim intervalu existence.

Poznamka 4.2.1 UvazZujme nyni pocatecni wilohu

y' = f(t,y),  y(0") =0, (4.2.2)

kde f € C(I,R"), I = (0,to], to > 0, tj. obecné v bodé t = 0 nejsou splnény
podminky existence Teent pocatecni dlohy (4.2.2). V tomto piipadé budeme hovoril
o singuldrni pocdtecnt uloze pro systém obycejngch diferencidlnich rovnic a bodt = 0
budeme nazgvat singuldrnim bodem systému y' = f(t,y).

5 Singularni pocatecni tiloha pro jisté tiidy skalarnich
diferencialnich a integrodiferencialnich rovnic

5.1 Taylorova metoda reSeni

Uvazujme singuldrni pocatec¢ni tlohu tlohu

y' + %y’ + f(z,y) = g(x), y(0)=A, y(0) =B, (5.1.1)

kde z € J = (0,1], f(z,y) € C(J x R), g(x) € C(J). V piipadé, ze f(x,y) =
f(y), g(x) = 0, dostavame diferencialni rovnici Lane-Emdenova typu, kterd méa
velky vyznam v teorii termionickych proudu a stelarnich struktur [24], [35]. Existuje
fada praci, které jsou vénovéany konstrukei feseni pocatecni ulohy (5.1.1) pomoci
nekonenych fad nebo perturbac¢ni techniky. Napiiklad Wazwaz [51-53] konstruoval
feseni (5.1.1) uzitim Adomianovy dekompozi¢ni metody. Russel a Shampine [35]
vySetfovali rovnici (5.1.1) v pripadé, ze f(z,y) = ky + h(x) lyengar a Jain [27]
stanovili numerické algoritmy pro konstrukei Feseni pocate¢ni ulohy (5.1.1).

8
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V této kapitole budeme modifikovat pomoci Taylorovy fady algoritmus navrzeny
Wazwazem [52] a zobecnény Hasanem a Zhunem [23| pro feSeni diferencidlnich
rovnic Lane-Emdenova typu. Navrzeny algoritmus mé nasledujici kroky:

(i) Z rovnice (5.1.1) vypocteme prvni derivaci, tj.

,o1 1

v =5 lege)) -

1
[2f(z,y)] = 52y
Obecné k-ta derivaci je pak tvaru

1
k) _ (k=1) _
v = = logla)

kde k = 1,2,. ...

1
E+1

1
[ f )] = g™,

(ii) Z pocatecnich podminek y(0) = A, y'(0) = B vypocteme derivace
y"(0), y"(0), ...,y™(0)
(iii) Sestrojime Taylorovu fadu se stfedem v bodé x = 0 tj.

(0 "0 an (k) 0
y@) =y(0) + L T2 Oy 0O

Navrzeny algoritmus budeme demonstrovat na nasledujicich ptikladech.
Piiklad 5.1.1 Uvazuyme singuldrni pocdtecni ilohu
y' + ;y’ — (422 +6)y =0, y(0)=1, ¢/(0) =0. (5.1.2)
Jednotlivé derivace jsou tvaru:
Y = sy(42® + 6z) — say”

y' =3y’ (42° + 62) + y(122° + 6)] — g2y”
y" =1y (42® + 62) + 2y (1227 + 6) + 24zy] — Txy™

y@ = £ [y (42® + 62) + 3y (1222 + 6) + T2y'x + 24y] — %g;y(5)
y©® =1 [y® (42 + 62) + 5y™ (1222 + 6) + 240y"x + 240y"] — Lay™®

Z pocatecnich podminek y(0) = 1,4/(0) = 0 dostavame
y"(0) =2, y"(0) =0, y¥ =12, y® =0, y© =120, ...
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Taylorova tfada je pak tvaru

2 4 6 4 1.6 5

_ v x v _ 2, T T e
y() = 14+25 +127 +12055 + =142’ + ot g o=t
Regenim (5.1.2) je tedy funkce y(z) = e, Je z¥ejmé, Ze vySe uvedeny postup se
dé aplikovat i na obecnéjsi singuldrni pocatec¢ni tlohu

V' Ty fey) = g(@). y(0) = A, y/(0) = B, (5.1.3)

kde n € R, pak algoritmus pro k-tou derivaci je tvaru

1

k) — = (k=1) _
e )

1

+k 1[l’f(x,y)](k_l)——1 ry®*Y,
n p—

n+k—1
kde k=1,2,....

5.2 Adomianova metoda reSeni

V této kapitole uvazujeme singularni poc¢atecéni tlohu pro Lane-Emdenovu rovnici
2
y' + ;y' +fy) =0, y(0)=A, y/(0)=B, 0<xz<1, (5.2.1)

A, B € R, f(y) je spojita funkce. ReSeni bude konstruovano pomoci Adomianovy
dekompozi¢ni metody. Existuje fada praci 2], [4], [34], [35], [45-50] vénovanych
riuznym modifikacim Adomianovy dekompoziéni metody a perturba¢nim metodam
pro obyc¢ejné i parcidlni diferencidlni rovnice. Mimo to jsou znamy i diferen¢ni
metody FeSeni dané tlohy, které jsou detailné popsany v pracich Chawla and Kat-
tiho [25], Iyengara and Jaina [27] a El-Sayeda [20].

N&s pristup bude piedeviim vychazet z vysledku prace Wazwaze [52], které
budeme modifikat pro poc¢ate¢ni singulérni tlohu

Y ) = gl@), ) =4, y(0) =B (522)

Dle Adomianovy dekompozi¢ni metody vyjadiime rovnici (5.2.2) ve tvaru

Ly = —f(z,y) + g(z). (5.2.3)
Operator L definujme nasledovné:
d d
L=x7?—(2*°—). 5.2.4
o dx (:13 da:) ( )

Inverzni operator L~! je pak tvaru

L) = /Ow:ﬂ /Ox 2*()dxdz. (5.2.5)
10
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Aplikaci L™! na rovnici (5.2.3) dostavame
y(r) = A+ Bx + L 'g(z) — L f(z,y). (5.2.6)

Reseni y(z) a funkei f(z,y) vyjadiime ve tvaru nekonetnych fad

y<x) = Zyn(x)’ f(xv y) = ZATL’ (527)

kde slozky y,(x) feSeni y(z) budou stanoveny pomoci rekurentnich rovnic, A, jsou
Adomianovy polynomy, které jsou konstruovany pro riizné t¥idy nelinearit pomoci
algoritmi navrzenych Adomianem [1] a v poslednich letech zejména Wazwazem
[52], [53]. Dosazenim (5.2.7) do (5.2.6) dostavame

Z Yn(r) = A+ Bx+ L 'g(x) — L7 Z A, (5.2.8)
n=0 n=0

Abychom uréili slozky FeSeni y, () pouzijeme Adomianovy rekurzivni relace, které
jsou v naSem piipadé tvaru

yo(r) = A+ Bx+ L 'g(w),

yi(z) = —L'(A),

yo(r) = —L'(Ay), (5.2.9)
ys(x) = —L'(Ag),

kde

Ay = f(uo)

Ay = g (d/dug) f(uo)

Ay = us(d/dug) f(ug) + (ui/2!) (d°/dug) f(uo)

Ay = s (d/dug) f(ug) +urus (d/dud) f(uo) + (ui/3!) (d*/dul) f(uo)

(5.2.10)

Z rovnic (5.2.9), (5.2.10) dostavame pak slozky v, (z) rekurzivng, n-ta aproximace

je pak tvaru
n—1
&0 =D Y-
k=0

Z uvedeného postupu vyplyva, ze vhodnym vybérem operatoru L bude mozné fesit
i obecnéjsi pocatecéni singulérni tlohy.
Uvedeny postup budeme ilustrovat na nésledujicich ptikladech:

Piiklad 5.2.1 Uvazujme singuldrni pocdtecni wulohu

2
Y+ =10y = 122102, 4(0) = y/(0) =0. (5.2.11)

11



Singularni pocatecni tloha pro obycejné diferencialni a integrodiferencialni rovnice

Tedy
Ly =12 — 10z* + 10y. (5.2.12)

Aplikaci L™! na rovnici (5.2.12) dostaneme
d
Ly = 22° — ﬁx6 +10L™(y). (5.2.13)

Rekurzivni rovnice jsou pak tvaru

)
_ 9.2 6
yo(x) = 2z 51%
Yesr(r) = 10L*(y), k>0 (5.2.14)

a slozky teSeni y(x) jsou tvaru

5

yo = 22%— ﬁx6

o 2518
o= 756

B 528 25210
Y27 91 T 8316

B 2518 125212
BT 56T 648648

25210 62514

— — 5.2.15

i 8316 3243240 (5.2.15)
Je zfejmeé, 7e vyrazy —25—1556, —% — 2853””11(;), které se vyskytuji ve slozkach yo, y3, y4,

jsou opa¢ného znaménka. Odtud plyne, Ze FeSeni poc¢ateéni singularni ulohy (5.2.11)
je tvaru
y(r) = 20% + ot

5.3 Asymptotické rozklady reSeni

Existenci a asymptotickému chovani feseni singularnich poc¢atec¢nich tloh pro obyce-
jné a integrodiferencialni rovnice byla vénovana fada praci (napf. [10-17], [29-31],
|36-38]). Jednalo se pFedevs§im o stanoveni postacujicich podminek pro existenci
feSeni v predem dané oblasti homeomorfni kuzelu s vrcholem v poc¢atecnim bodé.

Jako vhodny aparat pro stanoveni asymptotiky reSeni se ukazala teorie asymp-
totickych rozklad feseni. V tomto sméru jsou vyznamné zejména vysledky Diblika
[9], ktery konstruoval asymptotické rozklady feseni pro singularni po¢ateéni prob-
lémy nelinearnich oby¢ejnych diferencialnich rovnic vzhledem k obecnému FeSeni
pridruzené homogeni rovnice. Jeho vysledky lze modifikovat i pro jisté t¥idy inte-
grodiferencidlnich rovnic se separovanymi jadry.

Uvazujme nésledujici singularni poc¢atecni tlohu:

g(@)y' =y + /x ( > uz’j<x>vij(3)yi(x>yj(8)> ds, y(0%) =0, (5.3.1)

0% \itj=1

12



Singularni pocatecni tloha pro obycejné diferencialni a integrodiferencialni rovnice

kde w;;(z), vij(xz) € C(J), J = (0,z0], xo > 0 je dostatetné malé.

ReSeni rovnice (5.3.1) budeme hledat ve tvaru jednoparametrické asymptotické
rfady

y(@,C) =Y ful)e"(z,0), (5.3.2)

fi(z) =1, fu(x), h > 2 jsou neznamé funkce, C' # 0 je kontanta, ¢(x, C') je obecné
feSeni diferencialni rovnice

g(x)y =y,

swcr-cen| [ 2]

Dosazenim (5.3.2) do (5.3.1) a porovnanim vyrazi u stejnych mocnin ¢"(z, C),
h > 2 dostavame systém rekurentnich rovnic pro neznamé koeficienty f,,(x), h > 2.
Obecny tvar rovnic ma velice komplikovany tvar (viz.[38]) a pro naSe nésledujici
uvahy neni potiebny.

Pro stanoveni asymptotickych rozkladu feSeni rovnice (5.3.1) ndm bude stacit
vychéazet z vysledki platnych pro obyc¢ejné diferencialni rovnice.

tedy

Uvazujme nésledujici diferenciélni rovnici

g(z)y" = qy + p(z). (5.3.3)

Diblik [2]| stanovil asymptotické odhady feSeni rovnice (5.3.3), coz mizeme zfor-
mulovat nasledovneé:

Véta 5.3.1 UvazZuyme ndsledujici podminky:

I) Necht q je konstanta, ¢ < 0, g(x) € C'(J), g(x) > 0, lim+ g(x) =0, ¢ (z) ~

I—>.’D0

1 (2) g™ (z) pro v — xf, A\ >0, lim+ 1(x)g™(z) =0, T je libovolné kladné

J!—)(L’O

¢islo.

1) p(z) € C(J), p(x) =bo(x)g*(x) + O(bi(2)g* (), € >0, lim bi(z)g'(z) =

0, i =0,1, by(z) € C(J), bo(x) # 0, by(x) ~ a(x)g*2(x) pro ;—> zd,
Ay +1>0, lim ¢y(x)g"(x) =0, lim g™ (x)(bg(x))"t = 0.

ZI!—)"L’O :E—)CEO

Pak rovnice (5.3.3) md jediné feSeni na intervalu J, které lze vyjadrit ve tvaru

y(r) = %bo(w)gk(w) +0(g" (@), ¥'(x) = 03" (2)), (5.3.4)

kde v € (A, A4+ min{Ay, Ao + 1, €}).
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Singularni pocatecni tloha pro obycejné diferencialni a integrodiferencialni rovnice

Nyni ukdzeme, ze vysledky Véty 6.3.1 lze aplikovat i na integrodiferencidlni rovnice
tvaru (5.3.1).
Postup ukazeme na nésledujici integrodiferencialni rovnici

2y =y + /Or xy?(2)y(s)ds. (5.3.5)

+

V tomto piipadé i = 2, j = 1, ugi(z) = x, va1(s) =1, p(z,C) = Cexp (# — ﬁ)
0

Demonstrujme konstrukei asymptotického rozkladu feseni (5.3.5) do t¥etiho radu
véetné. Pak

Y= gp(x, C) + fQ(x)QDQ(xv O) + fg(ZL‘)QDS(ZE, C) (536)

r_ 90(3:70) 2 " (1 fg([E) 3 T "1 f3(x)
= 221 20,0 (o) + 228 1 o) (0 + 328 3
Pay(s) = ¢, O)els, O). (559

Dosadme (5.3.6), (5.3.7), (5.3.8) do rovnice (5.3.5), dostavame pak

o+ (@ f+2f)¢" + (2°f5+3f3)¢°
= o+ o’ + f30° + / xp*(z,C)p(s, C)ds.

o+
Porovnanim koeficientii u stejnych mocnin ¢ dostavame
ot 1=1
' o 2 fo42fa=fo
& i BHE3h=hte@.0) [ 5w 0 Os

o+
Pro neznamé koeficienty fo(x), f3(x) ziskime nasledujici rovnice:
22 fy = —fo. (5.3.9)

T

2 fi = —2fs + 2o !, C’)/ (s, C)ds. (5.3.10)

0+
Z (5.3.9) plyne, ze fo(z) = [¢(z,C)] . Polozme

T

u=p (zx,C) /0+ ©(s,C)ds. (5.3.11)

Derivovanim (5.3.11) dostavame diferencialni rovnici
2 = —u+ 2°. (5.3.12)
ktera je tvaru (5.3.3). Nyni ovéime predpoklady Véty 6.3.1. Je ziejmé, ze

g(l’) = xga q= _17 p(x) = x3’

14



Singularni pocatecni tloha pro obycejné diferencialni a integrodiferencialni rovnice

tedy

Wl

J(x) = 322~y ()9 (2) = 3(2%)} = Ay = ; () = 3,

: T I K I\T __
lim 9y (2)g7(2) = lim 3(2%)" =0,
kde 7 je libovolna kladna konstanta. Ovéime piedpoklad IT)

p(x) = bo()g* () + 0(by(2)g™").

V nagem piipadé plati 2% = 1(2®)! = by(x) = 1, A = 1,b1(x) = 0. Zvolme ¢ > 2 .
Jelikoz bj(z) = 0, pak hs(z) = 0. Zvolme konstantu Ay +1 > 2.
Odtud lim ty(z)g™(z) =0, lim g (x)(bo(z))™' = 0,v € (1, 14min{2/3, \o+1, €}.

T—T( T—Tq

Tedy v € (1, 2) a FeSent diferencidlni rovnice (5.3.12) ma asymptoticky tvar

D
u=2"+0(z"), ve(l, §>
Nyni rovnice (5.3.10) je tvaru
D
Pf = —2f + 2t + O™, ve(, g) (5.3.13)

Aplikaci Véty 6.3.1 na rovnici (5.3.13) dostéavame A\, = 2/3, p(z) = z* + O(z* ).
Odtud
bo(x) =1, A\ = Zgi,bl(ac) = 1. Polozme ¢ = v — 1, 99(z) = 0. Zvolme Ay + 1 > %,
pak v, € (%, 2) a feSeni rovnice (5.3.13) ma asymptoticky tvar

1

f3(x) = §x4 + O(2™).

Dostavame tedy, ze asymptoticky rozklad feSeni y(x) rovnice (5.3.5) je tvaru
y(xv C) ~ fl(l’)g0<$, C) + fQ(x)<)02(I7 C) + fg(x)§03(£l}, C)
1
= 2p(z,0) + (51‘4 + O(x3”1)> ©*(x, C).

5.4 Asymptotické odhady reSeni

vz

Obecnéjsi singularni pocatec¢ni tlohy pro diferencialni a integrodiferenciélni rovnice
rozieSenych (a nebo neroziesenych) vzhledem k derivaci neznamé funkce byly stu-
dovany v pracich 3], [19], [55], [56]. Je v8ak potieba zduraznit, Ze velice mala
pozornost byla vénovana asymptotickym vlastnostem feSeni.

V této kapitole se predevsim soustfedime na asymptotické odhady FeSeni pro
jisté ttidy integrodiferencialnich rovnic a to vzhledem k obecnému feSeni pridruzené
homogenni diferencidlni rovnice. Metody vySetifovani budou zaloZeny na kombinaci
Wazewského topologické metody a Schauderovy véty o pevném bodu.
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Singularni pocatecni tloha pro obycejné diferencialni a integrodiferencialni rovnice

Uvazujme nésledujici pocatecni singularni ilohu

t

00/ 0 = aytt) 14 £ (200, [ KCes.ptehas) |

0 (5.4.1)
y(07) =0,

kde f € C(JxRxR,R), K € C(J x JxR,R), J=(0,t], to > 0.

Predpokladejme, Ze funkce g, f, K splhuji nasledujici podminky:

(i) a >0 je konstanta, g(t) € C'(J), g(t) >0, g(0%) =0, ¢'(t) ~ ¥ (t)g*(t) pro
t— 0", A>0, ¥(t)g"(t) = o(1) prot — 0T pro kazdé T >0, ¢ € C(J,RT).

(ii) 1f(t,u,0)] < Jul + o], | foe Kt s,y(t),y(s))ds| < r(D)]yl, 0 <r(t) € C(),
r(t) = ¢(t,C)o(1) pro t — 0T, kde ¢(t,C) = Cexp (fti ﬁds) je obecné
resent rovnice g(t)y'(t) = ay(t) .

Véta 5.4.1 Predpoklddejme, Ze podminky (i), (ii) plati pro kazdé C # 0, pak exis-
tuje Tesent y(t, C') pocdteéni problému (5.4.1) takové, Ze

(1, C) — ¢ (t,0)| <6 (62, i=0,1, (5.4.2)

prot € (0,t2], kde 0 < t* <ty, § > 1 je konstanta a t*> zdvisi na 5, C.

6 Systémy integrodiferencidlnich rovnic

6.1 Singularni pocate¢ni tloha pro Volterrovy a Fredhol-
movy integrodiferencialni rovnice

Problém vysetifovani Fredholmovych rovnic spoc¢iva v tom, 7e nevystacime s
Lipschitzovymi konstantami jako v ptipadé Volterrovych rovnic. Je proto nutné
zavést jisté vahové normy exponencidlniho charakteru a modifikovat Lipschitzovy
podminky, coZ je napiiklad ukézano v pracich [43|, [44]. Dukazy v8ech vysledki
v nasledujicich vétach a to i v pripadé implicitnich systému jsou zalozeny na ap-
likaci Banachovy véty o pevném bodé. V této kapitole rozsitime vysledky praci [43],
|44] na jistou tiidu smiSenych Fredholm-Volterrovych integrodiferencialnich rovnic
zavislych na parametru .

Uvazujme singuldrni poc¢atec¢ni tlohu:

t 1

ww:fcww, Ko (5, y(t), y(5))ds, Kﬂﬁw@w@%w)

0+ 0+
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Singularni pocatecni tloha pro obycejné diferencialni a integrodiferencialni rovnice

(6.1.1)

y(0F, 1) =0,
Predpokladejme, Ze plati nasledujici podminky:

I) F:Q—R", FeC'%N),
Q = {(t,ur, ug,uz, 1) € Jx (R")* xR Jus| < (1), Jug| < P(t), |us| < (1)},
J=1(0,1],0 < ¢(t) € C°(J), ¢(07) =0, 0 <(t) € C°J), || znaci obvy-
klou normu v R", ‘
|\ F(t, 1y, U, s, pt) — f(taﬂlaﬂ%@?nli)‘_ﬁ Zle M;|a; — ;|
pro vSechna (t,ﬂlyﬂg,ﬂg,ﬂ), (t,ﬂl,ﬂgﬂg,,u> eQ, M;>0,1=1,2,3.

I) K; : Q' = R", K; € C%Qy), Q1 = {(t,5,w,v) € I x JXR" xR : |w| <
Qb(t) 7|U| S ¢(t) }7 ’Kl(ta_s7_m7@) - Kl(t’saw76)|_§ [N1|w_w | + ]y2|6_5 H?
|Ky(t,5,W,0) — Ky(t, s,w,0)| < [N3e*sD|w — w] + NyeMt=2) v — 1]
pro viechna (¢, s,w,0), (t,s,w,0) € U, N; >0, j =1,2. A > 0 je dostatecns
malé konstanta, takova , 7ze

My 4+ MyNy + M3N3 + MsNy — M;yN,
\ + 2 < 1.

Nyni muzeme zformulovat zakladni vysledek tykajici se existence a jednozna¢nosti
feSeni dané pocate¢ni tlohy:

Véta 6.1.1 Necht funkce F(t,uq, ug,us, ), K;(t,s,w,v), j = 1,2 spliiuji pod-
minky (I), (II) a navic

t

A< gl 0<a) €CU). [ aolds < o),

+

/ (2(5) + 98())0(s)ds < B6(t), a+B< 1,

+

pak pocdtesni uloha (6.1.1) md jediné resent y(t, u) pro kaZdé pn € R, t € J.

Véta 6.1.2 Necht plati predpoklady Vety 7.1.1 a necht existuje konstanta L > 0 a
integrovatelnd funkce v : Jy — Jo, takovd, Ze

| F(t, ur, ug, us, p2) — F(t,ur, ug, uz, pr1)| < ()| p2 — ],

kde (t,u1,ug,us, p), (t,u1,us, us, jtz) € Q a

t
¢
dsy <L
ieh {e /o+7(8) 8} -

pak Fesent y(t, i) poédtecnt ulohy (6.1.1) je spojité vzhledem k proménnygm (t, ) €
J x R.
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6.2 Singularni pocatec¢ni tloha pro implicitni Volterrovy a
Fredholmovy integrodiferencialni rovnice

V této kapitole se nejdiive soustfedime na vysetiovani implicitnich Volterrovych in-
tegrodiferencialnich rovnic, které nepredpokladaji modifikace Lipschitzovych pod-
minek.

Uvazujme nésledujici singularni pocatecni tlohu:

y(t)=F (t, y(t), /0+ K (t,s,y(s),y(s))ds, ,u) , y(i)(0+, p)=0,i=0,1. (6.2.1)

Predpokladejme:

(i) F:Q SR, FeC@), O = {(t,u,usp) € [ xR x R* x R :
’ul‘ < ¢1(t)7 ’uQ, < wl(t)}v I = (Oatl]a t1>0,0< ¢1(t> S O(I)7
$1(07) =0, 0 <y(t) € C(I), |.| znadi obvyklou normu v R™.

2

|F (t7u_17 u_27 :u) - F (tau:h u:27 ,u) | S Z lz|u_z - u:z| pro vSechna (tau_lv u_27 :u)a
i=1

(tvu:h UZQ,,LL) € Q*7 lz > Oa L= 172

(ii) K:Q) - R", KeC' ), Qb ={(t,s,v1,1n) € x I xR x R":
1] < 01(t), |vel < (1)}

2

K (t,s,71,70) — K (t,s,71,2) | < > m|7; — ;] pro vSechna (t, s, 71, 73)
=1

(t,s,71, 15) €Y, m; >0, j=1,2.

Véta 6.2.1 Necht funkce F(t,uy,us, p), K(t,s,v1,v2) spliiuji podminky (i), (ii) a
navic

2
|F| S Zcz(t)|u,|, 0< Cl(t) S C(I), 1= 1,2,
i=1

ci(t) " P1(s)ds < argu(t), ca(t)r(t) < Bign(t),

kde cv1, [y jsou kladnd ¢isla takovd, Ze oy + 1 = 1. Pak pocdtecni iloha (6.2.1) md
jediné fesent y(t, p) pro kazdé p € R, t € I.

Véta 6.2.2 Necht plati predpoklady Véty 7.2.1 a necht existuje konstanta k > 0 a
integrovatelnd funkce € : Iy — Iy, Iy = [0,t1] takovd, Ze

|F(t7u17u2au2) - F(tvulau2al’bl)| S E(t)|lu2 - ILL1|7
kde (t,u1,us, o), (t,u1,us, 1) € Q* a navic

M < k.
max{e "e(t)} < k

Pak FeSent y(t, pu) systému (6.2.1) je spojité vzhledem k proménngm (t,u) € I x R.
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Uvazujme nyni singulérni pocate¢ni tilohu pro implicitni systém Fredholmovych

integrodiferencialnich rovnic

1

y'(t) =F (t,y(t),y’(t% K(t,S,y(t%y(S),y’(t%y’(S))ds,#) ,

o+
(6.2.2)
y (0%, ) =0, i=0,1,
kde
() F:rw—=R" FecCw), w={(t,u,ug,us,p) € L x (R")> xR : |uy| <
pi(t), Juo| < @2(t), Jus(t)] < ¥*(1)}, i = (0,23), t2 > 0, 0 < 901(75) S
C(Il) 902(0+>_0 = 1,2, 0<¢()EOIl f0+902 d8<901() HJe
obvykla norma v R",
| (¢, Ty, T, W, 1) — F(t, Ty, oo, U, )| < S0y piltts — i
pro vSechna (t, s, g, Us, pt), (t,u1, s, Us, pt) € w, p; >0, i =1,2,3.
() K:w!' = R" K € Cw'),
wl = {(tv Savlav27w17w2) € [1 X [1 X (Rn)4 : |U1’ < 801<t)7 ‘U2’ < 901(15), ‘wl, <

o), w] < oa()), o
|K (t, s,U1, 02, W, W) — K(t, 5,01, 02, W, Wa|
< 31 4[05 = V5] + gste [y — s | + que? 2 [y — Ty

pro vsechna (t,s,Uy,Ug, W1, Ws), (t,5,01,02,W1,02) € W', pi,q; € RT,
1,2,3, 7=1,...,4, po <1, A > 0 je dostatecné velkd konstanta takové,

4 .
<%+pz+%<1.>

7

N«
@

Véta 6.2.3 Necht funkce F(t,uy, ug, us, ), K(t,s,v1,ve,wy,ws) splituje podminky

(1), (a2) a navic necht plati
3 ¢

+

|F| < Zzl(t)|ul|, 0<2z(t)eC(h), i=1,2,3, /0 21 (t)a(s)ds < y1p9(t),

=1

2(t)pa(t) < vapa(t)  2(D)0(E) < spa(t), wERT, Y =1,

i=1

pak pocdteéni iloha (6.2.2) md jediné resent y(t, u) pro kazdé p € R, t € I.

Véta 6.2.4 Nechl plati predpoklady Vely 7.2.3 a nechl existuje konstanta r > 0 a

integrovatelnd funkce r : IV — IV, I? = [0, ts], pricems
| F(t, ur, ug, uz, po) — F (¢, ur, ug, uz, pn)| < w(t)|pa — pual,
kde (t7u17u27u3au2)7 (t7u17u27u37,u1) cw ’

max {eMR(t)} <

Pak tesent y(t, 1) (6.2.2) je spojité vzhledem k proménngm (t,u) € I x R.
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Uvazujme nyni specialni tvar systému (6.2.2)

1

Pt — i = F, (t, y(0), 5 (0), [ Kt s, 9(0), y(s). 5/ (), 4/ (5))ds, u) ,

o+
(6.2.3)
y(j)((fr,u) =0,7=0,1,i=1,...,n.

Chovani feseni (6.2.3) budeme charakterizovat pomoci feSeni pfidruzeného sys-
tému diferencialnich rovnic

pi(t)y; —vy;i =0, i=1,...,n. (6.2.4)
Polozme
(t,C) = C (/t ds) =1 (6.2.5)
ni\t, L) = G exp — ], t=1,...,n 2.
1 pils)

Je ziejmé, ze funkce (6.2.5) jsou obecné feSeni systému (6.2.4). Ozna¢me

. - _ yi(tnu) _ni(t7ci) _
V= (i V), Yilep) = PR G = (G G,

1

G (t,yu),y'(t), K(t,s,y<t>,y<s>,y'<t>,y'<s>>ds,u)

0+

1

= (pi(t)mi(t, Cy)) ' F; (t,y@),y’(t% . K(t>S,y(t),y(SLy’(t),y’(S))d&u)

N +Y @) = (m(t, CL) L+ Yi(t, 1), -t Cu) (14 Yo (1, 1)

Pak
. (yi(t, p) — "’}f:&gi))m(t, Ci) — (it 1) — (2, Cz))—"p(t(g) _
‘ 77i<t’ 02)2
(! s
_ et —ulby) g,
pi(t)ni(t, Ci)

Nyni muzeme systém (6.2.3) vyjadiit ve tvaru

1

Y/ =G, (t,n(t)(HY(t)), (@ A+Y @), [ Kt s,nt)(1+Y (1)), n(s)(1+Y(s)),

0+

()1 +Y(®))), (n(s)(1 + Y (s)))")ds, u>-

Oznac¢me

1

Gi (t,Y(t),Y’(t), K(t,s,Y(£),Y(s),Y'(£),Y'(s))ds, u)

o0+
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= G100+ YO O+ YO, [ K(es.n0+ Y O) )1+ Y 0

()1 + Y(0)), (n()(1+ Y (5))))ds, u)-
Tedy

1

Y/ =G (t,Y(t),Y’(t),/O

+

K(t, s,Y(t),Y(s),Y’(t),Y’(s))ds,u) . (6.2.6)

Predpokladejme, 7e plati nasledujici podminky:

(") G € C(Q),
Q= {(t,Y. Y upm) € [ (R xR Y] < i (8), V] < go(t), Jul < 0 (1)},
G t,?,?lﬂ,ﬂ) —G(t,Y,Y a,p)| <p|Y Y| +p2‘?/ —Y |+ pslu—T1
pro viechna (t,Y,Y", 4, p), (t,?, ?/ﬁ) e Q.

(II¥) K e C(), O ={(t,s,Y(),Y(s),Y'(t),Y'(s)) € [, x I; x (R")*: |Y(t)] <
pr(t), [Y(5)l < @ult), Y/ < galt), [Y/(8)] < palt)},
IK(t, s, Y(t),:?(s),?(th ?’(s)):— K(t,s,Y(t),Y(s),Y (£),Y (s)] <
<alVO-YOl+@lVe) -Vl
Faste V(1) ~ ¥ (0)] + sV (5)  V (9)
pro v8echna (t,s,Y(¢),Y(s),Y (¢),Y (s))

(t,5,Y(),Y(s),Y
Necht funkce ¢;(t), i = 1,2, ¢*(t) a konstanty p;,q;, i = 1,2,3, j = 1,...,4
spliiuji stejné podminky jako ve Vété 7.2.3.

Véta 6.2.5 Necht funkce G(t,Y (£)Y'(t), 1), K(t,s,Y(t),Y(s),Y'(t),Y'(s)) spliiuji
podminky (T*), (I1*) a necht

1G] < 21(O)|Y ]+ 22@0)|Y'| + z3()|ul, 0< z(t) € C(I), i =1,2,3,

/0 t 2(t)p2(s)ds < mpa(t), 2()ea(t) < r2pa(t)  23(8)*(t) < v39a(1),

+

3 1
dt .
v € RY, Z%Zl, 0 < pi(t) € C(I), /mpi(t) =00, i=1,...,n.
i=1

Pak ezistuje jediné tesent y(t, pn) = (y1(t, 1), ..., yn(t, ) systému (6.2.3) splitujici
nerovnosti

lyi(t, ) —ni(t, Ci)| < i (B)mi(t, Ci)l,
i (L, i) — ' (8, Ci)| < () (L, Ci)| + pa(t)|mi(t, Ci)l

na intervalu Iy, 1 =1,...,n.
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7 Zaveér

Prace obsahuje nové vysledky o existenci, jednoznac¢nosti a asymptotickém chovani
feSeni singularni pocatecni dlohy pro jisté tiidy obycejnych diferencidlnich a inte-
grodiferencidlnich rovnic v oblatech, které jsou homeomorfni kuzelu s vrcholem v
pocatec¢nim bodé.

Singularni pocatecni tlohy jsou vysledkem matematickych modeli nékterych
technickych i pfirodnich jevi. Nachazeji uplatnéni naptiklad v teorii regulace, teorii
elektrickych obvodi a terminionickych proudi, v mechanice kapalin a v posledni
dobé i v biologii. V mnoha piipadech maji tyto pocatec¢ni ilohy komplikovany tvar,
proto je prirozena snaha pouzivat k jejich vySetfovani asymptotickych metod. V
pripadé skalarnich diferencialnich rovnic a integrodiferencidlnich rovnic nachazeji
uplatnéni modifikace dekompozi¢nich metod a v posledni dobé zejména pertur-
bac¢nich homotopickych metod.

Vysledky prace ukazuji, Ze lze ocekavat, zZe uvedenymi metodami bude mozné
studovat i obecnéjsi systémy funkcionalnich diferencialnich rovnic zejména zlomkové
diferencialni rovnice. Nékteré vysledky ohledné modifikace Adomianovy dekom-
pozi¢ni metody pro zlomkové diferencialni rovnice ve smyslu Caputovy derivace
byly jiz publikovany v praci [4]. Z hlediska aplikaci zlomkovych funkcionalnich
rovnic v teorii optimalni regulace a v silnoproudé elektrotechnice je tento smér
vysSetfovani kvalitativnich vlastnosti zlomkovych funkcionélnich rovnic aktuélni a
bude namétem pro dalsi studium.
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10 Abstract

The thesis deals with qualitative properties of solutions of singular initial value
problems for ordinary differential and integrodifferential equations which occur in
the theory of linear and nonlinear electrical circuits and the theory of thermi-
nionic currents. The research is concentrated especially on questions of existence
and uniqueness of solutions, asymptotic estimates of solutions and modifications of
Adomian decomposition method for singular initial problems.

Solution algoritms are derived for scalar differential equations of Lane-Emden
type using Taylor series and modification of the Adomian decomposition method.
For certain classes of nonlinear of integrodifferential equations asymptotic expan-
sions of solutions are constructed in a neighbourhood of a singular point. By means
of the combination of Wazewski’s topological method and Schauder fixed-point
theorem there are proved asymptotic estimates of solutions in a region which is
homeomorphic to a cone having vertex coinciding with the initial point.

Using Banach fixed-point theorem the uniqueness of a solution of the singu-
lar initial value problem is proved for systems of integrodifferential equations of
Volterra and Fredholm type including implicit systems. Moreover, conditions of
continuous dependence of a solution on a parameter are determined. Obtained re-
sults are presented in illustrative examples.
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