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Abstrakt

Diserta£ní práce pojednává o kvalitativních vlastnostech °e²ení singulárních
po£áte£ních úloh pro oby£ejné diferenciální a integrodiferenciální rovnice, které
se vyskytují v teorii lineárních a nelineárních elektrických obvod· a teorii termi-
nionických proud·. Výzkum je p°edev²ím zam¥°en na otázky existence a jedno-
zna£nosti °e²ení, asymptotických odhad· °e²ení a modi�kace Adomianovy dekom-
pozi£ní metody pro singulární po£áte£ní úlohy.

Pomocí Taylorovy °ady a modi�kace Adomianovy dekompozi£ní metody jsou
odvozeny algoritmy °e²ení singulárních po£áte£ních úloh pro diferenciální rovnice
Lane-Emdenova typu. Pro jisté t°ídy nelineárních integrodiferenciálních jsou kon-
struovány asymptotické rozklady °e²ení v okolí singulárního bodu. V oblasti, která
je homeomorfní kuºelu s vrcholem v po£áte£ním bodu, jsou dokázány asympto-
tické odhady °e²ení pomocí Ważewského topologické metody a Schauderovy v¥ty o
pevném bodu.

Pro systémy integrodiferenciálních rovnic Volterrova a Fredholmova typu v£etn¥
implicitních systém· je pomocí Banachovy v¥ty o pevném bodu dokázána jedno-
zna£nost °e²ení singulární po£áte£ní úlohy a stanoveny podmínky spojité závislosti
°e²ení na parametru. Uvedené výsledky jsou ilustrovány na jednoduchých p°íkla-
dech.

Klí£ová slova
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elektrické obvody, Lane-Emdenova diferenciální rovnice, asymptotické rozklady °e²ení,
asymptotické odhady °e²ení, Adomianova dekompozi£ní metoda, Ważewského topo-
logická metoda, Schauderova v¥ta o pevném bod¥, Banachova v¥ta o pevném bod¥.



Abstract

The thesis deals with qualitative properties of solutions of singular initial value
problems for ordinary di�erential and integrodi�erential equations which occur in
the theory of linear and nonlinear electrical circuits and the theory of thermi-
nionic currents. The research is concentrated especially on questions of existence
and uniqueness of solutions, asymptotic estimates of solutions and modi�cations of
Adomian decomposition method for singular initial problems.

Solution algoritms are derived for scalar di�erential equations of Lane-Emden
type using Taylor series and modi�cation of the Adomian decomposition method.
For certain classes of nonlinear of integrodi�erential equations asymptotic expan-
sions of solutions are constructed in a neighbourhood of a singular point. By means
of the combination of Ważewski's topological method and Schauder �xed-point
theorem there are proved asymptotic estimates of solutions in a region which is
homeomorphic to a cone having vertex coinciding with the initial point.

Using Banach �xed-point theorem the uniqueness of a solution of the singu-
lar initial value problem is proved for systems of integrodi�erential equations of
Volterra and Fredholm type including implicit systems. Moreover, conditions of
continuous dependence of a solution on a parameter are determined. Obtained re-
sults are presented in illustrative examples.

Keywords

Singular initial value problem, ordinary di�erential and integrodi�erential equa-
tion, electrical circuits, Lane-Emden di�erential equation, asymptotic expansions
of solutions, asymptotic estimates of solutions, Adomian decomposition method,
Ważewski's topological method, Schauder �xed-point theorem, Banach �xed-point
theorem.



Singulární po£áte£ní úloha pro oby£ejné diferenciální a integrodiferenciální rovnice

Seznam pouºitých symbol·

∪ � symbol pro sjednocení mnoºin

A ⊂ B � mnoºina A je podmnoºinou mnoºiny B

a ∈ A � element a je prvkem mnoºiny A

a 6∈ A � element a není prvkem mnoºiny A

∼ � symbol ekvivalence

≈ � symbol aproximace∑
� symbol pro sou£et

f ′ � první derivace funkce f

fk � k-tá derivace funkce f∫ b
a
� ur£itý integrál s dolní mezí a a horní mezí b

o, O � Landauovy symboly

R � mnoºina reálných £ísel

Rn � n-rozm¥rný euklidovský prostor

E,H � Banach·v prostor

X � topologický prostor

X � normovaný prostor

Ω0 � otev°ená mnoºina

Ω � uzav¥r mnoºiny Ω

∂Ω � hranice mnoºiny Ω

Ω0
e � mnoºina výstupních bod·

Ω0
se � mnoºina ostrých výstupních bod·

C[a, b] � mnoºina spojitých funkcí na intervalu [a, b]

X × Y � kartézský sou£in dvou mnoºin X, Y

|f(x)| � absolutní hodnota funkce f(x)

||P || � norma operátoru P
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L−1 � inverzní operátor

grad f � gradient funkce f

u̇(t, y) � derivace podél trajektorie

∂f
∂t

� parciální derivace 1. °ádu funkce f podle prom¥nné t

sgn f � znaménko funkce f

C1(Ω,R) � mnoºina funkcí se spojitými derivacemi 1. °ádu s de�ni£ním
oborem Ω a oborem hodnot R

C(J × R) � mnoºina spojitých funkcí dvou prom¥nných, první prom¥nná je
de�novaná na mnoºin¥ J , druhá prom¥nná na mnoºin¥ R

g(0+) = 0 � limita zprava funkce g se rovná nule

max |h(t)| � maximální hodnota funkce |h(t)|

(φn(x)) � posloupnost funkcí

Fyzikální veli£iny

R � odpor

U � nap¥tí

i � proud

C � kapacita

L � induk£nost

Φ � magnetický tok
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Singulární po£áte£ní úloha pro oby£ejné diferenciální a integrodiferenciální rovnice

1 Úvod

�ada zákon· stanovených na základ¥ teorie pruºnosti, elektrodynamiky a tepelné
vodivosti je zapsána ve tvaru:

y(x) = ku(x) (1.0.1)

kde u a y jsou odpovídající fyzikální hodnoty hodnoty, k je konstanta úm¥rnosti.
Jestliºe u je tah a y prodlouºení t¥lesa, pak rovnice (1.0.1) vyjad°uje Hook·v

zákon, kde k je modul pruºnosti.
Jestliºe u je teplotní gradient a y-tepelný tok, pak rovnice (1.0.1) vyjad°uje

Faraday·v zákon, kde k je koe�cient vnit°ní tepelné vodivosti látky.

Uvedené rovnice p°edpokládají okamºité ur£ení ustáleného stavu. Ve skute£nosti
zákony ve tvaru rovnice (1.0.1) neukazují skute£né jevy, protoºe v reálném prost°edí
nedosáhneme ustáleného stavu okamºit¥, ale jen po n¥jaké dob¥, která teoreticky
m·ºe být od nuly do nekone£na. Nap°íklad polarizace, vyvolaná v elektrickém poli,
po zániku elektrického pole nemizí ihned, ale bude pomalu klesat. Proto posuvný
proud bude i ve stejnosm¥rném poli. Tedy okamºitý stav systému závisí obecn¥ na
stavu systému v p°edcházejícím £asovém okamºiku. Takové systémy jsou pak v¥t²i-
nou popsány diferenciálními a integrodiferenciálními rovnicemi s diferen£ními £i
separovatelnými jádry s malým parametrem p°i derivaci. Jestliºe chování parametru
má funk£ní charakter v dostate£n¥ malém £asovém okamºiku, který je nap°ík-
lad popsán funkcí g(t) ∈ C(J), g(t) > 0, g(0+) = 0, J = (0, t0], t0 > 0, pak
vy²et°ování systém· vede na °e²ení singulárních po£áte£ních úloh, coº je jedním z
cíl· diserta£ní práce.
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Singulární po£áte£ní úloha pro oby£ejné diferenciální a integrodiferenciální rovnice

2 Dosavadní vývoj a sou£asný stav problematiky

V padesátých letech minulého století �e£ik [15] poprvé systematicky vy²et°oval
systémy oby£ejných diferenciálních rovnic v okolí singulárního bodu. Stanovil pod-
mínky existence a jednozna£nosti °e²ení singulární po£áte£ní úlohy, vy²et°il struk-
turu integrálních O-k°ivek a nalezl posloupnost funkcí konvergující k O-k°ivce v
p°ípad¥ její jednozna£nosti. Pozornost se soust°edila i na asymptotický charak-
ter °e²ení v okolí singulárního bodu. Prosenjuk a Jacenko [51] aplikací Schaude-
rovy v¥ty o pevném bodu stanovili asymptotiku °e²ení n¥kterých t°íd nelineárních
diferenciálních rovnic 2. °ádu v okolí singulárního bodu. Diblík [16] vy²et°oval
asymptotický charakter °e²ení singulární po£áte£ní úlohy pro diferenciální rovnice
£áste£n¥ °e²itelných vzhledem k derivaci. Konyuchova [46] studovala mimo jiné
i singulární po£áte£ní úlohu maticových Riccatiho diferenciálních rovnic. Norkin
[41], [42] se zabýval strukturou integrálních O-k°ivek v okolí singulárního bodu a
stanovil dimenzi integrální O-mnoºiny n¥kterých t°íd nelineárních diferenciálních
rovnic 1. °ádu. Této problematice jsou dále v¥novány práce [6], [17-26], [85-88] a
°ada dal²ích.

Bajzakov [9] °e²il problematiku asymptotických rozklad· °e²ení lineárních i ne-
lineárních systém· integrálních rovnic Volterrova typu v okolí singulárního bodu.
Dyshko, Konyuchova a Sudov [26] vy²et°ovali pomocí Lyapunových °ad singulární
okrajové problémy pro diferenciální rovnice 3. °ádu, které se vyskytují v teorii
dynamiky kapalin. �marda [56-59] ukázal jak v kombinaci Ważewského metody a
Schauderovy v¥ty o pevném bodu lze dokázat existenci a jednozna£nost °e²ení sin-
gulární po£áte£ní úlohy pro integrodiferenciální rovnice se separovatelným jádrem.
Ba²tinec a Diblík [10], [11] stanovili podmínky existence °e²ení singulární Cauchy-
Nicolettiho úlohy pro systém diferenciálních rovnic v£etn¥ asymptotiky °e²ení.

Pomocí modi�kované Ważewského metody s tzv. (n, p, z)-podmnoºinou vy²et°o-
vali Diblík a Nowak [25] singulární po£áte£ní úlohu pro systémy oby£ejných dife-
renciálních rovnic. Zernov a Kuzina [86] vy²et°ovali singulární po£áte£ní úlohu
pro skalární implicitní diferenciální rovnice 1. °ádu. Stanovili podmínky existence
neprázdné mnoºiny spojit¥ diferencovatelných °e²ení v£etn¥ jejich asymptotiky.

Ve vý²e citovaných pracích byly mnohé výsledky dosaºeny aplikací Ważewského
topologické metody. V konkrétních aplikacích této metody na systémy integrodife-
renciálních rovnic jsou v²ak nutné p°edpoklady postihující bohuºel jen úzkou t°ídu
integrodiferenciálních rovnic. Otázky existence a jednozna£nosti °e²ení n¥kterých
singulárních po£áte£ních úloh pro Volterrovy nebo Fredholmovy integrodiferen-
ciální rovnice byly vy°e²eny v pracích [61-65] pomocí Banachovy v¥ty o pevném
bodu se speciální exponenciální váhovou normou.

Návrh·m jednoduchých algoritm· na °e²ení n¥kterých singulárních po£áte£ních
úloh a otázkám existence a jednozna£nosti °e²ení Volterrových a Fredholmových
integrodiferenciálních rovnic v£etn¥ popisu asymptotických vlastností °e²ení je v¥no-
vána p°edloºená práce.
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Singulární po£áte£ní úloha pro oby£ejné diferenciální a integrodiferenciální rovnice

3 Cíle disertace

Cílem disertace je studium existence, jednozna£nosti a asymptotických vlastností
°e²ení n¥kterých t°íd oby£ejných a zejména integrodiferenciálních rovnic v okolí
singulárního bodu. Jedná se zejména o singulární po£áte£ní úlohy, které popisují
chování elektrických obvod· a vlastnosti terminionických proud·.

Uºitím úvah analogických my²lence d·kazu Lyapunovy v¥ty o rozkladu [47]
bude °e²ení konstruováno ve tvaru nekone£né °ady a v p°ípad¥ Adomianovy dekom-
pozi£ní metody budou °e²ení singulárních po£áte£ních úloh vyjád°ena v uzav°eném
tvaru. U obecn¥j²ích systém· bude pak stanoven i asymptotický tvar °e²ení. U
integrodiferenciálních rovnic nelze aplikovat Ważewského topologickou metodu ve
form¥ známé pro oby£ejné diferenciální rovnice, nebo´ neznámá funkce je pod inte-
gra£ním znaménkem. Neznáme tedy apriori sm¥rové pole integrodiferenciálních
rovnic, a£koli toto sm¥rové pole existuje. Jisté modi�kace byly jiº publikovány v
pracích [29], [43] ale postihují velice úzkou t°ídu integrodiferenciálních rovnic.

Jedním z dal²ích cíl· disertace bude tedy i navrºení kvalitativní metody vy²et°o-
vání integrodiferenciálních rovnic v kombinaci Ważewského topologické metody
známé z teorie oby£ejných diferenciálních rovnic s n¥kterými v¥tami o pevném
bodu. Tato teorie pak bude roz²í°ena i na n¥které t°ídy singulárních po£áte£ních
úloh pro integrodiferenciální rovnice v£etn¥ stanovení asymptotiky °e²ení. Pro obecné
systémy integrodiferenciálních rovnic Volterrova a Fredholmova typu pak budou
uºitím Banachovy v¥ty o pevném bodu stanoveny podmínky jenozna£nosti °e²ení
po£áte£ní singulární úlohy v£etn¥ spojité závislosti na parametru. Výsledky pak
budou demonstrovány na konkrétních p°íkladech.
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Singulární po£áte£ní úloha pro oby£ejné diferenciální a integrodiferenciální rovnice

4 P°ípravná kapitola

4.1 Základní pojmy z teorie asymptotických rozklad·

Nyní uvedeme základní pojmy a de�nice z teorie asymptotických rozklad· °e²ení,
které budeme pouºívat v následujících kapitolách:

(i) f(x) = O(g(x)) pro x→ x+
0 znamená, ºe existuje pravé okolí bodu x0 v n¥mº

platí
∣∣∣f(x)
g(x)

∣∣∣ ≤ K, 0 < K = konst.

(ii) f(x) = o(g(x)) pro x→ x+
0 znamená, ºe lim

x→x+
0

f(x)
g(x)

= 0.

(iii) f(x) ∼ g(x) pro x→ x+
0 znamená, ºe lim

x→x+
0

f(x)
g(x)

= 1.

De�nice 4.1.1 Posloupnost funkcí (ϕn(x)) nazveme asymptotickou posloupností
pro x→ x+

0 , jestliºe pro v²echna n platí ϕn+1(x) = o(ϕn(x)) pro x→ x+
0 .

De�nice 4.1.2 Formální °adu
∑
anϕn(x) nazveme asymptotickým rozkladem funkce

f(x) pro x→ x+
0 do N -tého £lenu platí-li:

a) (ϕn(x)) je asymptotickou posloupností pro x→ x+
0 .

b) [f(x) −
N∑
n=1

anϕn(x)] = o(ϕN(x)) pro x → x+
0 , 0 6= an = konst, coº budeme

zna£it f(x) ≈
N∑
n=1

anϕn(x). Je-li N libovolné, pak f(x) ≈
∞∑
n=1

anϕn(x).

Poznámka 4.1.1 Pro pevné x0 m·ºe mít daná funkce n¥kolik asymptotických rozk-
lad· s r·znými asymptotickými posloupnostmi. Nap°íklad

1

1 + x
≈

∞∑
n=1

(−1)n−1x−n,
1

1 + x
≈

∞∑
n=1

(x− 1)x−2n

pro x → ∞. Asymptotycký rozklad jednozna£n¥ nede�nuje funkci f(x), nap°íklad
funkce

(1 + x)−1, (1 + e−x)(1 + x)−1

mají stejný asymptotický rozklad

∞∑
n=1

(−1)n−1x−n
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Singulární po£áte£ní úloha pro oby£ejné diferenciální a integrodiferenciální rovnice

pro x→∞. Je v²ak nutno poznamenat, ºe pro danou asymptotickou posloupnost a
pevné x0 lze koe�cienty am rekurentn¥ vyjád°it ve tvaru

am = lim
x→x+

0

{[
f(x)−

m−1∑
n=1

anϕn(x)

]
[ϕm(x)]−1

}
, m = 1, ..., N

Asymptotické rozklady charakterizující danou funkci f(x) pro x→ x+
0 , N =∞,

mohou být v²ak jak konvergentní, tak i divergentní °adou, podrobn¥ji viz [28].
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Singulární po£áte£ní úloha pro oby£ejné diferenciální a integrodiferenciální rovnice

4.2 Ważewského topologická metoda

Nech´ f(t, y) je spojitá funkce, která je de�nována na otev°ené (t, y)-mnoºin¥ Ω ⊂
R × Rn, Ω0 je otev°ená podmnoºina Ω, ∂Ω0 je hranicí Ω0 vzhledem k mnoºin¥
Ω, a Ω

0
je uzáv¥rem Ω0 vzhledem k mnoºin¥ Ω. Uvaºujeme systém oby£ejných

diferenciálních rovnic:
y′ = f(t, y). (4.2.1)

De�nice 4.2.1 ([35]) Bod (t0, y0) ∈ Ω∩∂Ω0 nazveme výstupním bodem (vstupním
bodem) mnoºiny Ω0 vzhledem k systému (4.2.1), jestliºe pro kaºdé °e²ení sys-
tému (4.2.1), s po£ate£ní podmínkou y(t0) = y0 existuje ε > 0 takové, ºe (t, y(t)) ∈
Ω0 pro t0− ε ≤ t < t0 (t0 < t ≤ t0 + ε). Výstupní bod (vstupní bod) (t0, y0) mnoºiny
Ω0 nazveme bodem ostrého výstupu (bodem ostrého vstupu) mnoºiny Ω0, jestliºe

(t, y(t)) 6∈ Ω
0
na intervalu t0 < t ≤ t0 + ε (t0 − ε ≤ t < t0).

Na obr.1 jsou znázorn¥ny body výstupu a ostrého výstupu vzhledem k mnoºin¥ Ω0

respektive body vstupu a ostrého vstupu vzhledem k mnoºin¥ Ω0.

12
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Nech´ u(t, y) je reálná funkce de�novaná v Ω a nech´ y(t) je °e²ení systému (4.2.1)
vyhovující po£áte£ní podmínce y(t0) = y0. Jestliºe funkce u(t, y(t)) je diferenco-
vatelná v bod¥ t = t0, pak její derivace se nazývá derivací podél trajektorie y(t) v
bod¥ (t0, y(t0)) a zna£í se u̇(t0, y(t0)). Jestliºe u(t, y) má spojité parciální derivace
v Ω, pak její derivace podél trajektorií systému (4.2.1) existují a platí

u̇(t, y) =
∂u(t, y)

∂t
+ grad u · f(t, y),

kde ” · ” zna£í skalární sou£in a grad u = ( ∂u
∂y1
, . . . , ∂u

∂yn
).

De�nice 4.2.2 ([35]) Otev°enou podmnoºinu Ω0 mnoºiny Ω nazveme (u, v)-podmno-
ºinou mnoºiny Ω vzhledem k systému (4.2.1), jestliºe platí:

(1) Existují funkce ui(t, y) ∈ C1(Ω,R), i = 1, . . . ,m a vj(t, y) ∈ C[Ω,R],
j = 1, . . . , n, m+ n > 0 takové, ºe

Ω0 = {(t, y) ∈ Ω : ui(t, y) < 0, vj(t, y) < 0 ∀i, j}.

(2) u̇α(t, y) < 0 pro derivace funkcí uα(t, y), α = 1, . . . ,m podél trajektorií sys-
tému (4.2.1) na mnoºin¥

Uα = {(t, y) ∈ Ω : uα(t, y) = 0, ui(t, y) ≤ 0, vj(t, y) ≤ 0, ∀j a i 6= α}.

(3) v̇β(t, y) > 0 pro derivace funkcí vβ(t, y), β = 1, . . . , n podél trajektorií sys-
tému (4.2.1) na mnoºin¥

Vβ = {(t, y) ∈ Ω : uβ(t, y) = 0, ui(t, y) ≤ 0, vj(t, y) ≤ 0, ∀i a j 6= β}.

Mnoºinu v²ech výstupních bod· (bod· ostrého výstup·) budeme zna£it Ω0
e (Ω0

se).

Lemma 4.2.1 ([35]) Nech´ Ω0 je (u, v)-podmnoºinou mnoºiny Ω vzhledem k sys-
tému (4.2.1). Pak

Ω0
se = Ω0

e =
m⋃
α=1

Uα\
n⋃
β=1

Vβ.

De�nice 4.2.3 ([35]) Nech´ X je topologický prostor a B ⊂ X.

Nech´ A ⊂ B. Funkci r ∈ C(B,A) takovou, ºe r(a) = a pro v²echna a ∈ A,
nazveme retrakcí mnoºiny B na mnoºinu A v topologickém prostoru X.

Mnoºinu A ⊂ B nazveme retraktem B v X, jestliºe existuje retrakce mnoºiny
B na mnoºinu A v topologickém prostoru X.

13
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V¥ta 4.2.1 (Ważewského v¥ta [35]). Nech´ je mnoºina Ω0 (u, v)-podmnoºinou mno-
ºiny Ω vzhledem k systému (4.2.1). Nech´ je Z neprazdná kompaktní podmnoºina
Ω0 ∪ Ω0

e taková, ºe mnoºina Z ∩ Ω0
e není retraktem mnoºiny Z, ale je retraktem

mnoºiny Ω0
e. Pak existuje alespo¬ jeden bod (t0, y0) ∈ Z ∩Ω0 takový, ºe graf °e²ení

y(t) Cauchyho úlohy y(t0) = y0 pro (4.2.1) leºí v mnoºin¥ Ω na svém pravém
maximálním intervalu existence.

Princip Ważewského metody vysv¥tlíme na obr 2.

Nech´ Ω0 je (u, v)-podmnoºinou v R3, která je reprezentovaná nekone£ným kvá-
drem pro t ≥ 0 s horní a dolní st¥nou respektive bo£ními st¥nami popsanými
funkcemi U(t, y1, y2) respektive V (t, y1, y2). Tedy v na²em p°ípad¥ horní a dolní
st¥na jsou body ostrého vstupu mnoºiny vzhledem k Ω0 a bo£ní st¥ny jsou body
ostrého výstupu vzhledem k Ω0.

Nech´ Z je úse£ku spojující dva protilehlé body na st¥nách popsaných funkcí
V (t, y1, y2), pak Z ∩ V není retraktem Z, protoºe neexistuje spojité zobrazení
mnoºiny Z na Z ∩ V , která se skládá pouze ze dvou bod· leºících na protilehlých
bo£ních st¥nách mnoºiny Ω0, ale je retraktem V , protoºe existuje spojité zobrazení
V na Z ∩ V (libovolnému bodu z V lze p°i°adit bod Z ∩ V na p°íslu²né bo£ní
st¥n¥). Tedy podle Ważewského v¥ty existuje alespo¬ jeden bod z mnoºiny Z ∩Ω0

takový, ºe graf °e²ení y(t) leºí v mnoºin¥ Ω0 na svém pravém maximálním intervalu
existence.
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Poznámka 4.2.1 Uvaºujme nyní po£áte£ní úlohu

y′ = f(t, y), y(0+) = 0, (4.2.2)

kde f ∈ C(I,Rn), I = (0, t0], t0 > 0, tj. obecn¥ v bod¥ t = 0 nejsou spln¥ny
podmínky existence °e²ení po£áte£ní úlohy (4.2.2). V tomto p°ípad¥ budeme hovo°it
o singulární po£áte£ní úloze pro systém oby£ejných diferenciálních rovnic a bod t = 0
budeme nazývat singulárním bodem systému y′ = f(t, y).

4.3 Pouºitý aparát funkcionální analýzy

V souvislosti s aplikací principu pevného bodu uve¤me následující pojmy:

Uvaºujme operátorou rovnici

u = Tu, u ∈M ⊂ X, (4.3.1)

X je Banach·v prostor, °e²enou pomocí itera£ní metody:

un+1 = Tun, n = 0, 1, . . . ,

kde u0 ∈M . Kaºdé °e²ení rovnice (4.3.1) nazveme pevným bodem operátoru T .

De�nice 4.3.1 Lineární prostor X nad mnoºinou reálných £ísel R nazveme nor-
movaným prostorem, jestliºe existuje norma ||.|| na X coº zna£í, ºe pro kaºdé
u, v ∈ X a α ∈ R platí:

||u|| ≥ 0.

||u|| = 0, tehdy a jen tehdy, kdyº u = 0.

α||u|| = |α| ||u||.

||u+ v|| ≤ ||u||+ ||v||.

De�nice 4.3.2 Posloupnost (un) normovaného prostoru X nazveme cauchyovskou,
jestliºe ke kaºdému ε > 0 existuje £íslo n0(ε) ∈ N takové, ºe

||un − um|| < ε

pro v²echna n,m ≥ n0(ε).
V normovaném prostoru je kaºdá konvergentní posloupnost cauchyovská.

De�nice 4.3.3 Normovaný prostor X nazveme Banachovým prostorem, jestliºe
kaºdá cauchyovská posloupnost prostoru X je konvergentní.
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V¥ta 4.3.1 (Banach·v princip pevného bodu [84]) P°edpokládejme, ºe platí násle-
dující podmínky:

(i) M je neprázdná uzav°ená mnoºina v Banachov¥ prostoru X.

(ii) Operátor T : M →M je k-kontraktivní, tj.

||Au− Av|| ≤ k||u− v||

pro v²echna u, v ∈M a pevné k, 0 ≤ k < 1.

Pak platí, ºe rovnice (4.3.1) má práv¥ jedno °e²ení, tj. operátor T má jediný pevný
bod u na mnoºin¥ M .

De�nice 4.3.4

a) Mnoºinu M normovaného prostoru X nazveme kompaktní, jestliºe z kaºdé
posloupnosti (xn) ⊂M lze vybrat konvergentní podposloupnost.

b) Funkce mnoºiny S ⊂ C[a, b] nazveme stejnom¥rn¥ ohrani£ené, jestliºe exis-
tuje konstanta K > 0 taková, ºe pro kaºdou funkci f(x) ∈ S platí |f(x)| ≤ K
pro kaºdé x ∈ C[a, b].

c) Funkce mnoºiny D ⊂ C[a, b] nazveme rovnomocn¥ spojité, jestliºe ke kaºdému
ν > 0 existuje konstanta δ(ν) > 0 takové, ºe pro libovolné x1, x2 ∈ [a, b],
|x1 − x2| < δ(ν) a kaºdou funkci f(x) ∈ D platí |f(x1)− f(x2)| < ν.

d) Nech´ X, Y jsou Banachovy prostory. Nelineární operátor A s de�ni£ním
oborem D(A) ⊂ X a oborem hodnot R(A) ⊂ Y nazveme totáln¥ spojitým ope-
rátorem, jestliºe je spojitý na D(A) a zobrazuje kaºdou ohrani£enou mnoºinu
v kompaktní mnoºinu.

V¥ta 4.3.2 (Arzelova [84]) Mnoºina N ⊂ C[a, b] je kompaktní tehdy a jen tehdy,
jestliºe funkce mnoºiny N jsou stejnom¥rn¥ ohrani£ené a rovnomocn¥ spojité.

V¥ta 4.3.3 (Schauderova [84]) Nech´ operátor A zobrazuje uzav°enou, ohrani£e-
nou, konvexní mnoºinu D Banachova prostoru X do sebe. Jestliºe A je totáln¥
spojitý operátor na mnoºin¥ D, pak existuje alespo¬ jeden prvek p ∈ D takový, ºe
A(p) = p.
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4.4 Princip Adomianovy dekompozi£ní metody

Uvaºujme rovnici
Fu(t) = g(t), (4.4.1)

kde F reprezentuje nelineární diferenciální operátor, který lze obecn¥ vyjád°it
lineární a nelineární sloºkou. Lineární sloºku rozloºíme na sou£et L + R, kde L je
invertibilní operátor and R je reziduální £ást lineárního operátoru. Rovnice (4.4.1)
je pak tvaru

Lu+Ru+Nu = g,

kde Nu p°edstavuje nelineární sloºku. Tudíº

Lu = g −Ru−Nu.

Jelikoº L je invertibilní, dostáváme rovnici

L−1Lu = L−1g − L−1Ru− L−1Nu,

tedy
u = c+ L−1g − L−1Ru− L−1Nu, (4.4.2)

kde c je integra£ní konstanta. Je-li L = dn

dtn
, de�nujeme L−1 jako n-rozm¥rný ur£itý

integrální operátor s integra£ními mezemi 0 aº t. Nap°íklad je-li L = d2

dt2
, pak

L−1Lu = u− u(0)− tu′(0) a rovnice (4.4.2) je tvaru

u = u(0) + tu′(0) + L−1g − L−1Ru− L−1Nu.

Adomianova decompozi£ní metoda [2-5] je zaloºena na konstrukci °e²ení u ve tvaru
nekone£né °ady

u =
∞∑
n=0

un. (4.4.3)

P°edpokládáme, ºe nelineární sloºka Nu je analytickou funkcí f(u) s následujícím
rozkladem:

Nu = f(u) =
∞∑
n=0

An(u0, u1 . . . un), (4.4.4)

kde An jsou vhodné Adomianovy polynomy, které jsou generovány na základ¥ al-
goritm· odvozených v pracích [2-4]. Adomianovy polynomy závisí na tvarech ne-
linearity sloºky Nu a lze je stanovit na základ¥ vzorce

An(u0, u1 . . . un) =
1

n!

dn

dtn

[
f

(
∞∑
k=0

λkuk

)]
λ=0

, n ≥ 0.

Dosazením (4.4.3) a (4.4.4) do rovnice (4.4.2) dostáváme

∞∑
n=0

un = c+ L−1g − L−1R
∞∑
n=0

un − L−1

∞∑
n=0

An.
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Kaºdý £len °ady (4.4.3) je ur£en rekurentní relací

u0 = c+ L−1g

un+1 = −L−1Run − L−1An, n ≥ 0.

Dekompozi£ní metoda má velkou výhodu v tom, ºe obvykle sta£í spo£ítat pouze
n¥kolik £len· dekompozi£ní °ady, abychom dostali poºadovanou p°esnost °e²ení.
Problematika rychlosti konvergence Adomianovy dekompozi£ní metody je popsána
v pracích [1], [39], [40].

Obecn¥ je °e²ení dáno n-tou aproximací

φn =
n−1∑
n=i

ui, n ≥ 1,

p°i£emº

lim
n→∞

φn = u.

Adomianovy polynomy

Abychom vypo£etli Adomianovy polynomy, zavedeme nejd°ive dekompozi£ní porovná-
vací parametr λ a °e²ení u pak pí²eme ve tvaru

u =
∞∑
n=0

λnun.

Nelineární sloºka Nu = f(u) je pak reprezentovaná °adou
∞∑
n=0

λnAn, t.j. f(u) re-

spektive f(u(λ)) je analytickou funkcí λ, tedy

f(u) = f(u(λ)) =
∞∑
n=0

λnAn.

Polynomy An jsou de�novány tak, ºe An závisí pouze na hodnotách u0, u1, . . . , un,
tedy A0 = A0(u0), A1 = A1(u0, u1), A2 = A2(u0, u1, u2), . . . . Obecn¥ An lze
vypo£ítat dle následujícího vzorce:

An =
1

n!

dn

dλn
[f(u(λ))]λ=0 , n ≥ 0. (4.4.5)

Tedy

A0 = f(u0)

A1 = u1 (d/du0) f(u0)

A2 = u2 (d/du0) f(u0) +
(
u2

1/2!
) (
d2/du2

0

)
f(u0)

A3 = u3 (d/du0) f(u0) + u1u2

(
d2/du2

0

)
f(u0) +

(
u3

1/3!
) (
d3/du3

0

)
f(u0)

...

.
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Uvaºujeme-li nap°íklad, ºe f(u) = u3, pak Adomianovy polynomy jsou následu-
jícího tvaru:

A0 = u3
0

A1 = 3u2
0u1

A2 = 3u2
0u2 + 3u2

1u0

A3 = u3
1 + 3u2

0u3 + 6u0u1u2

...

.
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5 Elektrické obvody reprezentující singulární po£áte£ní
úlohu

Diferenciální a integrodiferenciální rovnice se £asto vyskytují jako matematický
model technických proces·. S prvními aplikacemi diferenciálních a integrodiferen-
ciálních rovnic v mechanice, ekonomii a teorii elektrických obvod· se m·ºeme
setkat v pracích Lotky [48] a Volterra [78], [79]. Volterrovy práce byly základem
pro vývoj matematického modelování technických proces·. Byly poloºeny základy
vy²et°ování zejména integrálních a integrodiferenciálních rovnic s ohrani£eným a
neohrani£eným zpoºd¥ním v£etn¥ diferenciálních a integrodiferenciálních rovnic s
malým parametrem, které v p°ípad¥ funk£ní závislosti popisují singulární po£áte£ní
úlohy. N¥které vlastnosti elektrických obvod· popsaných integrodiferenciálními
rovnicemi byly vy²et°ovány nap°íklad v pracích [66], [67].

V této kapitole pomocí Kirchho�ových zákon· a Faradeyova zákona odvodíme
proudové a nap¥´ové charakteristiky lineárních a nelineárních elektrických obvod·,
z nichº n¥které vycházejí ze singulárních po£áte£ních úloh. Uvaºujme elektrický
obvod (obr.3) bez efektu hysteréze.

Magnetický tok Φ na cívce je tvaru Φ = LiL a dle rovnic elektrodynamiky dostáváme

C
dU

dt
= iC .

1

L

∫ t

t0

U(s)ds = iL.

RiR = U.

Dle prvního Kirchho�ova zákona platí

1

L

∫ t

t0

U(s)ds+
U

R
+ C

dU

dt
= 0. (5.1)

Derivováním rovnice (5.1) dostáváme diferenciální rovnici

C
d2U

dt2
+

1

R

dU

dt
+

1

L
U = 0.

Uvaºujme nyní obvod s efektem hysteréze. Nejd°íve budeme °e²it obvod vzhledem
k proudové charakteristice iL. Magnetický tok je tvaru

Φ(t) = LiL +

∫ t

t0

M(t− τ)iL(τ)dτ, (5.2)
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kde M(t− τ) je funkce vyjad°ující vliv proudu iL v £ase τ na magnetický tok Φ v
£ase t. Dle prvního Kirchho�ova zákona platí

iL = −iR − iC = −U
R
− CdU

dt
.

Odtud
dU

dt
+
U(t)

RC
= −iL(t)

C
. (5.3)

Diferenciální rovnice (5.3) má °e²ení

U(t) = U(t0)e
− t−t0

RC −
∫ t

t0

e−
t−τ
RC

iL(τ)

C
dτ. (5.4)

Platí

Φ(t) =

∫ t

t0

U(s)ds. (5.5)

Dosazením nap¥tí U(t) z rovnice (5.5) dostáváme

Φ(t) = U(t0)

∫ t

t0

e−
s−t0
RC ds−

∫ t

t0

ds

∫ s

t0

e−
s−τ
RC

iL(τ)

C
dτ

= f(U(t0), t) +

∫ t

t0

K̃(t− τ)iL(τ)dτ, (5.6)

kde

K̃(t− τ) = − 1

C

∫ t

τ

e−
s−τ
RC ds, f(U(t0), t) = U(t0)

∫ t

t0

e−
s−t0
RC ds.

Dosadíme-li (5.6) do rovnice (5.2) dostáváme

f(U(t0), t) +

∫ t

t0

K̃(t− τ)iL(τ)dτ = LiL +

∫ t

t0

M(t− τ)iL(τ)dτ.

Odtud

iL(t) =
1

L
f(U(t0), t) +

1

L

∫ t

t0

[K̃(t− τ)−M(t− τ)]iL(τ)dτ. (5.7)

Poloºme K(t− τ) = K̃(t− τ)−M(t− τ) pak rovnice (5.7) je tvaru

iL(t) =
1

L
f(U(t0), t) +

1

L

∫ t

t0

K(t− τ)iL(τ)dτ,

coº je Volterrova integrální rovnice s diferen£ním jádrem.
�e²me nyní obvod vzhledem k nap¥tí U(t). Z rovnic elektrodynamiky plyne

iL(t) =
Φ(t)

L
+

∫ t

t0

P (t, s)Φ(s)ds, (5.8)

kde P (t, s) je funkce vyjad°ující vliv magnetického toku Φ(t) v £ase s na proud iL
v £ase t. Dosa¤me

Φ(t) =

∫ t

t0

U(τ)dτ

21



Singulární po£áte£ní úloha pro oby£ejné diferenciální a integrodiferenciální rovnice

do rovnice (5.8). Odtud plyne

iL(t) =
1

L

∫ t

t0

U(τ)dτ +

∫ t

t0

P (t, s)ds

∫ s

t0

U(τ)dτ

=

∫ t

t0

H(t, τ)U(τ)dτ, (5.9)

kde

H(t, τ) =
1

L
+

∫ t

τ

P (t, s)ds.

Aplikací prvního Kirchho�ova zákona dostáváme

iL(t) = −U
R
− CdU

dt
.

Dosazením do (5.9) dostáváme integrodiferenciální rovnici

C
dU

dt
= −U

R
−
∫ t

t0

H(t, τ)U(τ)dτ

s po£áte£ní podmínkou U(t0) = U0. Jestliºe kapacita C má funk£ní závislost
C(t) > 0, t > t0, limt→t+0

C(t) = 0 dostáváme jiº klasickou po£áte£ní singulární
úlohu

C(t)
dU

dt
= −U

R
−
∫ t

t0

H(t, τ)U(τ)dτ, U(t0) = U0.

Uvaºujme elektrický obvod (obr.4).

Dle zákon· elektrodynamiky platí

UR1 = R1 · i1, UR2 = R2 · i2, (5.10)

UC1 =
1

C1

∫ t

0

i1(s)ds, UC2 =
1

C2

∫ t

0

i2(s)ds, (5.11)

UL1 = L11
di1
dt

+ L12
di2
dt
, UL2 = L21

di1
dt

+ L22
di2
dt
. (5.12)

Podle druhého Kirchho�ova zákona je algebraický soucet v²ech nap¥tí v uzav°eném
obvodu roven nule, tj.

2∑
i=1

Ui = 0. (5.13)

22



Singulární po£áte£ní úloha pro oby£ejné diferenciální a integrodiferenciální rovnice

Jestliºe jsou oba obvody ve vzájemné indukci a mají konstantní nap¥tí pak dosazením
(5.10), (5.11), (5.12) do (5.13) dostáváme pro proudové charakteristiky i1(t), i2(t)
systém integrodiferenciálních rovnic

U1 = R1i1 +
1

C1

∫ t

0

i1(s)ds+ L11
di1
dt

+ L12
di2
dt

U2 = R2i2 +
1

C2

∫ t

0

i2(s)ds+ L21
di1
dt

+ L22
di2
dt
.

(5.14)

Nyní budeme uvaºovat p°ípad, kdy je energie p°edávána p·sobením vzájemné
indukce, pak platí

Φ1(t) = L11i1 + L12i2 +

∫ t

−∞
(K11(t− s)i1(s) +K12(t− s)i2(s)) ds,

Φ2(t) = L21i1 + L22i2 +

∫ t

−∞
(K21(t− s)i1(s) +K22(t− s)i2(s)) ds,

(5.15)

kde Kij (t − s) i = 1, 2, j = 1, 2 jsou funkce vyjad°ující vliv proudu ik, k = 1, 2 v
£ase s na magnetický tok v £ase t. Dolní mez −∞ znamená, ºe vlastnosti obvodu
závisí na p°edchozích stavech charakteristik.
V obecném p°ípad¥ bude systém (7.1.2) nelineární (obr.5).

Nech´

L =

(
L11 L12

L21 L22

)
,

K(t− s) =

(
K11(t− s) K12(t− s)
K21(t− s) K22(t− s)

)
.

Pak magnetický tok je tvaru

Φ(t) = L · f(i) +

∫ t

−∞
K(t− s)f(i(s)) ds

kde

f(i) =

(
f1(i1,i2)
f2(i1,i2)

)
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a f(i) je nelineární vektorová funkce závislá na charakteristice jader cívky a obvykle
je zadaná nebo získana experimentáln¥.
Podle Faradeyova zákona je indukované elektromagnetické nap¥tí Ui rovno záporn¥
vzaté zm¥n¥ magnetického induk£ního toku, tj.

Ui = −dΦi

dt
, i = 1, 2.

Dle Fradeyova zákona systém rovnic (7.1.1) je tvaru

dΦ1

dt
+R1i1(t) +

q1(t)

C1

= 0,
dΦ2

dt
+R2i2(t) +

q2(t)

C2

= 0, (5.16)

kde dqk
dt

= ik(t), k = 1, 2. Derivací systému (5.16) dostáváme systém

d2Φ1

dt2
+R1

di1
dt

+
i1(t)

C1

= 0,
d2Φ2

dt2
+R2

di2
dt

+
i2(t)

C2

= 0 (5.17)

Nech´R0(t−s) je rezolventa maticového jádra L−1K(t−s). �e²me systém rovnic (7.1.2)
vzhledem k proudové charakteristice i(t) = (i1(t), i2(t)), dostáváme pak proudové
charakteristiky ve tvaru

i(t) =

∫ t

−∞
R0(t− s)L−1Φ(s)ds + L−1Φ(t). (5.18)

Kapacity obvodu C1 a C2 jsou parametry a mohou se m¥nit od nuly do nekone£na.
Jestliºe C1 a C2 jsou malé, tj. (C1 ≈ C2 ≈ ε), pak z rovnic (7.1.1), (5.18) dostáváme
systém integrodiferenciálních rovnic

E
dΦ

dt
= LU(t),

dU

dt
+ EL−1RU(t) + [E RR0(0) + I](L−1)2Φ(t)

+

∫ t

−∞
[ER

∂R0(t− s)
∂t

+R0(t− s)](L−1)2Φ(s)ds = 0, (5.19)

kde I je jednotková matice a

R =

(
R1 0
0 R2

)
, E =

(
ε 0
0 ε

)
.

Systém (5.19) závisí na malém parametru ε, jehoº °e²ení lze konstruovat ve tvaru
asymptotického rozkladu vzhledem k ε → 0. V p°ípade, ºe uvaºujeme £asovou
závislost systému na intervalu (0, t0], t0 > 0 a kapacita má funkcionální charakter
G(t) takový, ºe

G(t) =

(
g1(t) 0

0 g2(t)

)
,

gi(t) > 0, gi(0
+) = 0, t ∈ (0, t0], pak se jedná o singulární po£áte£ní úlohu vzhle-

dem k magnetickému toku Φ(t) = (Φ1(t),Φ2(t))
T .
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6 Singulární po£áte£ní úloha pro jisté t°ídy skalárních
diferenciálních a integrodiferenciálních rovnic

6.1 Taylorova metoda °e²ení

Uvaºujme singulární po£áte£ní úlohu úlohu

y′′ +
2

x
y′ + f(x, y) = g(x), y(0) = A, y′(0) = B, (6.1.1)

kde x ∈ J = (0, 1], f(x, y) ∈ C(J × R), g(x) ∈ C(J). V p°ípad¥, ºe f(x, y) =
f(y), g(x) ≡ 0, dostáváme diferenciální rovnici Lane-Emdenova typu, která má
velký význam v teorii termionických proud· a stelárních struktur [37], [54]. Existuje
°ada prací, které jsou v¥novány konstrukci °e²ení po£áte£ní úlohy (6.1.1) pomocí
nekone£ných °ad nebo perturba£ní techniky. Nap°íklad Wazwaz [80-82] konstruoval
°e²ení (6.1.1) uºitím Adomianovy dekompozi£ní metody. Russel a Shampine [54]
vy²et°ovali rovnici (6.1.1) v p°ípad¥, ºe f(x, y) = ky + h(x) Iyengar a Jain [42]
stanovili numerické algoritmy pro konstrukci °e²ení po£áte£ní úlohy (6.1.1).

V této kapitole budeme modi�kovat pomocí Taylorovy °ady algoritmus navrºený
Wazwazem [81] a zobecn¥ný Hasanem a Zhunem [36] pro °e²ení diferenciálních
rovnic Lane-Emdenova typu. Navrºený algoritmus má následující kroky:

(i) Z rovnice (6.1.1) vypo£teme první derivaci, tj.

y′ =
1

2
[xg(x)]− 1

2
[xf(x, y)]− 1

2
xy′′.

Obecn¥ k-tá derivaci je pak tvaru

y(k) =
1

k + 1
[xg(x)](k−1) − 1

k + 1
[xf(x, y)](k−1) − 1

k + 1
xy(k+1),

kde k = 1, 2, . . . .

(ii) Z po£áte£ních podmínek y(0) = A, y′(0) = B vypo£teme derivace

y′′(0), y′′′(0), . . . , y(k)(0)

(iii) Sestrojíme Taylorovu °adu se st°edem v bod¥ x = 0 tj.

y(x) = y(0) +
y′(0)

1!
x+

y′′(0)

2!
x2 +

y′′′(0)

3!
x3 + · · ·+ y(k)(0)

k!
x(k) + . . .

Navrºený algoritmus budeme demonstrovat na následujících p°íkladech.

25



Singulární po£áte£ní úloha pro oby£ejné diferenciální a integrodiferenciální rovnice

P°íklad 6.1.1 Uvaºujme singulární po£áte£ní úlohu

y′′ +
2

x
y′ + y = 6 + 12x+ x2 + x3, y(0) = 0, y′(0) = 0. (6.1.2)

Jednotlivé derivace jsou pak tvaru:

y′ = 1
2

(6x+ 12x2 + x3 + x4)− 1
2
xy − 1

2
xy′′

y′′ = 1
3

(6 + 24x+ 3x2 + 4x3)− 1
3
(xy′ + y)− 1

3
xy′′′

y′′′ = 1
4

(24 + 6x+ 12x2)− 1
4
(xy′′ + 2y′)− 1

4
xy(4)

y(4) = 1
5

(6 + 24x)− 1
5
(xy′′′ + 3y′′)− 1

5
xy(5)

y(5) = 1
6
(24)− 1

6
(xy(4) + 4y′′′)− 1

6
xy(6)

...

Z po£áte£ních podmínek y(0) = y′(0) = 0 dostáváme

y′′(0) = 2, y′′′(0) = 6, y(4) = 0, y(5) = 0, . . . . Obecn¥ y(k)(0) = 0, k ≥ 4.

Taylorova °ada je pak tvaru

y(x) =
2

2!
x2 +

6

3!
x3 = x2 + x3.

�e²ením (6.1.2) je tedy funkce y(x) = x2 + x3.

P°íklad 6.1.2 Uvaºujme singulární po£áte£ní úlohu

y′′ +
2

x
y′ − (4x2 + 6)y = 0, y(0) = 1, y′(0) = 0. (6.1.3)

Jednotlivé derivace jsou tvaru:

y′ = 1
2
y(4x3 + 6x)− 1

2
xy′′

y′′ = 1
3

[y′(4x3 + 6x) + y(12x2 + 6)]− 1
3
xy′′′

y′′′ = 1
4

[y′′(4x3 + 6x) + 2y′(12x2 + 6) + 24xy]− 1
4
xy(4)

y(4) = 1
5

[y′′′(4x3 + 6x) + 3y′′(12x2 + 6) + 72y′x+ 24y]− 1
5
xy(5)

y(5) = 1
6

[
y(4)(4x3 + 6x) + 4y′′′(12x2 + 6) + 144y′′x+ 96y′

]
− 1

6
xy(6)

y(6) = 1
7

[
y(5)(4x3 + 6x) + 5y(4)(12x2 + 6) + 240y′′′x+ 240y′′

]
− 1

7
xy(7)

...

Z po£áte£ních podmínek y(0) = 1, y′(0) = 0 dostáváme
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y′′(0) = 2, y′′′(0) = 0, y(4) = 12, y(5) = 0, y(6) = 120, . . .

Taylorova °ada je pak tvaru

y(x) = 1 + 2
x2

2!
+ 12

x4

4!
+ 120

x6

6!
+ · · · = 1 + x2 +

x4

2!
+
x6

3!
+ · · · = ex

2

.

�e²ením (6.1.3) je tedy funkce y(x) = ex
2
. Je z°ejmé, ºe vý²e uvedený postup se

dá aplikovat i na obecn¥j²í singulární po£áte£ní úlohu

y′′ +
n

x
y′ + f(x, y) = g(x), y(0) = A, y′(0) = B, (6.1.4)

kde n ∈ R, pak algoritmus pro k-tou derivaci je tvaru

y(k) =
1

n+ k − 1
[xg(x)](k−1) − 1

n+ k − 1
[xf(x, y)](k−1) − 1

n+ k − 1
xy(k+1),

kde k = 1, 2, . . . .

P°íklad 6.1.3 Uvaºujme singulární po£áte£ní úlohu

y′′ +
4

x
y′ − y = (10 + 8x)ex, y(0) = y′(0) = 0. (6.1.5)

Jednotlivé derivace jsou tvaru:

y′ = 1
4

[10xex + 8x2ex] + 1
4
xy − 1

4
xy′′

y′′ = 1
5

[10ex + 26xex + 8x2ex] + 1
5

[y + xy′]− 1
5
xy′′′

y′′′ = 1
6

[36ex + 42xex + 8x2ex] + 1
6

[2y′ + xy′′]− 1
6
xy(4)

y(4) = 1
7

[78ex + 58xex + 8x2ex] + 1
7

[3y′′ + xy′′′]− 1
7
xy(5)

y(5) = 1
8

[136ex + 74xex + 8x2ex] + 1
8

[
4y′′′ + xy(4)

]
− 1

8
xy(6)

y(6) = 1
9

[210ex + 90xex + 8x2ex] + 1
9

[
5y(4) + xy(5)

]
− 1

9
xy(7)

...

Z po£áte£ních podmínek y(0) = 0, y′(0) = 0 dostáváme

y′′(0) = 2, y′′′(0) = 6, y(4) = 12, y(5) = 20, y(6) = 30, . . .

Taylorova °ada je pak tvaru

y(x) = 2
x2

2!
+6

x3

3!
+12

x4

4!
+20

x5

5!
+30

x6

6!
+ · · · = x2 +x3 +

x4

2!
+
x5

3!
+
x6

4!
+ · · · = x2ex.

27



Singulární po£áte£ní úloha pro oby£ejné diferenciální a integrodiferenciální rovnice

6.2 Adomianova metoda °e²ení

V této kapitole uvaºujeme singulární po£áte£ní úlohu pro Lane-Emdenovu rovnici

y′′ +
2

x
y′ + f(y) = 0, y(0) = A, y′(0) = B, 0 < x ≤ 1, (6.2.1)

A,B ∈ R, f(y) je spojitá funkce. �e²ení bude konstruováno pomocí Adomianovy
dekompozi£ní metody. Existuje °ada prací [5], [8], [53], [54], [71-76] v¥nováných
r·zným modi�kacím Adomianovy dekompozi£ní metody a perturba£ním metodám
pro oby£ejné i parciální diferenciální rovnice. Mimo to jsou známy i diferen£ní
metody °e²ení dané úlohy, které jsou detailn¥ popsány v pracích Chawla and Kat-
tiho [38], Iyengara and Jaina [42] a El-Sayeda [27].

Ná² p°ístup bude p°edev²ím vycházet z výsledk· práce Wazwaze [81], které
budeme modi�kat pro po£áte£ní singulární úlohu

y′′ +
2

x
y′ + f(x, y) = g(x), y(0) = A, y′(0) = B, (6.2.2)

Dle Adomianovy dekompozi£ní metody (viz. p°ípravná kapitola) vyjád°íme
rovnici (6.2.2) ve tvaru

Ly = −f(x, y) + g(x). (6.2.3)

Operátor L de�nujme následovn¥:

L := x−2 d

dx

(
x2 d

dx

)
. (6.2.4)

Inverzní operátor L−1 je pak tvaru

L−1(.) =

∫ x

0

x−2

∫ x

0

x2(.)dxdx. (6.2.5)

Aplikací L−1 na rovnici (6.2.3) dostáváme

y(x) = A+Bx+ L−1g(x)− L−1f(x, y). (6.2.6)

�e²ení y(x) a funkci f(x, y) vyjád°íme ve tvaru nekone£ných °ad

y(x) =
∞∑
n=0

yn(x), f(x, y) =
∞∑
n=0

An, (6.2.7)

kde sloºky yn(x) °e²ení y(x) budou stanoveny pomocí rekurentních rovnic, An jsou
Adomianovy polynomy, které jsou konstruovány pro r·zné t°ídy nelinearit pomocí
algoritm· navrºených Adomianem [2] a v posledních letech zejména Wazwazem
[81], [82]. Dosazením (6.2.7) do (6.2.6) dostáváme

∞∑
n=0

yn(x) = A+Bx+ L−1g(x)− L−1

∞∑
n=0

An. (6.2.8)
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Abychom ur£ili sloºky °e²ení yn(x) pouºijeme Adomianovy rekurzivní relace, které
jsou v na²em p°ípad¥ tvaru

y0(x) = A+Bx+ L−1g(x),

y1(x) = −L1(A0),

y2(x) = −L1(A1), (6.2.9)
y3(x) = −L1(A2),

...

kde

A0 = f(u0)

A1 = u1 (d/du0) f(u0)

A2 = u2 (d/du0) f(u0) +
(
u2

1/2!
) (
d2/du2

0

)
f(u0)

A3 = u3 (d/du0) f(u0) + u1u2

(
d2/du2

0

)
f(u0) +

(
u3

1/3!
) (
d3/du3

0

)
f(u0)

... (6.2.10)

Z rovnic (6.2.9), (6.2.10) dostáváme pak sloºky yn(x) rekurzivn¥, n-tá aproximace
je pak tvaru

φn =
n−1∑
k=0

yk.

Z uvedeného postupu vyplývá, ºe vhodným výb¥rem operátoru L bude moºné
°e²it i obecn¥j²í po£áte£ní singulární úlohy.

Uvedený postup budeme ilustrovat na následujících p°íkladech:

P°íklad 6.2.1 Uvaºujme singulární po£áte£ní úlohu

y′′ +
2

x
y′ − 10y = 12− 10x4, y(0) = y′(0) = 0. (6.2.11)

Tedy
Ly = 12− 10x4 + 10y. (6.2.12)

Aplikací L−1 na rovnici (6.2.12) dostaneme

Ly = 2x2 − 5

21
x6 + 10L−1(y). (6.2.13)

Rekurzivní rovnice jsou pak tvaru

y0(x) = 2x2 − 5

21
x6

yk+1(x) = 10L−1(yk), k ≥ 0 (6.2.14)
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a sloºky °e²ení y(x) jsou tvaru

y0 = 2x2 − 5

21
x6

y1 = x4 − 25x8

756

y2 =
5x6

21
− 25x10

8316

y3 =
25x8

756
− 125x12

648648

y4 =
25x10

8316
− 625x14

3243240
(6.2.15)

Je z°ejmé, ºe výrazy− 5
21
x6, −25x8

756
a−25x10

8316
, které se vyskytují ve sloºkách y2, y3, y4,

jsou opa£ného znaménka. Odtud plyne, ºe °e²ení po£áte£ní singulární úlohy (6.2.11)
je tvaru

y(x) = 2x2 + x4.

P°íklad 6.2.2 Uvaºujme singulární po£áte£ní úlohu

y′′ +
2

x
y′ + 4(2ey + ey/2) = 0, y(0) = y′(0) = 0.

V tomto p°ípad¥ platí
Ly = −4(2ey + ey/2) (6.2.16)

Aplikací L−1 na rovnici (6.2.16) dostáváme

y = −4L−1(2ey + ey/2)

Dle dekompozi£ní metody jsou sloºky °e²ení y(x) tvaru

y0(x) = 0

yk+1(x) = −4L−1(Ak), k ≥ 0, (6.2.17)

p°i£emº Adomianovy polynomy pro nelineární výraz 2ey + ey/2 jsou tvaru:

A0 = 2ey0 + ey0/2

A1 = y1

(
2ey0 +

1

2
ey0/2

)
A2 = y2

(
2ey0 +

1

2
ey0/2

)
+
y2

1

2!

(
2ey0 +

1

2
ey0/2

)
(6.2.18)

A3 = y3

(
2ey0 +

1

2
ey0/2

)
+ y1y2

(
2ey0 +

1

2
ey0/2

)
+
y3

1

3!

(
2ey0 +

1

2
ey0/2

)
...
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Dosazením (6.2.18) do (6.2.17) dostáváme

y0 = 0

y1 = −4L−1(A0) = −2x2

y2 = −4L−1(A1) = x4

y3 = −4L−1(A2) = −2

3
x6

y4 = −4L−1(A3) =
1

2
x8

y5 = −4L−1(A4) = −2

5
x10

y6 = −4L−1(A5) =
1

3
x12

...

�e²ení y(x) lze tedy vyjád°it ve tvaru

y(x) = −2

(
x2 − 1

2
x4 +

1

3
x6 − 1

4
x8 +

1

5
x10 − 1

6
x12 + . . .

)
.

Odtud plyne, ºe °e²ení dané po£áte£ní úlohy je tvaru

y(x) = −2 ln(1 + x2).
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6.3 Asymptotické rozklady °e²ení

Existenci a asymptotickému chování °e²ení singulárních po£áte£ních úloh pro oby£ej-
né a integrodiferenciální rovnice byla v¥nována °ada prací (nap°. [17-24], [44-46],
[56-58]). Jednalo se p°edev²ím o stanovení posta£ujících podmínek pro existenci
°e²ení v p°edem dané oblasti homeomorfní kuºelu s vrcholem v po£áte£ním bod¥.

Jako vhodný aparát pro stanovení asymptotiky °e²ení se ukázala teorie asymp-
totických rozklad· °e²ení. V tomto sm¥ru jsou významné zejména výsledky Diblíka
[16], který konstruoval asymptotické rozklady °e²ení pro singulární po£áte£ní prob-
lémy nelineárních oby£ejných diferenciálních rovnic vzhledem k obecnému °e²ení
p°idruºené homogení rovnice. Jeho výsledky lze modi�kovat i pro jisté t°ídy inte-
grodiferenciálních rovnic se separovanými jádry.

Uvaºujme následující singulární po£áte£ní úlohu:

g(x)y′ = y +

∫ x

0+

(
N∑

i+j=1

uij(x)vij(s)y
i(x)yj(s)

)
ds, y(0+) = 0, (6.3.1)

kde uij(x), vij(x) ∈ C(J), J = (0, x0], x0 > 0 je dostate£n¥ malé.

�e²ení rovnice (6.3.1) budeme hledat ve tvaru jednoparametrické asymptotické
°ady

y(x,C) =
∞∑
h=1

fh(x)ϕh(x,C), (6.3.2)

f1(x) ≡ 1, fh(x), h ≥ 2 jsou neznámé funkce, C 6= 0 je kontanta, ϕ(x,C) je obecné
°e²ení diferenciální rovnice

g(x)y′ = y,

tedy

ϕ(x,C) = C exp

[∫ x

x0

dt

g(t)

]
Dosazením (6.3.2) do (6.3.1) a porovnáním výraz· u stejných mocnin ϕh(x,C),

h ≥ 2 dostáváme systém rekurentních rovnic pro neznámé koe�cienty fh(x), h ≥ 2.
Obecný tvar rovnic má velice komplikovaný tvar (viz.[58]) a pro na²e následující
úvahy není pot°ebný.

Pro stanovení asymptotických rozklad· °e²ení rovnice (6.3.1) nám bude sta£it
vycházet z výsledk· platných pro oby£ejné diferenciální rovnice.

Uvaºujme následující diferenciální rovnici

g(x)y′ = qy + p(x). (6.3.3)

Diblík [5] stanovil asymptotické odhady °e²ení rovnice (6.3.3), coº m·ºeme zfor-
mulovat následovn¥:
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V¥ta 6.3.1 Uvaºujme následující podmínky:

I) Nech´ q je konstanta, q < 0, g(x) ∈ C1(J), g(x) > 0, lim
x→x+

0

g(x) = 0, g′(x) ∼

ψ1(x)gλ1(x) pro x→ x+
0 , λ1 > 0, lim

x→x+
0

ψ1(x)gτ (x) = 0, τ je libovolné kladné

£íslo.

II) p(x) ∈ C(J), p(x) = b0(x)gλ(x) +O(b1(x)gλ+ε(x)), ε > 0, lim
x→x+

0

bi(x)g′(x) =

0, i = 0, 1, b0(x) ∈ C(J), b0(x) 6= 0, b′0(x) ∼ ψ2(x)gλ2(x) pro x→ x+
0 ,

λ2 + 1 > 0, lim
x→x+

0

ψ2(x)gτ (x) = 0, lim
x→x+

0

gτ (x)(b0(x))−1 = 0.

Pak rovnice (6.3.3) má jediné °e²ení na intervalu J , které lze vyjád°it ve tvaru

y(x) =
−1

q
b0(x)gλ(x) +O(gν(x)), y′(x) = O(gν−1(x)), (6.3.4)

kde ν ∈ (λ, λ+ min{λ1, λ2 + 1, ε}).

Nyní ukáºeme, ºe výsledky V¥ty 6.3.1 lze aplikovat i na integrodiferenciální rovnice
tvaru (6.3.1).
Postup ukáºeme na následující integrodiferenciální rovnici

x3y′ = y +

∫ x

0+

xy2(x)y(s)ds. (6.3.5)

V tomto p°ípad¥ i = 2, j = 1, u21(x) = x, v21(s) = 1, ϕ(x,C) = C exp
(

1
2x2

0
− 1

2x2

)
.

Demonstrujme konstrukci asymptotického rozkladu °e²ení (6.3.5) do t°etího °ádu
v£etn¥. Pak

y = ϕ(x,C) + f2(x)ϕ2(x,C) + f3(x)ϕ3(x,C). (6.3.6)

y′ =
ϕ(x,C)

g(x)
+ ϕ2(x,C)

(
f ′2(x) + 2

f2(x)

g(x)

)
+ ϕ3(x,C)

(
f ′3(x) + 3

f3(x)

g(x)

)
. (6.3.7)

y2(x)y(s) = ϕ2(x,C)ϕ(s, C). (6.3.8)

Dosa¤me (6.3.6), (6.3.7), (6.3.8) do rovnice (6.3.5), dostáváme pak

ϕ+ (x3f ′2 + 2f2)ϕ
2 + (x3f ′3 + 3f3)ϕ

3

= ϕ+ f2ϕ
2 + f3ϕ

3 +

∫ x

0+

xϕ2(x,C)ϕ(s, C)ds.

Porovnáním koe�cient· u stejných mocnin ϕ dostáváme

ϕ1 : 1 = 1

ϕ2 : x3f ′2 + 2f2 = f2

ϕ3 : x3f ′2 + 3f3 = f3 + ϕ−3(x,C)

∫ x

0+

xϕ2(x,C)ϕ(s, C)ds.
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Pro neznámé koe�cienty f2(x), f3(x) získáme následující rovnice:

x3f ′2 = −f2. (6.3.9)

x3f ′3 = −2f3 + xϕ−1(x,C)

∫ x

0+

ϕ(s, C)ds. (6.3.10)

Z (6.3.9) plyne, ºe f2(x) = [ϕ(x,C)]−1. Poloºme

u = ϕ−1(x,C)

∫ x

0+

ϕ(s, C)ds. (6.3.11)

Derivováním (6.3.11) dostáváme diferenciální rovnici

x3u′ = −u+ x3. (6.3.12)

která je tvaru (6.3.3). Nyní ov¥°me p°edpoklady V¥ty 6.3.1. Je z°ejmé, ºe

g(x) = x3, q = −1, p(x) = x3,

tedy

g′(x) = 3x2 ∼ ψ1(x)gλ1(x) = 3(x3)
2
3 ⇒ λ1 =

2

3
, ψ1(x) = 3,

lim
x→0+

ψ1(x)gτ (x) = lim
x→0+

3(x3)τ = 0,

kde τ je libovolná kladná konstanta. Ov¥°me p°edpoklad II)

p(x) = b0(x)gλ(x) + 0(b1(x)gλ+ε).

V na²em p°ípad¥ platí x3 = 1(x3)1 ⇒ b0(x) = 1, λ = 1, b1(x) = 0. Zvolme ε > 2
3
.

Jelikoº b′0(x) = 0, pak ψ2(x) = 0. Zvolme konstantu λ2 + 1 > 2
3
.

Odtud lim
x→x+

0

ψ2(x)gτ (x) = 0, lim
x→x+

0

gτ (x)(b0(x))−1 = 0, ν ∈ (1, 1+min{2/3, λ2+1, ε}.

Tedy ν ∈ (1, 5
3
) a °e²ení diferenciální rovnice (6.3.12) má asymptotický tvar

u = x3 + 0(x3ν), ν ∈ (1,
5

3
).

Nyní rovnice (6.3.10) je tvaru

x3f ′3 = −2f3 + x4 +O(x3ν+1), ν ∈ (1,
5

3
). (6.3.13)

Aplikací V¥ty 6.3.1 na rovnici (6.3.13) dostáváme λ1 = 2/3, p(x) = x4 +O(x3ν+1).
Odtud
b0(x) = 1, λ = 4

3
, b1(x) = 1. Poloºme ε = ν − 1, ψ2(x) = 0. Zvolme λ2 + 1 > 2

3
,

pak ν1 ∈ (4
3
, 2) a °e²ení rovnice (6.3.13) má asymptotický tvar

f3(x) =
1

2
x4 +O(x3ν1).

Dostáváme tedy, ºe asymptotický rozklad °e²ení y(x) rovnice (6.3.5) je tvaru

y(x,C) ≈ f1(x)ϕ(x,C) + f2(x)ϕ2(x,C) + f3(x)ϕ3(x,C)

= 2ϕ(x,C) +

(
1

2
x4 +O(x3ν1)

)
ϕ3(x,C).
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6.4 Asymptotické odhady °e²ení

Obecn¥j²í singulární po£áte£ní úlohy pro diferenciální a integrodiferenciální rovnice
roz°e²ených (a nebo neroz°e²ených) vzhledem k derivaci neznámé funkce byly stu-
dovány v pracích [6], [26], [86], [87]. Je v²ak pot°eba zd·raznit, ºe velice malá
pozornost byla v¥nována asymptotickým vlastnostem °e²ení.

V této kapitole se p°edev²ím soust°edíme na asymptotické odhady °e²ení pro
jisté t°ídy integrodiferenciálních rovnic a to vzhledem k obecnému °e²ení p°idruºené
homogenní diferenciální rovnice. Metody vy²et°ování budou zaloºeny na kombinaci
Ważewského topologické metody a Schauderovy v¥ty o pevném bodu.

Uvaºujme následující po£áte£ní singulární úlohu

g(t)y′(t) = ay(t)

[
1 + f

(
t, y(t),

∫ t

0+

K(t, s, y(s))ds

)]
,

(6.4.1)
y(0+) = 0,

kde f ∈ C(J × R× R,R), K ∈ C(J × J × R,R), J = (0, t0], t0 > 0.

P°edpokládejme, ºe funkce g, f, K spl¬ují následující podmínky:

(i) a > 0 je konstanta, g(t) ∈ C1(J), g(t) > 0, g(0+) = 0, g′(t) ∼ ψ(t)gλ(t) pro
t→ 0+, λ > 0, ψ(t)gτ (t) = o(1) pro t→ 0+ pro kaºdé τ > 0, ψ ∈ C(J,R+).

(ii) |f(t, u, v)| ≤ |u|+ |v|, |
∫ t

0+ K(t, s, y(t), y(s))ds| ≤ r(t)|y|, 0 < r(t) ∈ C(J),

r(t) = φ(t, C)o(1) pro t → 0+, kde φ(t, C) = C exp
(∫ t

t0

a
g(s)

ds
)

je obecné

°e²ení rovnice g(t)y′(t) = ay(t) .

V¥ta 6.4.1 P°edpokládejme, ºe podmínky (i), (ii) platí pro kaºdé C 6= 0, pak exis-
tuje °e²ení y(t, C) po£áte£ní problému (6.4.1) takové, ºe∣∣y(i)(t, C)− φ(i)(t, C)

∣∣ ≤ δ
(
φ2(t, C)

)(i)
, i = 0, 1, (6.4.2)

pro t ∈ (0, t4], kde 0 < t4 ≤ t0, δ > 1 je konstanta a t4 závisí na δ, C.

D·kaz. 1) Ozna£me E Banach·v prostor spojitých funkcí h(t) na intervalu [0, t0]
s normou

||h(t)|| = max
t∈[0,t0]

||h(t)||.

Nech´ S ⊂ E je mnoºina funkcí h(t) ∈ E spl¬ující nerovnost

|h(t)− φ(t, C)| ≤ δφ2(t, C). (6.4.3)

Mnoºina S je neprázdná, konvexní a uzav°ená.
2) Nyní zkonstruujeme zobrazení P .
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Nech´ h0(t) ∈ S je libovolná funkce. Dosa¤me h0(s) za y(s) do (6.4.1), dostáváme
pak diferenciální rovnici

g(t)y′(t) = ay(t)

[
1 + f

(
t, y(t),

∫ t

0+

K(t, s, h0(s))ds

)]
. (6.4.4)

Poloºme

y(t) = φ(t, C) + C exp

(∫ t

t0

(1− α)a

g(s)
ds

)
Y0(t), (6.4.5)

y′(t) = φ′(t, C) +
1

g(t)
C exp

(∫ t

t0

(1− α)a

g(s)
ds

)
Y1(t) (6.4.6)

kde 0 < α < 1 je konstanta a funkce Y0(t), Y1(t) spl¬ují diferenciální rovnici

g(t)Y ′0(t) = (α− 1)aY0(t) + Y1(t). (6.4.7)

Z (6.4.3) plyne

h0(t) = φ(t, C) +H0(t), |H0(t)| ≤ δφ2(t, C). (6.4.8)

Dosadíme (6.4.5), (6.4.6) a (6.4.8) do (6.4.4), dostáváme pak

Y1(t) =aY0(t) +

(
aC exp

(∫ t

t0

αa

g(s)
ds

)
+ aY0(t)

)
× f

(
t, φ(t, C) + C exp

(∫ t

t0

(1− α)a

g(s)
ds

)
Y0(t),∫ t

0+

K(t, s, φ(s, C) +H0(s))ds

)
. (6.4.9)

Dosazením (6.4.9) do (6.4.7) dostaneme

g(t)Y ′0(t) =αaY0(t) +

(
aC exp

(∫ t

t0

αa

g(s)
ds

)
+ aY0(t)

)
×f
(
t, φ(t, C) + C exp

(∫ t

t0

(1− α)a

g(s)
ds

)
Y0(t),∫ t

0+

K(t, s, φ(s, C) +H0(s))ds

)
. (6.4.10)

Vzhledem k (6.4.5), (6.4.6) je z°ejmé, ºe °e²ení (6.4.10) ur£uje °e²ení (6.4.4).
Nyní pouºijemeWażewského topologickou metodu. Nech´ Ω ⊂ R+×R. Vy²et°íme

chování integrálních k°ivek rovnice (6.4.10) vzhledem k hranici mnoºiny

Ω0 ⊂ Ω, Ω0 = {(t, Y0) : 0 < t < t0, u0(t, Y0) < 0 } (6.4.11)

kde

u0(t, Y0) = Y 2
0 −

(
δC exp

(∫ t

t0

(1 + α)a

g(s)
ds

))2

. (6.4.12)
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Vypo£teme derivaci u̇0(t, Y0) podél trajektorií systému (6.4.10) vzhledem k hranici
mnoºiny

∂Ω0 = {(t, Y0) : 0 < t < t0, u0(t, Y0) = 0}, (6.4.13)

dostáváme pak

u̇0(t, Y0) =
2a

g(t)

[
αY 2

0 (t) +

(
Y0(t)C exp

(∫ t

t0

αa

g(s)
ds

)
+ Y 2

0 (t)

)
× f

(
t, φ(t, C) + C exp

(∫ t

t0

(1− α)a

g(s)
ds

)
Y0(t),∫ t

0+

K (t, s, φ(s, C) +H0(s)) ds

)
− δ2(1 + α)C2 exp

(∫ t

t0

2(1 + α)a

g(s)
ds

)]
. (6.4.14)

Platí

lim
t→+0

ψ(t)gτ (t) = 0 pro kaºdé τ > 0

g′(t) ∼ ψ(t)gλ(t) pro t→ 0+, λ > 0.

Vzhledem k vlastnostem funkce g(t) existuje kladná konstanta M tak, ºe platí

g′(t) < M, t ∈ (0, t0].

Odtud plyne

t∫
t0

ds

g(s)
<

1

M

t∫
t0

g′(s)dt

g(s)
=

1

M
ln

g(t)

g(t0)
→ −∞ pro t→ 0+.

Tedy lim
t→0+

φ(t, C) = 0 a dle L'Hospitalova pravidla φτ (t, C)gσ(t) = o(1), t→ 0+,

σ je libovolné reálné £íslo. Je tedy z°ejmé, ºe mocniny °e²ení φ(t, C) mají rozhodující
vliv na rychlost konvergence jednotlivých výraz· v (6.4.11) k nule.
Na základ¥ p°edpoklad· V¥ty 6.4.1 a de�nice Y0(t), φ(t, C), dostáváme, ºe první
výraz αY 2

0 (t) v rovnici (6.4.14) má tvar

αY 2
0 (t) = αδ2C2 exp

 t∫
t0

2(1 + α)a

g(s)

 ds,

a druhý výraz v rovnici (6.4.14)

(
Y0(t)C exp

(∫ t

t0

αa

g(s)
ds

)
+ Y 2

0 (t)

)
×f
(
t, φ(t, C) + C exp

(∫ t

t0

(1− α)a

g(s)
ds

)
Y0(t),

∫ t

0+

K (t, s, φ(s, C) +H0(s)) ds

)
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se dá ohrani£it výrazem exponentem v¥t²ím neº

t∫
t0

2(1 + α)a

g(s)
ds

Odtud plyne

sgn u̇0(t, Y0) = sgn

(
−δ2C2(1 + α) exp

(∫ t

t0

2(1 + α)a

g(s)
ds

))
= −1, (6.4.15)

pro dostate£n¥ malé t∗, které závisí na C, δ, 0 < t∗ ≤ t0.

Z relace (6.4.15) plyne, ºe kaºdý bod mnoºiny ∂Ω0 je bodem ostrého vstupu
vzhledem k systému (6.4.10). Zm¥níme-li orientaci osy t na opa£nou, pak kaºdý bod
mnoºiny ∂Ω0 je bodem ostrého výstupu vzhledem k nové sou°adnicové soustav¥.
Podle Ważewského topologické metody existuje alespo¬ jedna integrální k°ivka (6.4.10),
která leºí v Ω0 pro t ∈ (0, t∗]. Je z°ejmé, ºe toto tvrzení z·stává v platnosti pro
libovolnou funkci h0(t) ∈ S. Tato situace je demonstrována na obr.6.

Nyní dokáºeme jednozna£nost °e²ení systému (6.4.10). Nech´ Y0(t) je také °e²ení
systému (6.4.10). Poloºme Z0 = Y0−Y0 a dosa¤me do rovnice (6.4.10), dostáváme
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diferenciální rovnici

g(t)Z ′0 =αaZ0 +

(
aC exp

(∫ t

t0

αa

g(s)
ds

)
+ a(t)Z0(t)

)
×
[
f

(
t, φ(t, C) + C exp

(∫ t

t0

(1− α)a

g(s)
ds

)
(Z0(t) + Y0(t)),∫ t

0+

K(t, s, φ(s, C) +H0(s))ds

)
− f

(
t, φ(t, C) + C exp

(∫ t

t0

(1− α)a

g(s)
ds

)
Y0(t),∫ t

0+

K(t, s, φ(s, C) +H0(s))ds

)]
. (6.4.16)

Nech´
Ω1(δ) = {(t, Z0) : 0 < t < t∗, u1(t, Z0) < 0},

kde

u1(t, Z0) = Z2
0 −

(
δC exp

(∫ t

t0

(1 + α− µ)a(s)

g(s)
ds

))2

, 0 < µ < α.

Stejným zp·sobem uvedeným vý²e dostáváme

sgn u̇1(t, Z0) = −1 (6.4.17)

pro t ∈ (0, t∗]. Je z°ejmé, ºe Ω0 ⊂ Ω1(δ) pro t ∈ (0, t∗]. Nech´ Z0(t) je netriviální
°e²ení systému (6.4.16) takové, ºe (t1, Z0(t1)) ∈ Ω1 pro 0 < t1 < t∗. Nech´ δ ∈
(0, δ) je taková konstanta, ºe (t1, Z0(t1)) ∈ ∂Ω1(δ). Jestliºe k°ivka Z0(t) leºí v
Ω1(δ) pro 0 < t < t1, pak (t1, Z0(t1)) by byl bodem ostrého výstupu vzhledem
k p·vodní sou°adnicové soustav¥, coº je spor s podnínkou (6.4.17). Tedy existuje
pouze triviální °e²ení Z0(t) ≡ 0 systému (6.4.16). Odtud plyne, ºe Y0 = Y0(t) je
jediné °e²ení systému (6.4.10).

Z identity (6.4.5) dostáváme

|y0(t, C)− φ(t, C)| ≤ δφ2(t, C)

kde y0(t, C) je °e²ení (6.4.4) pro t ∈ (0, t∗]. Podobn¥, z (6.4.6), (6.4.9) plyne
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|y′(t, C)− φ′(t, C)| =
∣∣∣ 1

g(t)
C exp

(∫ t

t0

(1− α)a

g(s)
ds

)
Y1(t)

∣∣∣
≤
∣∣∣∣ 1

g(t)
C exp

( t∫
t0

(1− α)a

g(s)
ds

)∣∣∣∣
×
(∣∣∣∣aδC exp

( t∫
t0

(1 + α)a

g(s)
ds

)∣∣∣∣+

∣∣∣∣aδC exp

( t∫
t0

(1 + α)a

g(s)
ds

)∣∣∣∣)

≤ 2δa

g(t)
C2 exp

(∫ t

t0

2a

g(s)
ds

)
= δ

(
φ2(t, C)

)′
.

Je z°ejmé, ºe (po spojitém prodlouºení °e²ení y0(t) do bodu t = 0) operátor
P : h0 → y0 zobrazuje mnoºinu S do sebe a tedy PS ⊂ S.

3) Z·stává dokázat totální spojitost operátoru P .

Nejd°íve ukáºeme, ºe operátor P zobrazuje kaºdou podmnoºinu mnoºiny S v
kompaktní mnoºinu. Uvaºujeme-li libovolnou podmnoºinu Q ⊂ S, pak její obraz
bude mnoºina funkcí stejnom¥rn¥ ohrani£ených a rovnomocn¥ spojitých. Rovnomocná
spojitost plyne ze skute£nosti, ºe derivace daných funkcí jsou stejnom¥rn¥ ohrani£eny.
Tedy z libovolné nekone£né podmnoºiny takových funkcí lze vybrat konvergentní
podposloupnost, z £ehoº plyne, ºe Q je kompaktní mnoºina.

Nyní dokáºeme spojitost operátoru P .

Nech´ (hr(t)) je libovolná posloupnost funkcí v S taková, ºe

||hr(t)− h0(t)|| = εr, lim
r→∞

εr = 0, h0(t) ∈ S. (6.4.18)

�e²ení Yk(t) rovnice

g(t)Y ′0(t) =αaY0(t) +

(
aC exp

(∫ t

t0

αa

g(s)
ds

)
+ aY0(t)

)
× f

(
t, φ(t, C) + C exp

(∫ t

t0

(1− α)a

g(s)
ds

)
Y0(t),∫ t

0+

K(t, s, φ(s, C) +Hk(s))ds

)
(6.4.19)

odpovídá funkci hk(t) a Yk(t) ∈ Ω0 pro t ∈ (0, t∗]. Podobn¥ °e²ení Y0(t) z (6.4.10)
odpovídá funkci h0(t).
Dokáºeme, ºe |Yk(t) − Y0(t)| → 0 konverguje stejnom¥rn¥ na intervalu [0, t4], kde
0 < t4 ≤ t∗, t4 je dostate£n¥ malá konstanta, která bude speci�kována pozd¥ji.
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Uvaºujeme oblast

Ω0k = {(t, Y0) : 0 < t < t∗, u0k(t, Y0) < 0},

kde

u0k(t, Y0) = (Y (t)− Y0(t))
2 −

(
εkC exp

(∫ t

t0

(1 + α− ν)a

g(s)
ds

))2

,

0 < ν < α, k ≥ 1.

Existuje dostate£n¥ malá konstanta t4 ≤ t∗ taková, ºe Ω0 ⊂ Ω0k pro kaºdé k, t ∈
(0, t4]. Vy²et°íme chování integrálních k°ivek rovnice (6.4.19) vzhledem k hranici
∂Ω0k. Stejným zp·sobem uvedeným vý²e dostáváme

sgn u̇0k(t, Y0) = −1

pro t ∈ (0, t4] a kaºdé k. Podle Ważewského topologické metody existuje alespo¬
jedno °e²ení Yk(t) leºící v Ω0k pro 0 < t ≤ t4. Odtud plyne

∣∣Yk(t)− Y0(t)
∣∣ ≤ εkC exp

(∫ t

t0

(1 + α− ν)a

g(s)
ds

)
≤M1εk,

M1 > 0 je konstanta, která závisí na C, t4.

Z identity (6.4.5) plyne

|yk(t)− y0(t)| = C exp

(∫ t

t0

(1− α)a

g(s)
ds

) ∣∣Yk(t)− Y0(t)
∣∣ ≤ mεk,

kde m > 0 je konstanta, která závisí na t4, C, M1. Tedy P je spojitý operátor.
Dokáza-li jsme, ºe operátor P spl¬uje p°edpoklady Schauderové v¥ty o pevném
bod¥ a tudíº existuje funkce h(t) ∈ S taková, ºe h(t) = P (h(t)). D·kaz existence
°e²ení (6.4.1) je kompletní.

Nyní dokáºeme jednozna£nost °e²ení (6.4.1). Dosadíme-li (6.4.5), (6.4.6) do (6.4.1)
dostáváme

Y1(t) =aY0(t) +

(
aC exp

(∫ t

t0

αa

g(s)
ds

)
+ a(t)Y0(t)

)
× f

(
t, φ(t, C) + C exp

(∫ t

t0

(1− α)a

g(s)
ds

)
Y0(t),∫ t

0+

K (t, s, φ(s, C) + C exp

(∫ s

t0

(1− α)a

g(u)
du

)
Y0(s)

)
ds

)
.

Rovnice (6.4.7) m·ºeme zapsat v následujícím tvaru:
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g(t)Y ′0(t) =αaY0(t) +

(
aC exp

(∫ t

t0

αa

g(s)
ds

)
+ aY0(t)

)
× f

(
t, φ(t, C) + C exp

(∫ t

t0

(1− α)a

g(s)
ds

)
Y0(t),∫ t

0+

K (t, s, φ(s, C) + C exp

(∫ s

t0

(1− α)a

g(u)
du

)
Y0(s)

)
ds

)
.

(6.4.20)

Existuje °e²ení y0(t, C) rovnice (6.4.1) spl¬ující (6.4.2) takové, ºe

y0(t, C) = φ(t, C) + C exp

(∫ t

t0

(1− α)a

g(s)
ds

)
U0(t), (6.4.21)

kde U0(t) je °e²ení rovnice (6.4.20).

Poloºme W0(t) = Y0(t)− U0(t) a dosa¤me W0(t) do rovnice (6.4.20), pak platí

g(t)W ′
0(t) =αaW0(t) + a

(
C exp

(∫ t

t0

αa

g(s)
ds

)
+W0(t)

)
×
[
f

(
t, φ(t, C) + C exp

(∫ t

t0

(1− α)a

g(s)
ds

)
(W0(t) + U0(t)),∫ t

0+

K(t, s, φ(s, C) + C exp

(∫ s

t0

(1− α)a

g(u)
du

)
(W0(s) + U0(s))ds

)
− f

(
t, φ(t, C) + C exp

(∫ t

t0

(1− α)a

g(s)
ds

)
U0(t),∫ t

0+

K(t, s, φ(s, C) + C exp

(∫ s

t0

(1− α)a

g(u)
du

)
U0(s))ds

)]
.

(6.4.22)

Nech´
Ω00 = {(t,W0) : 0 < t < t4, u00(t,W0) < 0},

kde

u00(t,W0) = W 2
0 −

(
δ exp{

∫ t

t0

(1 + α− µ)a(s)

g(s)
ds}
)2

, 0 < µ < α.

Jestliºe rovnice (6.4.22) má pouze triviální °e²ení, které leºí v Ω00 pak
Y0(t) = U0(t) by bylo jediné °e²ení rovnice (6.4.22) a tedy y0(t, C) by bylo jediné
°e²ení rovnice (6.4.1), spl¬ující (6.4.2) pro t ∈ (0, t4].

P°edpokládejme, ºe existuje netriviální °e²ení W0(t) rovnice (6.4.22), které leºí
v Ω00. Substitucí W0(s) místo W0(t) do rovnice (6.4.22) dostáváme diferenciální
rovnici
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g(t)W ′
0(t) =αaW0(t) + a

(
C exp

(∫ t

t0

αa

g(s)
ds

)
+W0(t)

)
×
[
f

(
t, φ(t, C) + C exp

(∫ t

t0

(1− α)a

g(s)
ds

)
(W0(t) + U0(t)),∫ t

0+

K(t, s, φ(s, C) + C exp

(∫ u

t0

(1− α)a

g(u)
du

)
(W0(s) + U0(s))ds

)
− f

(
t, φ(t, C) + C exp

(∫ t

t0

(1− α)a(s)

g(s)
ds

)
U0(t),∫ t

0+

K(t, s, φ(s, C) + C exp

(∫ s

t0

(1− α)a

g(u)
du

)
U0(s))ds

)]
.

(6.4.23)

Pak pro derivaci u̇00(t,W0) podél trajektorií rovnice (6.4.23) vzhledem k ∂Ω00

platí
sgn u̇00(t,W0) = −1

pro t ∈ (0, t4]. Stejným zp·sobem jako v p°ípad¥ existence °e²ení (6.4.1) dostáváme,
ºe v Ω00 existuje pouze triviální °e²ení (6.4.23). D·kaz je kompletní.

P°íklad 6.4.1 Uvaºujme následující po£áte£ní singulární problém:

t3y′(t) = 2y(t)

(
1 +

t

1 + t2
y(t) + y(t)

∫ t

0

e−s
−2

s2(1 + y2(s))
ds

)
, y(0+) = 0. (6.4.24)

V na²em p°ípad¥ obecné °e²ení p°idruºené homogenní rovnice

t3y′(t) = 2y(t)

je tvaru φ(t, C) = C exp (t0
−1 − t−1) a dále g(t) = t3, a = 2, ψ(t) = 3, λ = 2/3,

ψ(t)gτ (t) = 3t3τ = o(1) pro t→ 0+.

Dále

|f(t, u, v)| =

∣∣∣∣∣ t

1 + t2
y(t) + y(t)

∫ t

0

e−s
−2

s2(1 + y2(s))
ds

∣∣∣∣∣ ≤
≤ |y(t)|+

∣∣∣∣∣
∫ t

0

e−s
−2

s2(1 + y2(s))
ds

∣∣∣∣∣ ,
p°i£emº r(t) = exp(−t−2), exp(−t−2) = C exp(t−1

0 − t−1)o(1) pro t→ 0+.

Odtud ∣∣∣∣∣y(t)

∫ t

0

e−s
−2

s2(1 + y2(s))
ds

∣∣∣∣∣ ≤ (exp(−t−2)
)
|y(t)|.
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jelikoº v²echny p°edpoklady V¥ty 6.4.1 jsou spln¥ny, tak existuje pro kaºdou kon-
stantu C 6= 0 jediné °e²ení y(t, C) rovnice (6.4.24) takové, ºe∣∣∣∣∣y(i)(t, C)−

(
C exp

(
1

t0
− 1

t

))(i)
∣∣∣∣∣ ≤ δ

[(
C exp

(
1

t0
− 1

t

))2
](i)

, i = 0, 1,

pro t ∈ (0, t4].
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7 Systémy integrodiferenciálních rovnic

7.1 Singulární po£áte£ní úloha pro Volterrovy a Fredhol-
movy integrodiferenciální rovnice

Problém vy²et°ování Fredholmových rovnic spo£ívá v tom, ºe nevysta£íme s
Lipschitzovými konstantami jako v p°ípad¥ Volterrových rovnic. Je proto nutné
zavést jisté váhové normy exponenciálního charakteru a modi�kovat Lipschitzovy
podmínky, coº je nap°íklad ukázáno v pracích [64], [65]. V této kapitole roz²í°íme
výsledky prací [64], [65] na jistou t°ídu smí²ených Fredholm-Volterrových integro-
diferenciálních rovnic závislých na parametru .

Uvaºujme singulární po£áte£ní úlohu:

y′(t) = F
(
t, y(t),

∫ t

0+

K1(t, s, y(t), y(s))ds,

∫ 1

0+

K2(t, s, y(t), y(s)ds, µ

)
,

(7.1.1)

y(0+, µ) = 0,

P°edpokládejme, ºe platí následující podmínky:

(I) F : Ω→ Rn, F ∈ C0(Ω),
Ω = {(t, u1, u2, u3, µ) ∈ J×(Rn)3×R : |u1| ≤ φ(t), |u2| ≤ ψ(t), |u3| ≤ ψ(t)},
J = (0, 1], 0 < φ(t) ∈ C0(J), φ(0+) = 0, 0 < ψ(t) ∈ C0(J), | · | zna£í obvyk-
lou normu v Rn,
|F(t, u1, u2, u3, µ)−F(t, u1, u2, u3, µ)| ≤

∑3
i=1Mi|ui − ui|

pro v²echna (t, u1, u2, u3, µ), (t, u1, u2u3, µ) ∈ Ω, Mi ≥ 0, i = 1, 2, 3.

(II) Kj : Ω1 → Rn, Kj ∈ C0(Ω1), Ω1 = {(t, s, w, v) ∈ J × J × Rn × Rn : |w| ≤
φ(t) , |v| ≤ φ(t) }, |K1(t, s, w, v)−K1(t, s, w, v)| ≤ [N1|w−w |+N2|v − v |],
|K2(t, s, w, v)−K2(t, s, w, v)| ≤ [N3e

λ(s−t)|w − w|+N4e
λ(t−s)|v − v|]

pro v²echna (t, s, w, v), (t, s, w, v) ∈ Ω1, Nj ≥ 0, j = 1, 2. λ > 0 je dostate£n¥
malá konstanta, taková , ºe(

M1 +M2N1 +M3N3 +M3N4

λ
+
M2N2

λ2

)
< 1.

Nyní m·ºeme zformulovat základní výsledek týkající se existence a jednozna£nosti
°e²ení dané po£ate£ní úlohy:
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V¥ta 7.1.1 Nech´ funkce F(t, u1, u2, u3, µ), Kj(t, s, w, v), j = 1, 2 spl¬ují pod-
mínky (I), (II) a navíc

|F| ≤
3∑
i=1

gi(t)|ui|, 0 < gi(t) ∈ C0(J),

∫ t

0+

g1(s)φ(s)ds ≤ αφ(t),

∫ t

0+

(g2(s) + g3(s))ψ(s)ds ≤ βφ(t), α + β ≤ 1,

pak po£áte²ní úloha (7.1.1) má jediné °e²ení y(t, µ) pro kaºdé µ ∈ R, t ∈ J .

D·kaz. Nech´ H je Banach·v prostor spojitých vektorových funkcí

h : J0 → Rn, J0 = [0, 1], |h(t)| ≤ φ(t)

na J s normou
||h||λ = max

t∈J0

{e−λt|h(t)|},

kde λ > 0 je libovolný parametr. Po£áte£ní úloha (7.1.1) je ekvivalentní systému
integrálních rovnic

y(t) =

∫ t

0+

F
(
s, y(s),

∫ s

0+

K1(s, w, y(s), y(w))dw,

∫ 1

0+

K2(s, w, y(s), y(w))dw, µ

)
ds

(7.1.2)
De�nujme operátor T pomocí pravé strany rovnice (7.1.2)

T (h) =

∫ t

0+

F
(
s, h(s),

∫ s

0+

K1(s, w, h(s), h(w))dw,

∫ 1

0+

K2(s, w, h(s), h(w))dw, µ

)
ds,

kde h ∈ H. Nech´ µ ∈ R je pevné. Transformace T spojit¥ zobrazuje H do sebe,
protoºe

|T (h)| ≤
∫ t

0+

∣∣∣∣F (s, h(s),

∫ s

0+

K1(s, w, h(s), h(w))dw, ),

∫ 1

0+

K2(s, w, h(s), h(w))dw, µ

)∣∣∣∣ ds
≤
∫ t

0+

[
g1(s)|h(s)|+ g2(s)

∣∣∣ ∫ s

0+

K1(s, w, h(s), h(w))dw
∣∣∣

+ g3(s))
∣∣∣ ∫ 1

0+

K2(s, w, h(s), h(w))dw
∣∣∣] ds

≤
∫ t

0+

(g1(s)φ(s) + g2(s)ψ(s) + g3(s)ψ(s)) ds ≤ (α + β)φ(t) ≤ φ(t)

pro kaºdé h ∈ H.
Aplikací (I), (II) a de�nice ||.||λ dostáváme

|T (h2)− T (h1)| ≤
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≤
∫ t

0+

∣∣∣∣F (s, h2(s),

∫ s

0+

K1(s, w, h2(s), h2(w))dw,

∫ 1

0+

K2(s, w, h2(s), h2(w))dw, µ

)
− F

(
s, h1(s),

∫ s

0+

K1(s, w, h1(s), h1(w))dw,

∫ 1

0+

K2(s, w, h1(s), h1(w))dw, µ

)∣∣∣∣
≤

∫ t

0+

(
M1|h2(s)− h1(s)|+M2

∫ s

0+

|K1(s, w, h2(s), h2(w))−K1(s, w, h1(s), h1(w))|dw

+ M3

∫ 1

0+

|K2(s, w, h2(s), h2(w))−K2(s, w, h1(s), h1(w))|dw
)
ds

≤
∫ t

0+

(
M1|h2(s)− h1(s)|+M2

∫ s

0+

[N1|h2(s)− h1(s)|+N2|h2(w)− h1(w)|] dw

+ M3

∫ 1

0+

[
N3e

λ(s−w)|h2(s)− h1(s)|+N4e
λ(s−w)|h2(w)− h1(w)|

]
dw

)
ds

≤ ||h2 − h1||λ
(
M1

∫ t

0+

eλsds+M2N1

∫ t

0+

∫ s

0+

eλsdwds

+ M2N2

∫ t

0+

∫ s

0+

eλwdwds+M3N3

∫ t

0+

∫ 1

0+

eλ(s−w)eλwdwds

+ M3N4

∫ t

0+

∫ 1

0+

eλ(s−w)eλwdwds

)
= ||h2 − h1||λ

(
M1(

eλt − 1

λ
) +M2N1(

teλt

λ
− eλt − 1

λ2
) +M2N2(

eλt − 1

λ2
− t

λ
)

+ M3N3(
eλt − 1

λ
) +M3N4(

eλt − 1

λ
)

)
≤ ||h2 − h1||λeλt

(
M1 +M2N1 +M3N3 +M3N4

λ
+
M2N2

λ2

)
.

Tedy
||T (h2)− T (h1)||λ = max

t∈J0

{e−λt|T (h2)− T (h1)|} ≤ q||h2 − h1||λ,

kde
q :=

M1 +M2N1 +M3N3 +M3N4

λ
+
M2N2

λ2
.

Na základ¥ Banachovy v¥ty operátor T má jediný pevný bod h∗ v prostoru H, tj.
h∗(t) ≡ T (h∗(t)), t ∈ J0. Tedy y := h∗ je poºadované °e²ení po£áte£ní úlohy (7.1.1).

V¥ta 7.1.2 Nech´ platí p°edpoklady V¥ty 7.1.1 a nech´ existuje konstanta L > 0 a
integrovatelná funkce γ : J0 → J0, taková, ºe

|F(t, u1, u2, u3, µ2)−F(t, u1, u2, u3, µ1)| ≤ γ(t)|µ2 − µ1|,

kde (t, u1, u2, u3, µ1), (t, u1, u2, u3, µ2) ∈ Ω a

max
t∈J0

{
e−λt

∫ t

0+

γ(s)ds

}
≤ L,
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pak °e²ení y(t, µ) po£áte£ní úlohy (7.1.1) je spojité vzhledem k prom¥nným (t, µ) ∈
J × R.

D·kaz. De�nujme pro h ∈ H operátor Tµ(h) pomocí pravé strany rovnice (7.1.2),
pak dostáváme

||Tµ(h)− Tµ(y)||λ ≤
(
M1 +M2N1 +M3N3 +M3N4

λ
+
M2N2

λ2

)
||h− y||λ.

Na základ¥ p°edpoklad· V¥ty 7.1.2 platí

e−λt|Tµ2(h)− Tµ1(h)|

≤ e−λt
∫ t

0+

∣∣∣∣F (s, h(s),

∫ s

0+

K1(s, w, h(s), h(w))dw, ),

∫ 1

0+

K2(s, w, h(s), h(w))dw, µ2

)
− F

(
s, h(s),

∫ s

0+

K1(s, w, h(s), h(w))dw,

∫ 1

0+

K2(s, w, h(s), h(w))dw, µ1

)∣∣∣∣ ds
≤ e−λt

∫ t

0+

γ(s)|µ2 − µ1|ds ≤ L|µ2 − µ1|. (7.1.3)

Tedy
||Tµ2(h)− Tµ1(h)||λ ≤ L|µ2 − µ1|.

Odtud a z V¥ty 7.1.1 plyne

||h(t, µ2)− h(t, µ1)||λ

= ||Tµ2 [h(t, µ2)]− Tµ2 [h(t, µ1)] + Tµ2 [h(t, µ1)]− Tµ1 [h(t, µ1)]||λ
≤ ||Tµ2 [h(t, µ2)]− Tµ2 [h(t, µ1)]||λ + ||Tµ2 [h(t, µ1)]− Tµ1 [h(t, µ1)]||λ

≤
(
M1 +M2N1 +M3N3 +M3N4

λ
+
M2N2

λ2

)
||h(t, µ2)− h(t, µ1)||λ + L|µ2 − µ1|.

Tedy

||h(t, µ2)−h(t, µ1)||λ ≤
[
1−

(
M1 +M2N1 +M3N3 +M3N4

λ
+
M2N2

λ2

)]−1

L|µ2−µ1|.

Funkce h(t, µ) je stejnom¥rn¥ spojitá vzhledem k prom¥nné µ ∈ R . Tedy y(t, µ) je
spojitá vzhledem k prom¥nným (t, µ) ∈ J × R. D·kaz je kompletní.

P°íklad 7.1.1 Uvaºujme následující singulární po£áte£ní problém

y′(t) =
t

3
y(t) + 2t2

∫ t

0+

√
se−

1
ts (y(t) + 2y(s)) ds

+

∫ 1

0+

e10(s−t)arctg
µ2

s

(
y(t)

2
+ y(s)

)
ds+

√
t3 + 1, y(0+, µ) = 0. (7.1.4)
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Nyní poloºme

M1 = 1/3, M2 = 2, M3 = 1, N1 = 1/e, N2 = 2/e, N3 = π/4, N4 = π/2, λ = 10,

pak

q =
M1 +M2N1 +M3N3 +M3N4

λ
+
M2N2

λ2
=

1/3 + 2/e+ π/4 + π/2

10
+

4/e

100
< 1.

Nyní

|F | ≤ t/3|u1|+ 2t2|u2|+ |u3| ⇒ g1(t) = t/3, g2(t) = 2t2, g3(t) = 1.

Poloºme φ(t) = t5/2, ψ(t) = t5 , pak dostáváme∫ t

0

g1(s)φ(s)ds =

∫ t

0

s6

6
ds =

t7

42
≤ 1

21
φ(t)⇒ α =

1

21
.

∫ t

0

(g2(s) + g3(s))ψ(s)ds =

∫ 1

0

(2s2 + 1)s5ds ≤ 5

12
t5 ≤ 10

12
φ(t)⇒ β = 10/12.

Tedy
(α + β) = 1/21 + 10/12 < 1.

Na základ¥ V¥ty 7.1.1 existuje jediné °e²ení po£áte£ní úlohy (7.1.4) takové, ºe

|y(t, µ)| ≤ t2

2
.
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7.2 Singulární po£áte£ní úloha pro implicitní Volterrovy a
Fredholmovy integrodiferenciální rovnice

Uvaºujme následující singulární po£áte£ní úlohu:

y′(t) = F

(
t, y(t),

∫ t

0+

K (t, s, y(s), y′(s)) ds, µ

)
, y(i)(0+, µ) = 0, i = 0, 1. (7.2.1)

P°edpokládejme:

(i) F : Ω∗ → Rn, F ∈ C(Ω∗), Ω∗ = {(t, u1, u2, µ) ∈ I × Rn × Rn × R :
|u1| ≤ φ1(t), |u2| ≤ ψ1(t)}, I = (0, t1], t1 > 0, 0 < φ1(t) ∈ C(I),
φ1(0

+) = 0, 0 < ψ1(t) ∈ C(I), |.| zna£í obvyklou normu v Rn.

|F (t, u1, u2, µ)− F
(
t, u1, u2, µ

)
| ≤

2∑
i=1

li|ui − ui| pro v²echna (t, u1, u2, µ) ,(
t, u1, u2, µ

)
∈ Ω∗, li > 0, i = 1, 2.

(ii) K : Ω1
0 → Rn, K ∈ C0(Ω1

0), Ω1
0 = {(t, s, ν1, ν2) ∈ I × I × Rn × Rn :

|ν1| ≤ φ1(t), |ν2| ≤ φ1(t)}

|K (t, s, ν1, ν2)−K
(
t, s, ν1, ν2

)
| ≤

2∑
j=1

mj|νj − νj| pro v²echna (t, s, ν1, ν2) ,(
t, s, ν1, ν2

)
∈ Ω1

0, mj > 0, j = 1, 2.

V¥ta 7.2.1 Nech´ funkce F (t, u1, u2, µ), K(t, s, ν1, ν2) spl¬ují podmínky (i), (ii) a
navíc

|F | ≤
2∑
i=1

ci(t)|ui|, 0 < ci(t) ∈ C(I), i = 1, 2,

c1(t)

∫ t

0+

φ1(s)ds ≤ α1φ1(t), c2(t)ψ1(t) ≤ β1φ1(t),

kde α1, β1 jsou kladná £ísla taková, ºe α1 +β1 = 1. Pak po£áte£ní úloha (7.2.1) má
jediné °e²ení y(t, µ) pro kaºdé µ ∈ R, t ∈ I.

D·kaz. Poloºme

y(t) =

∫ t

0+

r(s)ds,

kde r(t) ∈ C(I) je neznámá funkce. Pak y′(t) = r(t) a systém (7.2.1) je ekvivalentní
systému integrálních rovnic

r(t) = F

(
t,

∫ t

0+

r(s)ds,

∫ t

0+

K

(
t, s,

∫ s

0+

r(τ)dτ, r(s)

)
ds, µ

)
. (7.2.2)

Nech´ H je Banach·v prostor spojitých vektorových funkcí

h : I0 → Rn, I0 = [0, t1], |h(t)| ≤ φ1(t)

pro kaºdé t ∈ I0 s normou

||h(t)|| = max
t∈I0
{e−λt|h(t)|},
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kde λ > 0 je libovolný parametr. De�nujme operátor T pomocí pravé strany sys-
tému (7.2.2)

T (h) = F

(
t,

∫ t

0+

h(s)ds,

∫ t

0+

K

(
t, s,

∫ s

0+

h(τ)dτ, h(s)

)
ds, µ

)
,

kde h ∈ H. Nech´ µ ∈ R je pevné. Operátor T zobrazuje H spojit¥ do sebe, nebo´

|T (h)| =

∣∣∣∣F (t,∫ t

0+

h(s)ds,

∫ t

0+

K

(
t, s,

∫ s

0+

h(τ)dτ, h(s)

)
ds, µ

) ∣∣∣∣
≤ c1(t)

∫ t

0+

|h(s)ds+ c2(t)
∣∣∣ ∫ t

0+

K

(
t, s,

∫ s

0+

h(τ)dτ, h(s)

)
ds
∣∣∣

≤ c1(s)

∫ t

0+

φ1(s) + c2(t)ψ1(t) ≤ (α1 + β1)φ1(t) = φ1(t).

pro kaºdé h ∈ H. Pot°ebujeme dokázat, ºe

||T (h2)− T (h1)||λ ≤
(
l1 + l2m2

λ
+
l2m1

λ2

)
||h2 − h1||λ (7.2.3)

pro v²echna h1, h2 ∈ H. Uºitím (i), (ii) a de�nice ||.||λ dostáváme

|T (h2)− T (h1)| =

∣∣∣∣F (t, ∫ t

0+

h2(s)ds,

∫ t

0+

K

(
t, s,

∫ s

0+

h2(τ)dτ, h2(s)

)
ds, µ

)
− F

(
t,

∫ t

0+

h1(s)ds,

∫ t

0+

K

(
t, s,

∫ s

0+

h1(τ)dτ, h1(s)

)
ds, µ

) ∣∣∣∣
≤ l1

∫ t

0+

|h2(s)− h1(s)|ds+ l2

∫ t

0+

∣∣∣K (t, s,∫ s

0+

h2(τ)dτ, h2(s)

)
− K

(
t, s,

∫ s

0+

h1(τ)dτ, h1(s)

) ∣∣∣ds
≤ l1

∫ t

0+

|h2(s)− h1(s)|ds+ l2m1

∫ t

0+

∫ s

0+

|h2(τ)− h1(τ)|dτds

+ l2m2

∫ t

0+

|h2(s)− h1(s)|ds ≤

≤ l1||h2(t)− h1(t)||λ
∫ t

0+

eλsds+ l2m1||h2(t)− h1(t)||λ

×
∫ t

0+

∫ s

0+

eλududs+ l2m2||h2(t)− h1(t)||λ
∫ t

0+

eλsds

= l1||h2(t)− h1(t)||λ
(
eλt

λ
− 1

λ

)
+ l2m1||h2(t)− h1(t)||λ

×
(
eλt

λ2
− 1

λ2
− t

λ

)
+ l2m2||h2(t)− h1(t)||λ

(
eλt

λ
− 1

λ

)
< eλt||h2(t)− h1(t)||λ

(
l1 + l2m2

λ
+
l2m1

λ2

)
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Tedy

||T (h2)− T (h1)|| = max
t∈I0
{T (h2)− T (h1)} ≤

(
l1 + l2m2

λ
+
l2m1

λ2

)
||h2 − h1||λ.

Nyní zvolme λ > 0 tak, ºe (
l1 + l2m2

λ
+
l2m1

λ2

)
< 1.

Aplikací Banachovy v¥ty o pevném bod¥ na operátor T pak dostáváme tvrzení
V¥ty 7.2.1.

V¥ta 7.2.2 Nech´ platí p°edpoklady V¥ty 7.2.1 a nech´ existuje konstanta k > 0 a
integrovatelná funkce ε : I0 → I0, I0 = [0, t1] taková, ºe

|F (t, u1, u2, µ2)− F (t, u1, u2, µ1)| ≤ ε(t)|µ2 − µ1|,

kde (t, u1, u2, µ2), (t, u1, u2, µ1) ∈ Ω∗ a navíc

max
t∈J0

{e−λtε(t)} ≤ k.

Pak °e²ení y(t, µ) systému (7.2.1) je spojité vzhledem k prom¥nným (t, µ) ∈ I ×R.

D·kaz. De�nujme stejným zp·sobem uvedeným vý²e pro h ∈ H operátor Tµ(h)
pomocí pravé strany systému (7.2.2). Odtud plyne

||Tµ(h)− Tµ(y)||λ ≤
(
l1 + l2m2

λ
+
l2m1

λ2

)
||h− y||λ.

Dle p°edpoklad· V¥ty 7.2.2. dostáváme

e−λt|Tµ2(h)− Tµ1(h)| ≤

≤ e−λt
∣∣∣∣F (t,∫ t

0+

h(s)ds,K

(
t, s,

∫ s

0+

h(τ)dτ, h(s)

)
, µ2

)
− F

(
t,

∫ t

0+

h(s)ds,K

(
t, s,

∫ s

0+

h(τ)dτ, h(s)

)
, µ1

)∣∣∣∣
≤ e−λtε(t)|µ2 − µ1| ≤ k|µ2 − µ1|

a tudíº
||Tµ(h)− Tµ(y)||λ ≤ k|µ2 − µ1|

Odtud a z V¥ty 7.2.1 plyne

||h(t, µ2) − h(t, µ1)||λ = ||Tµ2 [h(t, µ2)]− Tµ2 [h(t, µ1)] + Tµ2 [h(t, µ1)]− Tµ1 [h(t, µ1)]||λ
≤ ||Tµ2 [h(t, µ2)]− Tµ2 [h(t, µ1)]||λ + ||Tµ2 [h(t, µ1)]− Tµ1 [h(t, µ1)]||λ

≤
(
l1 + l2m2

λ
+
l2m1

λ2

)
||h(t, µ2)− h(t, µ1)||λ + k|µ2 − µ1|.
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Tedy

||h(t, µ2)− h(t, µ1)||λ ≤
(

1− l1 + l2m2

λ
+
l2m1

λ2

)−1

k|µ2 − µ1|.

Odtud plyne, ºe y(t, µ) je spojitá vzhledem k prom¥nným (t, µ) ∈ I ×R. D·kaz je
kompletní.

Uvaºujme nyní singulární po£áte£ní úlohu pro implicitní systém Fredholmových
integrodiferenciálních rovnic

y′(t) = F
(
t, y(t), y′(t),

∫ 1

0+

K(t, s, y(t), y(s), y′(t), y′(s))ds, µ

)
,

(7.2.4)

y(i)(0+, µ) = 0, i = 0, 1,

kde

(α1) F : ω → Rn, F ∈ C(ω), ω = {(t, u1, u2, u3, µ) ∈ I1 × (Rn)3 × R : |u1| ≤
ϕ1(t), |u2| ≤ ϕ2(t), |u3(t)| ≤ ψ∗(t)}, I1 = (0, t2], t2 > 0, 0 < ϕi(t) ∈
C(I1), ϕi(0

+) = 0, i = 1, 2, 0 < ψ∗(t) ∈ C(I1),
∫ t

0+ ϕ2(s)ds ≤ ϕ1(t), |.| je
obvyklá norma v Rn,
|F(t, u1, u2, u3, µ)−F(t, u1, u2, u3, µ)| ≤

∑3
i=1 pi|ui − ui|

pro v²echna (t, u1, u2, u3, µ), (t, u1, u2, u3, µ) ∈ ω, pi ≥ 0, i = 1, 2, 3.

(α2) K : ω1 → Rn, K ∈ C(ω1),
ω1 = {(t, s, v1, v2, w1, w2) ∈ I1 × I1 × (Rn)4 : |v1| ≤ ϕ1(t), |v2| ≤ ϕ1(t), |w1| ≤
ϕ2(t), |w2| ≤ ϕ2(t)},
|K(t, s, v1, v2, w1, w2)−K(t, s, v1, v2, w1, w2|
≤
∑2

j=1 qj|vj − vj|+ q3te
−λs|w1 − w1|+ q4e

λ(t−2s)|w2 − w2|
pro v²echna (t, s, v1, v2, w1, w2), (t, s, v1, v2, w1, v2) ∈ ω1, pi, qj ∈ R+, i =
1, 2, 3, j = 1, . . . , 4, p2 < 1, λ > 0 je dostate£n¥ velká konstanta taková, ºe(
p1
λ

+ p2 +
p3
∑4
i=1 qi
λ

< 1.
)

V¥ta 7.2.3 Nech´ funkce F(t, u1, u2, u3, µ), K(t, s, v1, v2, w1, w2) spl¬uje podmínky
(α1), (α2) a navíc nech´ platí

|F| ≤
3∑
i=1

zi(t)|ui|, 0 < zi(t) ∈ C(I1), i = 1, 2, 3,

∫ t

0+

z1(t)ϕ2(s)ds ≤ γ1ϕ2(t),

z2(t)ϕ2(t) ≤ γ2ϕ2(t) z3(t))ψ
∗(t) ≤ γ3ϕ2(t), γi ∈ R+,

3∑
i=1

γi = 1,

pak po£áte£ní úloha (7.2.4) má jediné °e²ení y(t, µ) pro kaºdé µ ∈ R, t ∈ I1.
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D·kaz. Postup je analogický jako v p°ípad¥ systému (7.1.1). Poloºme

y(t) =

∫ t

0+

r(s)ds,

kde r(t) ∈ C(I1) je neznámá funkce. Pak y'(t) = r(t) a systém (7.2.4) je ekvivalentní
systému integrálních rovnic

r(t) = F
(
t,

∫ t

0+

r(s)ds, r′(t),

∫ 1

0+

K(t, s,

∫ t

0+

r(s)ds,

∫ s

0+

r(τ)dτ, r(t), r(s))ds, µ

)
.

(7.2.5)
Ozna£me H Banach·v prostor spojitých vektorových funkcí h : I0

1 → Rn,

I0
1 = [0, t2], |h(t)| ≤ ϕ2(t) pro kaºdé t ∈ I0

1 s normou

||h(t)||λ = max
t∈I01
{e−λt|h(t)|},

kde λ > 0 je libovolný parametr. De�nujme operátor T pomocí pravé strany sys-
tému (7.2.5)

T (h) = F
(
t,

∫ t

0+

h(s)ds, h′(t),

∫ 1

0+

K(t, s,

∫ t

0+

h(s)ds,

∫ s

0+

h(τ)dτ, h(t), h(s))ds, µ

)
,

kde h ∈ H. Nech´ µ ∈ R je pevné. Operátor T spojit¥ zobrazuje H do sebe, nebo´

|T (h)| ≤
∣∣∣F (t,∫ t

0+

h(s)ds, h(t),

∫ 1

0+

K(t, s,

∫ t

0+

h(s)ds,

∫ s

0+

h(τ)dτ, h(t), h(s))ds, µ

) ∣∣∣
≤ z1(t)|

∫ t

0+

h(s)ds|+z2(t)|h(t)|+z3(t)
∣∣∣ ∫ 1

0+

K(t, s,

∫ t

0+

h(s)ds,

∫ s

0+

h(τ)dτ, h(t), h(s))ds
∣∣∣

≤ z1(t)

∫ t

0+

ϕ2(s)ds+ γ2φ2(t) + z3(t)ψ
∗(t) ≤ ϕ2(t)

pro kaºdé h ∈ H. Pot°ebujeme dokázat, ºe

||T (h2)− T (h1)||λ ≤

(
p1

λ
+ p2 +

p3

∑4
i=1 qi
λ

)
||h2 − h1||λ,

pro kaºdé h1, h2 ∈ H. Dle p°edpoklad· (α1), (α2) a de�nice normy ||.||λ dostáváme

|T (h2)− T (h1)| =∣∣∣∣F (t, ∫ t

0+

h2(s)ds, h2(t),

∫ 1

0+

K(t, s,

∫ t

0+

h2(s)ds,

∫ s

0+

h2(τ)dτ, h2(t), h(s))ds, µ

)
− F

(
t,

∫ t

0+

h1(s)ds, h1(t),

∫ 1

0+

K(t, s,

∫ t

0+

h1(s)ds,

∫ s

0+

h1(τ)dτ, h1(t), h(s))ds, µ

)∣∣∣∣
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≤ p1

∫ t

0+

|h2(s)− h1(s)|ds+ p2|h2(t)− h1(t)|

+ p3

∫ 1

0+

∣∣∣∣K(t, s,

∫ t

0+

h2(s)ds,

∫ s

0+

h2(τ)dτ, h2(t), h2(s))

− K(t, s,

∫ t

0+

h1(s)ds,

∫ s

0+

h1(τ)dτ, h1(t), h2(s))

∣∣∣∣ ds
≤ p1||h2 − h1||λ

∫ t

0+

eλsds+ p2e
λt||h2 − h1||λ + p3

∫ 1

0+

(
q1

∫ t

0+

|h2(s)− h1(s)|ds

+ q2

∫ s

0+

|h2(τ)− h1(τ)|dτq3te−λs|h2(t)− h1(t)|+ q4e
λ(t−2s)|h2(s)− h1(s)|

)
ds

≤ ||h2 − h1||λ
(
p1
eλt − 1

λ
+ p2e

λt + (p3q1 + p3q2)
eλt − 1

λ
+ (p3q3te

λt + p3q4e
λt)

× (
1

λ
− 1

λeλ
)

)
≤ eλt||h2 − h1||λ

(
p1

λ
+ p2 +

p3

∑4
i=1 qi
λ

)
(7.2.6)

Tedy
||T (h2)− T (h1)||λ = max

t∈I01
|T (h2)− T (h1)| ≤ q ||h2 − h1||λ,

kde

q :=
p1

λ
+ p2 +

p3

∑4
i=1 qi
λ

< 1.

Nyní op¥t dle Banachovy v¥ty o pevném bod¥ dostáváme tvrzení V¥ty 7.2.3.

V¥ta 7.2.4 Nech´ platí p°edpoklady V¥ty 7.2.3 a nech´ existuje konstanta r > 0 a
integrovatelná funkce κ : I0

1 → I0
1 , I

0
1 = [0, t2], p°i£emº

|F(t, u1, u2, u3, µ2)−F(t, u1, u2, u3, µ1)| ≤ κ(t)|µ2 − µ1|,

kde (t, u1, u2, u3, µ2), (t, u1, u2, u3, µ1) ∈ ω ,

max
t∈J0

{e−λtκ(t)} ≤ r.

Pak °e²ení y(t, µ) (7.2.4) je spojité vzhledem k prom¥nným (t, µ) ∈ I1 × R.

D·kaz. Stejným zp·sobem uvedeným vý²e de�nujme pro h ∈ H operátor Tµ(h)
pomocí pravé strany systému (7.2.4). Dostáváme pak

||Tµ(h)− Tµ(y)||λ ≤

(
p1

λ
+ p2 +

p3

∑4
i=1 qi
λ

)
||h− y||λ.

Z p°edpoklad· V¥ty 7.2.4 plyne

e−λt|Tµ2(h)− Tµ1(h)|∣∣∣∣F (t,∫ t

0+

h(s)ds, h(t),

∫ 1

0+

K(t, s,

∫ t

0+

h(s)ds,

∫ s

0+

h(τ)dτ, h(t), h(s))ds, µ2

)
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− F
(
t,

∫ t

0+

h(s)ds, h(t),

∫ 1

0+

K(t, s,

∫ t

0+

h(s)ds,

∫ s

0+

h(τ)dτ, h(t), h(s))ds, µ1

)∣∣∣∣
≤ e−λtκ(t)|µ2 − µ1| ≤ r|µ2 − µ1|

a tedy
||Tµ2(h)− Tµ1(h)||λ ≤ r|µ2 − µ1|

Odtud a z V¥ty 7.2.3. plyne

||h(t, µ2)−h(t, µ1)||λ = ||Tµ2 [h(t, µ2)]−Tµ2 [h(t, µ1)] +Tµ2 [h(t, µ1)]−Tµ1 [h(t, µ1)]||λ

≤ ||Tµ2 [h(t, µ2)]− Tµ2 [h(t, µ1)]||λ + ||Tµ2 [h(t, µ1)]− Tµ1 [h(t, µ1)]||λ

≤

(
p1

λ
+ p2 +

p3

∑4
i=1 qi
λ

)
||h(t, µ2)− h(t, µ1)||λ + r|µ2 − µ1|.

Tudíº

||h(t, µ2)− h(t, µ1)||λ ≤

(
1−

(
p1

λ
+ p2 +

p3

∑4
i=1 qi
λ

))−1

r|µ2 − µ1|.

Funkce h(t, µ) je stejnom¥rn¥ spojitá vzhledem k prom¥nné µ ∈ R, tedy y(t, µ) je
spojitá vzhledem k prom¥nným (t, µ) ∈ I1 × R. D·kaz je kompletní.

Uvaºujme nyní speciální tvar systému (7.2.4)

pi(t)y
′
i − yi = Fi

(
t, y(t), y′(t),

∫ 1

0+

K(t, s, y(t), y(s), y′(t), y′(s))ds, µ

)
,

(7.2.7)

y(j)(0+, µ) = 0, j = 0, 1, i = 1, . . . , n.

Chování °e²ení (7.2.7) budeme charakterizovat pomocí °e²ení p°idruºeného sys-
tému diferenciálních rovnic

pi(t)y
′
i − yi = 0, i = 1, . . . , n. (7.2.8)

Poloºme

ηi(t, Ci) = Ci exp

(∫ t

1

ds

pi(s)

)
, i = 1, . . . , n. (7.2.9)

Je z°ejmé, ºe funkce (7.2.9) jsou obecná °e²ení systému (7.2.8). Ozna£me

Y = (Y1, . . . , Yn), Yi(t, µ) =
yi(t, µ)− ηi(t, Ci)

ηi(t, Ci)
, G = (G1, . . . , Gn),

Gi

(
t, y(t), y′(t),

∫ 1

0+

K(t, s, y(t), y(s), y′(t), y′(s))ds, µ

)
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= (pi(t)ηi(t, Ci))
−1Fi

(
t, y(t), y′(t),

∫ 1

0+

K(t, s, y(t), y(s), y′(t), y′(s))ds, µ

)
η(t)(1 + Y (t)) = (η1(t, C1)(1 + Y1(t, µ)), . . . , ηn(t, Cn)(1 + Yn(t, µ)).

Pak

Y ′i =
(y′i(t, µ)− ηi(t,Ci)

pi(t)
)ηi(t, Ci)− (yi(t, µ)− ηi(t, Ci))ηi(t,Ci)pi(t)

ηi(t, Ci)2
=

=
pi(t)y

′
i(t, µ)− yi(t, µ)

pi(t)ηi(t, Ci)
, i = 1, 2, . . . , n.

Nyní m·ºeme systém (7.2.7) vyjád°it ve tvaru

Y ′i = Gi

(
t, η(t)(1+Y (t)), (η(t)(1+Y (t)))′,

∫ 1

0+

K(t, s, η(t)(1+Y (t)), η(s)(1+Y (s)),

(η(t)(1 + Y (t)))′, (η(s)(1 + Y (s)))′)ds, µ

)
.

Ozna£me

Gi
(
t, Y (t), Y ′(t),

∫ 1

0+

K(t, s, Y (t), Y (s), Y ′(t), Y ′(s))ds, µ

)
= Gi

(
t, η(t)(1 + Y (t)), (η(t)(1 + Y (t)))′,

∫ 1

0+

K(t, s, η(t)(1 + Y (t)), η(s)(1 + Y (s)),

(η(t)(1 + Y (t)))′, (η(s)(1 + Y (s)))′)ds, µ

)
.

Tedy

Y ′i = Gi
(
t, Y (t), Y ′(t),

∫ 1

0+

K(t, s, Y (t), Y (s), Y ′(t), Y ′(s))ds, µ

)
. (7.2.10)

P°edpokládejme, ºe platí následující podmínky:

(I*) G ∈ C(Ω̂),
Ω̂ = {(t, Y, Y ′, u, µ) ∈ I1×(Rn)3×R : |Y | ≤ ϕ1(t), |Y ′| ≤ ϕ2(t), |u| ≤ ψ∗(t)},
|G(t, Y , Y

′
u, µ)− G(t, Y , Y

′
, u, µ)| ≤ p1|Y − Y |+ p2|Y

′ − Y
′
|+ p3|u− u|

pro v²echna (t, Y , Y
′
, u, µ), (t, Y , Y

′
, u) ∈ Ω̂.

(II*) K ∈ C(Ω̂1), Ω̂1 = {(t, s, Y (t), Y (s), Y ′(t), Y ′(s)) ∈ I1 × I1 × (Rn)4 : |Y (t)| ≤
ϕ1(t), |Y (s)| ≤ ϕ1(t), |Y ′(t)| ≤ ϕ2(t), |Y ′(s)| ≤ ϕ2(t)},
|K(t, s, Y (t), Y (s), Y

′
(t), Y

′
(s))−K(t, s, Y (t), Y (s), Y

′
(t), Y

′
(s)| ≤

≤ q1|Y (t)− Y (t)|+ q2|Y (s)− Y (s)|
+q3te

−λs|Y ′(t)− Y
′
(t)|+ q4e

λ(t−2s)|Y ′(s)− Y
′
(s)|

pro v²echna (t, s, Y (t), Y (s), Y
′
(t), Y

′
(s)),

(t, s, Y (t), Y (s), Y
′
(t), Y , (s)) ∈ Ω̂1.
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Nech´ funkce ϕi(t), i = 1, 2, ψ∗(t) a konstanty pi, qj, i = 1, 2, 3, j = 1, . . . , 4
spl¬ují stejné podmínky jako ve V¥t¥ 7.2.3.

V¥ta 7.2.5 Nech´ funkce G(t, Y (t)Y ′(t), µ), K(t, s, Y (t), Y (s), Y ′(t), Y ′(s)) spl¬ují
podmínky (I*), (II*) a nech´

|G| ≤ z1(t)|Y |+ z2(t)|Y ′|+ z3(t)|u|, 0 < zi(t) ∈ C(I1), i = 1, 2, 3,∫ t

0+

z1(t)ϕ2(s)ds ≤ γ1ϕ2(t), z2(t)ϕ2(t) ≤ γ2ϕ2(t) z3(t))ψ
∗(t) ≤ γ3ϕ2(t),

γi ∈ R+,

3∑
i=1

γi = 1, 0 < pi(t) ∈ C(I1),

∫ 1

0+

dt

pi(t)
=∞, i = 1, . . . , n.

Pak existuje jediné °e²ení y(t, µ) = (y1(t, µ), . . . , yn(t, µ)) systému (7.2.7) spl¬ující
nerovnosti

|yi(t, µ)− ηi(t, Ci)| ≤ ϕ1(t)|ηi(t, Ci)|,

|y′i(t, µ)− η′(t, Ci)| ≤ ϕ1(t)|η′i(t, Ci)|+ ϕ2(t)|ηi(t, Ci)|

na intervalu I1, i = 1, . . . , n.

D·kaz. Systém (7.2.10) spl¬uje v²echny p°edpoklady V¥ty 7.2.3. Tedy exis-
tuje jediné °e²ení Y (t, µ) = (Y1(t, µ), . . . , Yn(t, µ)) systému (7.2.10) takové, ºe platí
|Yi(t, µ| ≤ ϕ1(t), i = 1, . . . , n. Odtud a na základ¥ vlastností funkcí Yi(t) pak
dostáváme

|Yi(t, µ)| =
∣∣∣∣yi(t, µ)− ηi(t, Ci)

ηi(t, Ci)

∣∣∣∣ ≤ ϕ1(t)⇒ |yi(t, µ)− ηi(t, Ci)| ≤ ϕ1(t)|ηi(t, Ci)|

Y ′i =
y′i(t)− η′i(t, Ci

ηi(t, Ci)
− yi(t)− ηi(t, Ci)

pi(t)ηi(t, Ci)
.

Odtud plyne

|y′i(t)− η′i(t, Ci)| ≤ |ηi(t, C)|ϕ2(t) +
1

p(t)
|ηi(t, Ci)|ϕ1(t) =

= |ηi(t, C)|ϕ2(t) + η′i(t, Ci)|ϕ1(t).

D·kaz je kompletní.
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8 Záv¥r

Práce obsahuje nové výsledky o existenci, jednozna£nosti a asymptotickém chování
°e²ení singulární po£áte£ní úlohy pro jisté t°ídy oby£ejných diferenciálních a inte-
grodiferenciálních rovnic v oblatech, které jsou homeomorfní kuºelu s vrcholem v
po£áte£ním bod¥.

Singulární po£áte£ní úlohy jsou výsledkem matematických model· n¥kterých
technických i p°írodních jev·. Nacházejí uplatn¥ní nap°íklad v teorii regulace, teorii
elektrických obvod· a terminionických proud·, v mechanice kapalin a v poslední
dob¥ i v biologii. V mnoha p°ípadech mají tyto po£áte£ní úlohy komplikovaný tvar,
proto je p°irozená snaha pouºívat k jejich vy²et°ování asymptotických metod. V
p°ípad¥ skalárních diferenciálních rovnic a integrodiferenciálních rovnic nacházejí
uplatn¥ní modi�kace dekompozi£ních metod a v poslední dob¥ zejména pertur-
ba£ních homotopických metod.

Výsledky práce ukazují, ºe lze o£ekávat, ºe uvedenými metodami bude moºné
studovat i obecn¥j²í systémy funkcionálních diferenciálních rovnic zejména zlomkové
diferenciální rovnice. N¥které výsledky ohledn¥ modi�kace Adomianovy dekom-
pozi£ní metody pro zlomkové diferenciální rovnice ve smyslu Caputovy derivace
byly jiº publikovány v práci [8]. Z hlediska aplikací zlomkových funkcionálních
rovnic v teorii optimální regulace a v silnoproudé elektrotechnice je tento sm¥r
vy²et°ování kvalitativních vlastností zlomkových funkcionálních rovnic aktuální a
bude nám¥tem pro dal²í studium.
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