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Abstrakt

Disertacni prace pojednava o kvalitativnich vlastnostech feSeni singulédrnich
pocate¢nich dloh pro obycejné diferencidlni a integrodiferencialni rovnice, které
se vyskytuji v teorii linedrnich a nelinearnich elektrickych obvodi a teorii termi-
nionickych proudii. Vyzkum je predevsim zaméren na otazky existence a jedno-
znaCnosti feSeni, asymptotickych odhadi feseni a modifikace Adomianovy dekom-
pozi¢ni metody pro singularni poc¢atecni tlohy.

Pomoci Taylorovy fady a modifikace Adomianovy dekompozi¢ni metody jsou
odvozeny algoritmy feSeni singularnich pocatec¢nich tloh pro diferencidlni rovnice
Lane-Emdenova typu. Pro jisté tiidy nelinearnich integrodiferencialnich jsou kon-
struovany asymptotické rozklady feseni v okoli singularniho bodu. V oblasti, ktera
je homeomorfni kuzelu s vrcholem v pocate¢nim bodu, jsou dokdzany asympto-
tické odhady feSeni pomoci Wazewského topologické metody a Schauderovy véty o
pevném bodu.

Pro systémy integrodiferencialnich rovnic Volterrova a Fredholmova typu véetné
implicitnich systému je pomoci Banachovy véty o pevném bodu dokizana jedno-
znacnost feseni singularni pocatecni tlohy a stanoveny podminky spojité zavislosti
feSeni na parametru. Uvedené vysledky jsou ilustrovany na jednoduchych ptikla-
dech.
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Abstract

The thesis deals with qualitative properties of solutions of singular initial value
problems for ordinary differential and integrodifferential equations which occur in
the theory of linear and nonlinear electrical circuits and the theory of thermi-
nionic currents. The research is concentrated especially on questions of existence
and uniqueness of solutions, asymptotic estimates of solutions and modifications of
Adomian decomposition method for singular initial problems.

Solution algoritms are derived for scalar differential equations of Lane-Emden
type using Taylor series and modification of the Adomian decomposition method.
For certain classes of nonlinear of integrodifferential equations asymptotic expan-
sions of solutions are constructed in a neighbourhood of a singular point. By means
of the combination of Wazewski’s topological method and Schauder fixed-point
theorem there are proved asymptotic estimates of solutions in a region which is
homeomorphic to a cone having vertex coinciding with the initial point.

Using Banach fixed-point theorem the uniqueness of a solution of the singu-
lar initial value problem is proved for systems of integrodifferential equations of
Volterra and Fredholm type including implicit systems. Moreover, conditions of
continuous dependence of a solution on a parameter are determined. Obtained re-
sults are presented in illustrative examples.
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theorem.
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Seznam pouzitych symboli

U — symbol pro sjednoceni mnozin

A C B — mnozina A je podmnozinou mnoziny B
a € A — element a je prvkem mnoziny A

a & A — element a neni prvkem mnoziny A

~ — symbol ekvivalence

~ — symbol aproximace

>~ — symbol pro soucet

f' — prvni derivace funkce f

f* — k-ta derivace funkce f

fab — urdity integral s dolni mezi a a horni mezi b
0, O — Landauovy symboly

R — mnozina realnych ¢isel

R™ — n-rozmérny euklidovsky prostor

E ., H — Banachuv prostor

X — topologicky prostor

X — normovany prostor

Q% — oteviend mnoZina

Q — uzavér mnoziny

0f) — hranice mnoziny {2

Q% — mnozina vystupnich bodu

0% - mnozina ostrych vystupnich bodii

C'la, b] — mnozina spojitych funkei na intervalu [a, b]
X x Y — kartézsky soucin dvou mnozin X, Y

|f(z)| — absolutni hodnota funkce f(x)

||P|| — norma operatoru P




L= — inverzni operator
grad f — gradient funkce f

u(t,y) — derivace podél trajektorie

% — parcialni derivace 1. fadu funkce f podle proménné ¢
sgn f — znaménko funkce f

CY(Q,R) — mnoZina funkci se spojitymi derivacemi 1. fadu s defini¢nim
oborem €2 a oborem hodnot R

C(J x R) — mnozina spojitych funkci dvou proménnych, prvni proménna je
definovana na mnoziné J, druh& proménna na mnoziné R

g(0") = 0 — limita zprava funkce g se rovna nule
mazx |h(t)| — maximélni hodnota funkce |h(t)|

(¢n(2)) — posloupnost funkei

Fyzikalni veli¢iny

R — odpor

U — napéti

1 — proud

C — kapacita

L — indukénost

® — magneticky tok
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Singularni pocatecni tloha pro obycejné diferencialni a integrodiferencialni rovnice

1 Uvod

Rada zakoni stanovenych na zakladé teorie pruznosti, elektrodynamiky a tepelné
vodivosti je zapsana ve tvaru:

y(z) = ku(z) (1.0.1)

kde u a y jsou odpovidajici fyzikalni hodnoty hodnoty, k je konstanta imérnosti.
Jestlize u je tah a y prodlouzeni télesa, pak rovnice (1.0.1) vyjadiuje Hookuv
zékon, kde k je modul pruznosti.
Jestlize u je teplotni gradient a y-tepelny tok, pak rovnice (1.0.1) vyjadiuje
Faradayuv zékon, kde k je koeficient vnitini tepelné vodivosti latky.

Uvedené rovnice predpokladaji okamzité urceni ustaleného stavu. Ve skutec¢nosti
zékony ve tvaru rovnice (1.0.1) neukazuji skutecné jevy, protoze v realném prostiedi
nedosdhneme ustaleného stavu okamzité, ale jen po néjaké dobé, ktera teoreticky
miuze byt od nuly do nekone¢na. Naptiklad polarizace, vyvolané v elektrickém poli,
po zaniku elektrického pole nemizi ihned, ale bude pomalu klesat. Proto posuvny
proud bude i ve stejnosmérném poli. Tedy okamzity stav systému zavisi obecné na
stavu systému v predchézejicim ¢asovém okamziku. Takové systémy jsou pak vétsi-
nou popsany diferencidlnimi a integrodiferencidlnimi rovnicemi s diferenc¢nimi ¢i
separovatelnymi jadry s malym parametrem pfi derivaci. Jestlize chovani parametru
mé funkéni charakter v dostateéné malém casovém okamziku, ktery je napiik-
lad popsan funkei g(t) € C(J), g(t) > 0, g(07) = 0, J = (0,%], to > 0, pak
vySetfovani systémii vede na feSeni singularnich poc¢atec¢nich tloh, coz je jednim z
cilt disertacni préce.

<l
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2 Dosavadni vyvoj a souCasny stav problematiky

V padesatych letech minulého stoleti Ceik [15] poprvé systematicky vySetfoval
systémy obyc¢ejnych diferencidlnich rovnic v okoli singularniho bodu. Stanovil pod-
minky existence a jednoznacnosti feseni singularni poc¢atecni tlohy, vysetfil struk-
turu integralnich O-kfivek a nalezl posloupnost funkci konvergujici k O-kfivce v
pripadé jeji jednoznac¢nosti. Pozornost se soustfedila i na asymptoticky charak-
ter feSeni v okoli singularniho bodu. Prosenjuk a Jacenko [51] aplikaci Schaude-
rovy véty o pevném bodu stanovili asymptotiku feSeni nékterych tiid nelinedrnich
diferencialnich rovnic 2. ¥adu v okoli singularniho bodu. Diblik [16] vySetfoval
asymptoticky charakter feseni singularni pocate¢ni tlohy pro diferencialni rovnice
Castecné FeSitelnych vzhledem k derivaci. Konyuchova [46] studovala mimo jiné
i singularni pocate¢ni tlohu maticovych Riccatiho diferencialnich rovnic. Norkin
|41], |42] se zabyval strukturou integralnich O-kfivek v okoli singularniho bodu a
stanovil dimenzi integralni O-mnoziny nékterych tiid nelinearnich diferencidlnich
rovnic 1. fadu. Této problematice jsou dale vénovany prace [6], [17-26], [85-88] a
fada dalsich.

Bajzakov [9] fegil problematiku asymptotickych rozkladi feseni linearnich i ne-
linearnich systémi integralnich rovnic Volterrova typu v okoli singuldrniho bodu.
Dyshko, Konyuchova a Sudov [26] vySetiovali pomoci Lyapunovych fad singularni
okrajové problémy pro diferencidlni rovnice 3. fadu, které se vyskytuji v teorii
dynamiky kapalin. Smarda [56-59] ukazal jak v kombinaci Wazewského metody a
Schauderovy véty o pevném bodu lze dokazat existenci a jednoznacnost feSeni sin-
gularni pocatec¢ni tlohy pro integrodiferencidlni rovnice se separovatelnym jadrem.
Bastinec a Diblik [10], [11] stanovili podminky existence feSeni singularni Cauchy-
Nicolettiho tlohy pro systém diferencidlnich rovnic véetné asymptotiky feSeni.

Pomoci modifikované Wazewského metody s tzv. (n, p, z)-podmnoZinou vysetio-
vali Diblik a Nowak [25] singularni pocatecni tlohu pro systémy oby¢ejnych dife-
rencidlnich rovnic. Zernov a Kuzina [86] vySetfovali singularni pocate¢ni tlohu
pro skalarni implicitni diferencialni rovnice 1. fadu. Stanovili podminky existence
neprazdné mnoziny spojité diferencovatelnych feseni véetné jejich asymptotiky.

Ve vyse citovanych pracich byly mnohé vysledky dosazeny aplikaci Wazewského
topologické metody. V konkrétnich aplikacich této metody na systémy integrodife-
rencialnich rovnic jsou vsak nutné predpoklady postihujici bohuzel jen tzkou t¥idu
integrodiferencidlnich rovnic. Otazky existence a jednoznacnosti feseni nékterych
singularnich pocate¢nich dloh pro Volterrovy nebo Fredholmovy integrodiferen-
cialni rovnice byly vyfeSeny v pracich [61-65] pomoci Banachovy véty o pevném
bodu se specidlni exponencialni vAhovou normou.

Navrhim jednoduchych algoritmi na feSeni nékterych singularnich pocatecnich
tloh a otazkdm existence a jednoznacnosti feSeni Volterrovych a Fredholmovych
integrodiferencialnich rovnic véetné popisu asymptotickych vlastnosti feseni je véno-
vana predlozend prace.
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3 Cile disertace

Cilem disertace je studium existence, jednoznac¢nosti a asymptotickych vlastnosti
feSeni nékterych tiid obycejnych a zejména integrodiferencialnich rovnic v okoli
singularntho bodu. Jedna se zejména o singularni pocatec¢ni tlohy, které popisuji
chovéni elektrickych obvodi a vlastnosti terminionickych proudii.

Uzitim tvah analogickych myslence dikazu Lyapunovy véty o rozkladu [47]
bude feSeni konstruovano ve tvaru nekonecné fady a v pripadé Adomianovy dekom-
pozi¢ni metody budou feSeni singularnich poc¢atecnich tloh vyjadiena v uzavieném
tvaru. U obecnéjsich systémi bude pak stanoven i asymptoticky tvar feseni. U
integrodiferencidlnich rovnic nelze aplikovat Wazewského topologickou metodu ve
formé znamé pro obycejné diferencialni rovnice, nebot neznama funkce je pod inte-
gracnim znaménkem. Nezname tedy apriori smérové pole integrodiferencialnich
rovnic, ackoli toto smérové pole existuje. Jisté modifikace byly jiz publikovany v
pracich [29], [43] ale postihuji velice tizkou tiidu integrodiferencialnich rovnic.

Jednim z dalSich cili disertace bude tedy i navrzeni kvalitativni metody vySetio-
vani integrodiferencidlnich rovnic v kombinaci Wazewského topologické metody
znamé z teorie obycejnych diferencialnich rovnic s nékterymi vétami o pevném
bodu. Tato teorie pak bude rozsitena i na nékteré tiidy singuldrnich pocatecnich
tiloh pro integrodiferencialni rovnice véetné stanoveni asymptotiky feseni. Pro obecné
systémy integrodiferencidlnich rovnic Volterrova a Fredholmova typu pak budou
uzitim Banachovy véty o pevném bodu stanoveny podminky jenoznacnosti feSeni
pocatecni singularni tlohy vcetné spojité zavislosti na parametru. Vysledky pak
budou demonstrovany na konkrétnich ptikladech.
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4 Pripravna kapitola

4.1 Zakladni pojmy z teorie asymptotickych rozkladi

Nyni uvedeme zakladni pojmy a definice z teorie asymptotickych rozkladu feSeni,
které budeme pouzivat v nasledujicich kapitolach:

(i) f(x)=0O(g(z)) pro x — z§ znamen4, Ze existuje pravé okoli bodu zy v némz

%) < K,0< K = konst.

plati

(ii) f(z) = o(g(x)) pro  — arf{ znamena, ze lim ok 0.

I—>I§

(iii) f(z) ~ g(x) pro  — x{ znamen4, ze lim o =1L

I—>$8’

Definice 4.1.1 Posloupnost funkei (¢, (z)) nazveme asymptotickou posloupnosti

pro x — xd, jestlize pro viechna n plati ¢, 1(x) = o(¢n(x)) pro z — x{.

Definice 4.1.2 Formaélni fadu Y a, ¢, () nazveme asymptotickym rozkladem funkce
f(x) pro x — z§ do N-tého ¢lenu plati-li:

a) (¢n(r)) je asymptotickou posloupnosti pro z — .

N
b) [f(z) — > anpn(x)] = o(pn(z)) pro x — zf, 0 # a, = konst, coz budeme
n=1
N 00
znadit f(z) ~ > apen(x). Je-li N libovolné, pak f(x) = > anpn(z).
n=1 n=1

Poznamka 4.1.1 Pro pevné xq mize mit dand funkce nékolik asymptotickijch rozk-
ladi s riuznymi asymptotickymi posloupnostmi. Napriklad

1 - 1 -
~ -1 n—1_.-n ~ -1 —2n
1+ Z( e 1+ Z(x o

n=1 n=1

pro x — oo. Asymptotycky rozklad jednoznacné nedefinuje funkei f(x), napriklad
funkce
142" Q4+e ™)1 +2)t

maji stejny asymptoticky rozklad

10
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pro x — 00. Je vsak nutno poznamenat, Ze pro danou asymptotickou posloupnost a
pevné xg lze koeficienty a,, rekurentné vyjadrit ve tvaru

(= lim { [f(a:) - i: angpn(x)] [gpm(x)]l} ,m=1,.,N

CE—)CEO

Asymptotické rozklady charakterizujici danou funkci f(x) pro x — xf, N = oo,
mohou byt vsak jak konvergentni, tak i divergentni radou, podrobnéji viz |28|.

11
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4.2 Wazewského topologickd metoda

Necht f(t,y) je spojita funkce, ktera je definovana na oteviené (¢, y)-mnoziné ) C
R x R”, Q° je oteviend podmnozina €, 90° je hranici Q° vzhledem k mnoZiné
Q, a Q' je uzavérem Q° vzhledem k mmnoziné €. Uvazujeme systém obycejnych
diferencialnich rovnic:

y = f(t,y). (4.2.1)

Definice 4.2.1 (|35]) Bod (to,yo) € QNIN° nazveme vystupnim bodem (vstupnim
bodem) mnoZiny Q° vzhledem k systému (4.2.1), jestlize pro kazdé Feseni sys-
tému (4.2.1), s pocatecni podminkou y(ty) = yo existuje € > 0 takové, Ze (t,y(t)) €
Q0 proty—e <t <ty (to <t <to+e). Vistupni bod (vstupni bod) (to,yo) mnoZiny
00 nazveme bodem ostrého vijstupu (bodem ostrého vstupu) mnoziny QO, jestlize
(t,y(t)) ¢ Q° na intervalu to < t <ty + ¢ (to —e <t < ty).

Na obr.1 jsou znazornény body vystupu a ostrého vystupu vzhledem k mnoziné Q°
respektive body vstupu a ostrého vstupu vzhledem k mnoZiné Q°.

y(t) 4

],
S

QO

¢ ———}F———
~

o
—
oI
[a2]
Py
S
—
1
™

y() 4

p

o
—
S
=+
+
™
—
1
™

N
-~
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Necht u(t,y) je redlna funkce definovana v © a necht y(t) je feSeni systému (4.2.1)
vyhovujici po¢ateéni podmince y(ty) = yo. Jestlize funkce u(t,y(t)) je diferenco-
vatelnd v bodé t = ¢y, pak jeji derivace se nazyva derivaci podél trajektorie y(t) v
bodé (to,y(to)) a znaci se u(to,y(to)). Jestlize u(t,y) ma spojité parcialni derivace
v €2, pak jeji derivace podél trajektorii systému (4.2.1) existuji a plati

. ou(t,
w(t,y) = % +gradu- f(t,y),
kde 7 -7 zna¢i skalarn{ soucin a grad u = (g—;l, ce %).

Definice 4.2.2 ([35]) Otevrenou podmnoZinu Q° mnoZiny Q nazveme (u,v)-podmno-
Zinou mnoZiny Q0 vzhledem k systému (4.2.1), jestlize plati:

(1) Emzistuji funkce u;(t,y) € C*(QLR), i =1,....,m av;(t,y) € C[Q,R],
j=1,....,n, m+n >0 takové, Ze

Q% ={(t,y) € Q:u(t,y) <0, vi(t,y) <0 Vi, j}.

(2) 1a(t,y) <0 pro derivace funkei us(t,y), o = 1,...,m podél trajektorii sys-
tému (4.2.1) na mnoZiné

Us ={(t,y) € Q:un(t,y) =0, wi(t,y) <0, vi(t,y) <0, Vjai#al.

(3) vp(t,y) > 0 pro derivace funkci vg(t,y), B =1,...,n podél trajektorii sys-
tému (4.2.1) na mnoziné

V/B = {<t7y) €Q: uﬂ(t7y> =0, uz(tuy) <0, Uj(t7y> <0, Via J # 6}
Mnozinu viech vystupnich bodii (bodi ostrého vystupii) budeme znacit Q2 ().

Lemma 4.2.1 (|35]) Necht Q° je (u,v)-podmnoZinou mnoziny Q vzhledem k sys-
tému (4.2.1). Pak

O =0 = Ju\ Vs
a=1 /=1
Definice 4.2.3 ([35]) Necht X je topologicky prostor a B C X.

Necht A C B. Funkcir € C(B,A) takovou, Ze r(a) = a pro vSechna a € A,
nazveme retrakci mnoziny B na mnozinu A v topologickém prostoru X.

Mnozinu A C B nazveme retraktem B v X, jestliZe existuje retrakce mnoZiny
B na mnoZinu A v topologickém prostoru X.

13
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Véta 4.2.1 (Wazewského véta [35]). Necht je mnozina Q° (u, v)-podmnoZinou mno-
Ziny Q0 vzhledem k systému (4.2.1). Necht je Z neprazdnd kompaktni podmnoZina
Q0 U Q0 takovd, Ze mnozina Z N Q0 neni retraktem mnoZiny Z, ale je retraktem
mnoziny Q0. Pak existuje alespori jeden bod (to,vyo) € Z NQ° takovy, Ze graf Fesent
y(t) Cauchyho ilohy y(ty) = yo pro (4.2.1) lezi v mnoZiné Q na svém pravém
mazimdlnim intervalu existence.

Princip Wazewského metody vysvétlime na obr 2.

Necht Q° je (u,v)-podmnozinou v R?, ktera je reprezentované nekoneénym kva-
drem pro ¢t > 0 s horni a dolni sténou respektive bo¢nimi sténami popsanymi
funkcemi U(t,y1,y2) respektive V(t,y1,y2). Tedy v naSem piipadé horni a dolni
sténa jsou body ostrého vstupu mnoziny vzhledem k Q° a boéni stény jsou body
ostrého vystupu vzhledem k QO.

Necht Z je tsecku spojujici dva protilehlé body na sténéch popsanych funkci
V(t,y1,y2), pak Z NV neni retraktem Z, protoze neexistuje spojité zobrazeni
mnoziny Z na Z NV, ktera se sklada pouze ze dvou bodt lezicich na protilehlych
boénich sténach mnoziny Q°, ale je retraktem V, protoie existuje spojité zobrazeni
V na Z NV (libovolnému bodu z V lze piitadit bod Z NV na pfislugné boéni
sténé). Tedy podle Wazewskéeho véty existuje alespoii jeden bod z mnoziny Z N Q°
takovy, ze graf fegeni y(¢) lezi v mnoziné Q° na svém pravém maximélnim intervalu
existence.

Yo(t)
U(ty..y.)
y ()
o o W e W o W .
0
S Lo V(tyLY.) Q!
yi(t)
Ya(t)
i i Uty,.y,)
i) 1 1
1 @
V(ty..Y,) ]
obr.2
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Poznamka 4.2.1 UvaZujme nyni pocdatecni tilohu

y = f(ty),  y(0") =0, (4.2.2)

kde f € C(I,R"), I = (0,to], to > 0, tj. obecné v bodé t = 0 nejsou splnény
podminky existence Fesent poéatecni dlohy (4.2.2). V tomto piipadé budeme hovorit
o singuldrni pocdtecnt dloze pro systém obycejngjch diferencidlnich rovnic a bodt = 0
budeme nazyvat singuldrnim bodem systému y' = f(t,y).

4.3 Pouzity aparat funkcionalni analyzy
V souvislosti s aplikaci principu pevného bodu uvedme nasledujici pojmy:
Uvazujme operatorou rovnici
u=Tu, uwéeMCX, (4.3.1)
X je Banachtiv prostor, feSenou pomoci itera¢ni metody:
Ups1 =L U,, n=0,1,...,

kde up € M. Kazdé feseni rovnice (4.3.1) nazveme pevnym bodem operatoru 7.

Definice 4.3.1 Linedrni prostor X nad mnozZinou redlnijch c¢isel R nazveme nor-
movanym prostorem, jestlize ezistuje norma ||.|| na X coZ znaci, Ze pro kazdé
u,v € X aa€ R plati:

[ul| > 0.

llu|| =0, tehdy a jen tehdy, kdyz u = 0.
allul] = laf [Jul].

u+vl| < [lul| + [|v]].

Definice 4.3.2 Posloupnost (u,) normovaného prostoru X nazveme cauchyovskou,
jestlize ke kazdému e > 0 existuge ¢islo no(e) € N takové, Ze

[t — || < €

pro vSechna n,m > ny(e).
V normovaném prostoru je kaZdd konvergentni posloupnost cauchyovskd.

Definice 4.3.3 Normovany prostor X nazveme Banachovym prostorem, jestlize
kaZdd cauchyovskd posloupnost prostoru X je konvergentni.

15
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Véta 4.3.1 (Banachuav princip pevného bodu [84]) Predpoklidejme, Ze plati ndsle-
dugici podminky:

(i) M je neprizdnd uzaviend mnozina v Banachové prostoru X.
(ii) Operdtor T : M — M je k-kontraktivni, tj.
|| Au — Av[| < kf|u — v]]
pro vSechna u,v € M a pevné k, 0 < k < 1.

Pak plati, Ze rovnice (4.3.1) md pravé jedno fesent, tj. operdtor T md jeding pevny
bod u na mnozine M.

Definice 4.3.4

a) Mnozinu M normovaného prostoru X nazveme kompaktni, jestliZe z kaZdé
posloupnosti (x,) C M lze vybrat konvergentni podposloupnost.

b) Funkce mnoziny S C Cla,b] nazveme stejnomérné ohranicené, jestlize exis-
tuje konstanta K > 0 takovd, Ze pro kaZdou funkci f(x) € S plati |f(x)] < K
pro kaZdé x € Cla,b].

¢) Funkce mnoZiny D C Cla,b] nazveme rovnomocné spojité, jestlize ke kazdému
v > 0 ezistuje konstanta d(v) > 0 takové, Ze pro libovolné z1, x5 € [a, b),
|21 — 23] < 8(v) a kaZdou funkci f(x) € D plati |f(x1) — f(z2)] < 1.

d) Necht X,Y jsou Banachovy prostory. Nelinedrni operdtor A s definiénim
oborem D(A) C X a oborem hodnot R(A) C Y nazveme totdlné spojitym ope-
rdtorem, jestlize je spojity na D(A) a zobrazuje kaZdou ohranicenou mnozinu
v kompaktni mnoZinu.

Véta 4.3.2 (Arzelova [84]) Mnozina N C Cla,b] je kompaktni tehdy a jen tehdy,
jestlize funkce mnoZiny N jsou stejnomeérné ohranicené a rovnomocné spojité.

Véta 4.3.3 (Schauderova [84]) Necht operdtor A zobrazuje uzavienou, ohranice-
nou, konvexni mnoZinu D Banachova prostoru X do sebe. Jestlize A je totdlné
spojity operdtor na mnozine D, pak existuje alespon jeden prvek p € D takovy, Ze
A(p) =p.
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4.4 Princip Adomianovy dekompozi¢ni metody

Uvazujme rovnici

Fu(t) = g(t), (4.4.1)

kde F' reprezentuje nelinedrni diferencidlni operator, ktery lze obecné vyjadiit
linearni a nelinearni slozkou. Linearni slozku rozlozime na soucet L + R, kde L je
invertibilni operéator and R je reziduélni ¢ast linearniho operatoru. Rovnice (4.4.1)
je pak tvaru

Lu+ Ru+ Nu = g,

kde Nu predstavuje nelinedrni slozku. Tudiz
Lu=g— Ru— Nu.
Jelikoz L je invertibilni, dostaviame rovnici
L' Lu=L"'g— L7 'Ru— L 'Nu,

tedy
u=c+ L 'g— L '"Ru— L "'Nu, (4.4.2)

kde c je integra¢ni konstanta. Je-li L = %, definujeme L~! jako n-rozmérny uréity
integralni operator s integracnimi mezemi 0 az t. Napiiklad je-li L = %, pak
L7 Lu = u — u(0) — tu/(0) a rovnice (4.4.2) je tvaru

u=u(0)+tu'(0)+ L 'g— L 'Ru— L 'Nu.

Adomianova decompozi¢ni metoda [2-5| je zalozena na konstrukei feSeni u ve tvaru
nekonec¢né fady

u= iun (4.4.3)
n=0

Predpokladame, Ze nelinearni slozka Nu je analytickou funkei f(u) s nasledujicim
rozkladem:

Nu= f(u) = Ay(ug,us. .. up), (4.4.4)

kde A, jsou vhodné Adomianovy polynomy, které jsou generovany na zakladé al-
goritmt odvozenych v pracich [2-4]. Adomianovy polynomy zavisi na tvarech ne-
linearity slozky Nu a lze je stanovit na zakladé vzorce

1 d» =
An(uo,ul...un)zﬁﬁ [f (Z)\kuk>] ,n>0.
' k=0 A=0

Dosazenim (4.4.3) a (4.4.4) do rovnice (4.4.2) dostavame

iun =c+ L lg— LlRiun — LliAn.
n=0 n=0 n=0
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Kazdy ¢len fady (4.4.3) je urcen rekurentni relaci
uy = c+ L7y
Upi1 = —L 'Ru,— L 'A,, n>0.
Dekompoziéni metoda mé velkou vyhodu v tom, Ze obvykle staci spocitat pouze
nékolik ¢lenu dekompozi¢éni fady, abychom dostali pozadovanou presnost reseni.

Problematika rychlosti konvergence Adomianovy dekompozi¢ni metody je popsana
v pracich [1], [39], [40].

Obecné je feseni dano n-tou aproximaci

n—1
¢n = E Uiy T > 17
n=i
plicemz

lim ¢, = u.

n—oo

Adomianovy polynomy

Abychom vypocetli Adomianovy polynomy, zavedeme nejdfive dekompozi¢ni porovna-
vaci parametr A a feSeni u pak piSeme ve tvaru

o0
U = E AUy,
n=0

Nelinearni slozka Nu = f(u) je pak reprezentovana fadou »_ A"A,, t.j. f(u) re-
n=0

spektive f(u(X)) je analytickou funkei A, tedy

o0

flu) = fu(h) =Y A"A,.
n=0

Polynomy A,, jsou definovany tak, ze A,, zavisi pouze na hodnotach wug, uy, ..., u,,
tedy AO = Ao(UO), A1 = Al(u(],ul), A2 = AQ(Uo,U17u2>, .... Obecné An lze
vypocitat dle nasledujiciho vzorce:

_1l4a A >0 4.4.5

n= o [Fu))m, n 2 0. (4.4.5)
Tedy
Ao = fluo)

A1 = w (d/dup) f(uo)
Ay = g (d/dug) f(uo) + (ui/2!) (d°/dud) f(uo)
Ay = uz(d/dug) fluo) + urug (d*/dud) f(uo) + (ui/3!) (d®/dud) f(uo)
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Uvazujeme-li napiiklad, 7e f(u) = u?®, pak Adomianovy polynomy jsou nasledu-
jictho tvaru:

AO = Ug

A1 = 3u3u1

Ay = 3u(2)uz + 3u%u0

Ay = ud+ 3u(2)u3 + 6uguius
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5 Elektrické obvody reprezentujici singularni poc¢atecni
ulohu

Diferencialni a integrodiferencialni rovnice se ¢asto vyskytuji jako matematicky
model technickych procesi. S prvnimi aplikacemi diferencialnich a integrodiferen-
cidlnich rovnic v mechanice, ekonomii a teorii elektrickych obvodii se muzeme
setkat v pracich Lotky [48] a Volterra [78], [79]. Volterrovy prace byly zékladem
pro vyvoj matematického modelovani technickych procest. Byly polozeny zéklady
vySetfovani zejména integralnich a integrodiferencidlnich rovnic s ohrani¢enym a
neohranicenym zpozdénim véetné diferencidlnich a integrodiferencidlnich rovnic s
malym parametrem, které v pfipadé funkéni zavislosti popisuji singularni poc¢ate¢ni
tlohy. Neékteré vlastnosti elektrickych obvodu popsanych integrodiferencidlnimi
rovnicemi byly vySetfovany naptiklad v pracich [66], [67].

V této kapitole pomoci Kirchhoffovych zédkont a Faradeyova zakona odvodime
proudové a napétové charakteristiky linearnich a nelinearnich elektrickych obvodi,
z nichZ nékteré vychézeji ze singularnich pocatec¢nich tloh. Uvazujme elektricky
obvod (obr.3) bez efektu hysteréze.

v i +

U C=+ L R

obr.3

Magneticky tok ® na civce je tvaru ® = Liy, a dle rovnic elektrodynamiky dostavame
dUu

CE =ic.

1 t
— [ U(s)ds =ir.
L /to
Rip ="U.
Dle prvniho Kirchhoffova zakona plati

I U dU
— | U(s)ds + — h— 1
L/tg (s)ds + 7 +C : 0 (5.1)

Derivovanim rovnice (5.1) dostavame diferencidlni rovnici

22U 1dU 1
ct o+ -4 -U=0.
@ Ra I

Uvazujme nyni obvod s efektem hysteréze. Nejdiive budeme fesit obvod vzhledem
k proudové charakteristice 77,. Magneticky tok je tvaru

O(t) = Lig, + /tt M(t —7)ig(T)dr, (5.2)
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kde M (t — 7) je funkce vyjadiujici vliv proudu i, v ¢ase 7 na magneticky tok & v
¢ase t. Dle prvniho Kirchhoffova zakona plati

U dUu
o U LdU
L e R dt
Odtud a U() ()
lr
— . 2.3
a " RC T C (53)
Diferenciélni rovnice (5.3) ma FeSeni
t—tg t t—T iL<T)
U(t) = Ulto)e™ 7 — / o T (5.4)
to C

Plati

Dosazenim napéti U(t) z rovnice (5.5) dostavame

() — U(to)/ o ds—/ ds/

— FU).1) + /t R(t = 1)ig(F)dr, (5.6)

kde

t

t t
K==z [ s [U).0=Uw) [ e s
T to

Dosadime-li (5.6) do rovnice (5.2) dostavame

f(U(to),t / K(t—7)ig(r )dT—LZL+/ M(t —7)ip(T)dr.

Odtud . .
int) = TFU ), 1) + 7 / R (E— 1) — M(t— 7)in(7)dr. (5.7)

to

Polozme K(t —7) = K(t — 1) — M(t — 7) pak rovnice (5.7) je tvaru

int) = 11U /m_w dr.

coz je Volterrova integralni rovnice s diferen¢nim jadrem.
Resme nyni obvod vzhledem k napéti U(t). Z rovnic elektrodynamiky plyne

Pt ¢
ir(t) = o) +/ P(t,s)®(s)ds, (5.8)
L to
kde P(t, s) je funkce vyjadiujici vliv magnetického toku ®(¢) v ¢ase s na proud iy,
v Case t. Dosadme
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do rovnice (5.8). Odtud plyne

in(t) = }1/¢U()d7+:/¢P@,st/mCKTyh

to to
= /HtT (5.9)

kde .
1
H(t,7)= 7 —I—/ P(t, s)ds.
Aplikaci prvniho Kirchhoffova zidkona dostavame
U dUu
T

Dosazenim do (5.9) dostavame integrodiferencialni rovnici

dU U ¢
= —_Z | H(t.AU(Hdr
Cydt R ]i (t,7) d

s pocateéni podminkou U(tg) = Uy. Jestlize kapacita C' mé funk¢ni zavislost
C(t) > 0, t > to, lim, C(t) = 0 dostavame jiz klasickou pocateéni singularni
tlohu

C(t—:———/HtT Ulto) = Us.

UvaZzujme elektricky obvod (obr.4).

R, C, C, R,

obr.4

Dle zakoni elektrodynamiky plati

URI - Rl . il, UR2 - R2 . iQ, (510)
I I
UCI = a il(S)dS, U02 = 52 iQ(S)dS, (511)
dZ1 dZQ le d
=L Lis— =Loy—+ L . 12
Ur, n—r +leos, UL, 21 T lr (5.12)

Podle druhého Kirchhoffova zakona je algebraicky soucet vSech napéti v uzavieném
obvodu roven nule, tj.

Y ui=o. (5.13)
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Jestlize jsou oba obvody ve vzajemné indukci a maji konstantni napéti pak dosazenim
(5.10), (5.11), (5.12) do (5.13) dostavame pro proudové charakteristiky i (t), ia(t)
systém integrodiferencidlnich rovnic

1t di di
U1 == Rlil -+ —/ i1<8)d8 + [411ﬂ -+ Luﬁ

) dt dt (5.14)
Uy = iy + — tz‘(s)ds+L da | p,, % |
2 — 11202 020 2 21dt 22dt-

Nyni budeme uvazovat ptipad, kdy je energie predavana ptusobenim vzajemné
indukce, pak plati

t
q)l(t) = Lllil + ngig + / (Ku(t — 8)i1(8> -+ Klg(t — S)iQ(S)) dS,
- (5.15)

CI)Q(t) = Lglil + LQQiQ + / (Kgl(t — S)il(S) + KQQ(t — S)iQ(S)) dS,
kde K;(t —s)i=1,2, j = 1,2 jsou funkce vyjadiujici vliv proudu i, k=1,2 v
Case s na magneticky tok v case t. Dolni mez —oo znamena, ze vlastnosti obvodu
zavisi na predchozich stavech charakteristik.
V obecném piipadé bude systém (7.1.2) nelinearni (obr.5).

R1 C1 C2 R2

obr.5
Necht

Pak magneticky tok je tvaru

@(t):L-f(i)—i-/_ K(t—s)f(i(s))ds

o= (30)
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a f(i) je nelinearni vektorova funkce zavisla na charakteristice jader civky a obvykle
je zadané nebo ziskana experimentalné.

Podle Faradeyova zédkona je indukované elektromagnetické napéti U; rovno zaporné
vzaté zméné magnetického indukéniho toku, tj.

d®;

Uy=——"2 i=12
at
Dle Fradeyova zékona systém rovnic (7.1.1) je tvaru
dd, ) ¢ (1) dd, . qa(t)
— 4+ Ryt (2 =0, —— 4+ Raio(t =0 5.16
dt _|_ 121( )_I_ Cl ) dt + 27’2( )+ 02 Y ( )

kde %‘“ = ix(t), k = 1,2. Derivaci systému (5.16) dostavame systém

d*®, diy iy (t) d>®, diy  io(t)
e P ter 70 e Tyt g

Necht Ry(t—s) je rezolventa maticového jadra L™K (t—s). Reme systém rovnic (7.1.2)
vzhledem k proudové charakteristice i(t) = (i1(t),i2(t)), dostavame pak proudové
charakteristiky ve tvaru

—0 (5.17)

t
i(t) = / Ro(t — s)L™'®(s)ds + L' ®(1). (5.18)
Kapacity obvodu C a C jsou parametry a mohou se ménit od nuly do nekonecna.
Jestlize C a Cy jsou malé, tj. (Cy = Cy = ¢), pak z rovnic (7.1.1), (5.18) dostavame
systém integrodiferencidlnich rovnic

dd
dU _ -
— + ELT'RU(t) + [E RRy(0) + I)(L™")*®(1)

+ /tWR@E%;2+RM%ﬂNQAYM@@:07 (5.19)

—00

kde I je jednotkova matice a

. Rl 0 (€ 0
AR ()]

Systém (5.19) zavisi na malém parametru ¢, jehoz feSeni lze konstruovat ve tvaru
asymptotického rozkladu vzhledem k ¢ — 0. V pfipade, Ze uvazujeme casovou
zéavislost systému na intervalu (0, 4], to > 0 a kapacita ma funkcionéalni charakter

G(t) takovy, ze o o
1(T
G(t) = (g 0 92(t)) s

gi(t) >0, g:(07) =0, t € (0,t0], pak se jedna o singularni poc¢ateéni ulohu vzhle-
dem k magnetickému toku ®(t) = (O, (t), Po(t))L.
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6 Singularni pocatecni tloha pro jisté tridy skalarnich
diferencialnich a integrodiferenciilnich rovnic

6.1 Taylorova metoda reSeni

Uvazujme singuldrni pocatec¢ni tlohu tlohu

V' + ) = o(e), u(0) = A, y(0) =B, (6:1.1)

kde x € J = (0,1], f(z,y) € C(J xR), g(x) € C(J). V piipadé, ze f(z,y) =
f(y), g(x) = 0, dostavame diferencialni rovnici Lane-Emdenova typu, kterd ma
velky vyznam v teorii termionickych proudu a stelarnich struktur [37], [54]. Existuje
fada praci, které jsou vénovany konstrukei feSeni pocateéni tlohy (6.1.1) pomoci
nekone¢nych fad nebo perturba¢ni techniky. Napiiklad Wazwaz [80-82] konstruoval
feseni (6.1.1) uzitim Adomianovy dekompozi¢ni metody. Russel a Shampine |54]
vySetiovali rovnici (6.1.1) v piipadé, ze f(z,y) = ky + h(z) Iyengar a Jain [42]
stanovili numerické algoritmy pro konstrukei feSeni pocate¢ni ulohy (6.1.1).

V této kapitole budeme modifikovat pomoci Taylorovy fady algoritmus navrzeny
Wazwazem [81] a zobecnény Hasanem a Zhunem [36] pro feSeni diferencidlnich
rovnic Lane-Emdenova typu. Navrzeny algoritmus mé nasledujici kroky:

(i) Z rovnice (6.1.1) vypocteme prvni derivaci, tj.

o1 1

v =3 o) -

1 Z
: o y) = 5o

Obecné k-ta derivaci je pak tvaru

1 1 1
(k) _ (k—1) (k—1) (k+1)
Yy = 1 [zg()] L+ 1 [z f(z,y)] 11 1$?J )

kde k= 1,2,....

(ii) Z pocatecnich podminek y(0) = A, y'(0) = B vypoc¢teme derivace
y"(0), v"(0), ...,y™(0)
(iii) Sestrojime Taylorovu fadu se stfedem v bodé x = 0 tj.

an "o *®) (0
( x+y2(')$z+y3(' )3 4.4 Y k‘( ) 4

Navrzeny algoritmus budeme demonstrovat na nésledujicich piikladech.
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Priklad 6.1.1 UvazZujyme singuldrni pocdtecni ulohu
2
y" + ;y' +y=6+12z+2°+ 2% y(0)=0, y(0)=0.

Jednotlivé derivace jsou pak tvaru:

y =3 (62 +122% + 2% + 2*) — Tzy — say”
y" =3 (6+ 24z + 32 + 42%) — S (ay' +y) — say”
y" =1 (244 62 +1222) — L(xy” +2y') — Lay®
yW = 1(6+ 24z) — L(zy" + 3y") — tay®
y® = 1(24) — L(ay® + ") — Lay®

Z pocate¢nich podminek y(0) = 3/(0) = 0 dostavame

y"(0) =2, ¥"(0) =6, y» =0, y® =0, ... . Obecn& y*®(0) =0, k > 4.

Taylorova fada je pak tvaru

(x) = 2 +6 +
X —X :E —:c I
4 9] 31

Resenim (6.1.2) je tedy funkce y(x) = 22 + 3.

Priklad 6.1.2 UvazZujyme singuldrni pocdtecni ulohu
2

y'+—y = (de” +6)y =0, y(0) =1, y'(0) = 0.
Jednotlivé derivace jsou tvaru:
Y = sy(4a® + 6z) — say”
y' =3 [y (42® + 62) + y(122® + 6)] — sy
y" =1y (42° + 62) + 2/ (1227 + 6) + 24zy| — 1ay™
[y (42® + 6) + 3y" (1222 + 6) + T2y'x + 24y] — Lay®

1
5 Y

y®) = % [y (423 + 62) + 4y (1222 + 6) + 144y x + 96y] — %xy(ﬁ)
1
7

Z pocate¢nich podminek y(0) = 1,4'(0) = 0 dostavame

[y®) (42® + 62) + 5y (1222 + 6) + 240y"'z + 240y"] — Lay!

(6.1.2)

(6.1.3)
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y'(0) =2, 5"(0) = 0, y® =12, y® =0, y® =120, ...
Taylorova tfada je pak tvaru
2 4 6 4 .6 ,

_ r v d _ 2 P Y
y(o) = 1425 +125, +1205 + - =1+a" + p 4 or o =e”

Resenim (6.1.3) je tedy funkce y(z) = e*”. Je ziejmé, 7e vyse uvedeny postup se
d4 aplikovat i na obecnéjsi singuldrni pocatecni ulohu

v+ oo+ ) = g(@), y(0)= A, y(0) =B, (6.1.4)

kde n € R, pak algoritmus pro k-tou derivaci je tvaru

1

W _ 1 v
n+k—-1

Cn+k—1
kde k=1,2,... .

. 1
[ f (2, )" = oy ™Y,

[zg()] Y ~ ntk—1

Priklad 6.1.3 UvazZujme singuldrni pocdtecni ulohu
4
'y —y = (10+82)e", y(0) =y'(0) =0. (6.1.5)

Jednotlivé derivace jsou tvaru:

= i [10ze® + 8x2%e®] + i:l:y — ixy”

!/

y/

y' = % [10e® + 26xe® + 8x2e”] + % ly + xy'] — %xy’”

y" = 1[36e” 4 42ze” + 8a%¢”) + & [2y + ay”] — tay™
1[78e” + B8xe™ + 8x%e”| + 1 [3y” + ay"] — Lay®

y®) = 1[136e” + Tdze” + 8z%”] + 1 [4y" + zyW] — Lay®
1
9

[210e” 4 90ze™ + 8z%¢”] + & [5y™ + zy®] — Lay®

7Z pocatecnich podminek y(0) = 0,4/'(0) = 0 dostavame
y"(0) =2, y"(0) =6, y¥ =12, y©® =20, y© =30, ...
Taylorova fada je pak tvaru

1.2 3 4 5 1.6 ) 5 1174 1.5 ZL‘G 5 .
y(w) = 257 + 657 +1275 + 20 305y - =2t + op kS e = 2%t
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6.2 Adomianova metoda FeSeni

V této kapitole uvazujeme singularni pocatecéni tillohu pro Lane-Emdenovu rovnici
2
y" + Ey' +f(y)=0, y(0)=A4, y/(0)=B, 0<z<l, (6.2.1)

A, B € R, f(y) je spojita funkce. Regeni bude konstruovano pomoci Adomianovy
dekompoziéni metody. Existuje fada praci [5], [8], [53], [54], [71-76] vénovanych
ruznym modifikacim Adomianovy dekompozi¢ni metody a perturba¢nim metodam
pro obyc¢ejné i parcidlni diferencidlni rovnice. Mimo to jsou znamy i diferen¢ni
metody FeSeni dané tlohy, které jsou detailné popsany v pracich Chawla and Kat-
tiho [38], Iyengara and Jaina [42] a El-Sayeda [27].

N&3 pristup bude piedev&im vychazet z vysledku prace Wazwaze [81], které
budeme modifikat pro poc¢atec¢ni singularni alohu

V' ) = gl@), y0) =4, y(0)= B (622

Dle Adomianovy dekompozi¢ni metody (viz. ptipravna kapitola) vyjadiime
rovnici (6.2.2) ve tvaru

Ly = —f(z,y) + g(x). (6.2.3)
Operator L definujme nasledovné:
d d
Li=a7?—(2*—|. 2.4
- (x d:c) (6.2.4)

Inverzni operator L~ je pak tvaru

L) = /w r? /x 2*(.)dzdz. (6.2.5)
0 0
Aplikaci L™! na rovnici (6.2.3) dostavame
y(x) = A+ Bz + L 'g(x) — L7 f(z,y). (6.2.6)
Resent y(x) a funkei f(z,y) vyjadiime ve tvaru nekoneénych fad
y(@) =Y (@), flz,y) =) A, (6.2.7)
n=0

n=0

kde slozky y,(x) feseni y(z) budou stanoveny pomoci rekurentnich rovnic, A, jsou
Adomianovy polynomy, které jsou konstruovany pro riizné t¥idy nelinearit pomoci
algoritmi navrzenych Adomianem [2] a v poslednich letech zejména Wazwazem
[81], [82]. Dosazenim (6.2.7) do (6.2.6) dostavame

Z Yn(r) = A+ Bx + L 'g(z) — L7 Z A, (6.2.8)
n=0 n=0
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Abychom uréili slozky FeSeni y,(z) pouzijeme Adomianovy rekurzivni relace, které
jsou v naSem piipadé tvaru

kde

Ao
A
Ay
As

yo(r) = A+ Bx+ L 'g(n),
yi(r) = —L'(A),
ya(z) = —L'(4), (6.2.9)
ys(x) = —L'(Ay),
f(Uo)
uy (d/dug) f(uo)

us (d/dug) f(uo) + (ui/2!) (d?/dug) f(uo)
uz (d/dug) f(uo) + urus (dz/ducz)) J(ug) + (u:l))/?") (d3/dug) [ (uo)

(6.2.10)

Z rovnic (6.2.9), (6.2.10) dostavame pak slozky v, (z) rekurzivné, n-ta aproximace

je pak tvaru

n—1
¢n = Z Yk
k=0

Z uvedeného postupu vyplyva, Zze vhodnym vybérem operdtoru L bude mozné
feSit i obecnéjsi pocatecni singularni tlohy.

Uvedeny postup budeme ilustrovat na néasledujicich ptikladech:

Priklad 6.2.1 UvazZujyme singuldrni pocdtecni ulohu

Tedy

2
Y+ Sy — 10y =12 — 1024, (0) = ¢/(0) = 0. (6.2.11)
T

Ly =12 — 10z* + 10y. (6.2.12)

Aplikaci L™! na rovnici (6.2.12) dostaneme

5
Ly = 22° — ﬁx6 +10L(y). (6.2.13)

Rekurzivni rovnice jsou pak tvaru

yo(z) = 22° — —x

Yesr(r) = 10L7'(y), k>0 (6.2.14)
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a slozky teSeni y(x) jsou tvaru

5
Yo = 212 — ﬁx6
. 2528
= Tr —
n 756
B 528 25210
#0791 T 8316
B 2528 125212
BT 56 T 648648
25210 6252
— — 6.2.15
o 8316 3243240 (6:2.15)
Je ziejmé, Ze vyrazy —25—1x6, — 27?68 — 2853””11(;)7 které se vyskytuji ve slozkach yo, y3, y4,

jsou opa¢ného znaménka. Odtud plyne, ze feSeni poc¢ateéni singularni ulohy (6.2.11)
je tvaru
y(r) = 22° + 2.

Piiklad 6.2.2 UvazZujme singuldrni pocdtecni ulohu
2
Y'Y+ A2e + e’?) =0, y(0)=4(0)=0.

V tomto piipadé plati
Ly = —4(2¢Y + e¥/?) (6.2.16)

Aplikaci L™ na rovnici (6.2.16) dostavame
y = —4L 7 (2e¥ + ey/Q)
Dle dekompozi¢ni metody jsou slozky feseni y(z) tvaru

yo(z) = 0
ypi1(z) = —4L7YAg), k>0, (6.2.17)

pficem? Adomianovy polynomy pro nelinearni vyraz 2e¥ + e¥/? jsou tvaru:

Ay = 2eY0 4 eY0/2

1
Al = 0N (2€y0 + §€y0/2)

1 2 1

Ay =y (26y° + §ey°/2) - % (Qeyo + §ey°/2> (6.2.18)
L o2 L o2 i LE:

A3 = 3 2e¥0 5eyo + 1Yo 2eY0 5eyo + 5 2eY0 563/0
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Dosazenim (6.2.18) do (6.2.17) dostavame

Yy = 0
Yy = —4L_1(A0) = —2552
Y2 = —4L_1(A1) = [L‘4
2
Ys = —4[/_1(142) = —§[B6
1
Ys = —4L_1(A3) = 51’8
2
Ys = —4L_1(A4) = —g[Ew
1
Y — —4[;71(145) = 51'12

Regent y(x) lze tedy vyjadiit ve tvaru

1 1 1 1 1
y(z) = —2 (xz—§x4+§x6—1x8+5x10—6x12+...).

Odtud plyne, ze feSeni dané pocatecni tlohy je tvaru

y(r) = —2In(1 + 2?).
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6.3 Asymptotické rozklady reSeni

Existenci a asymptotickému chovani feseni singularnich pocatec¢nich tloh pro obycej-
né a integrodiferencialni rovnice byla vénovana fada praci (napt. [17-24], [44-46],
|56-58]). Jednalo se pfedevsim o stanoveni postacujicich podminek pro existenci
feSeni v pfedem dané oblasti homeomorfni kuzelu s vrcholem v pocateénim bodé.

Jako vhodny aparat pro stanoveni asymptotiky reSeni se ukazala teorie asymp-
totickych rozkladi feSeni. V tomto sméru jsou vyznamné zejména vysledky Diblika
[16], ktery konstruoval asymptotické rozklady feSeni pro singularni poc¢éatecni prob-
lémy nelinearnich obycejnych diferencialnich rovnic vzhledem k obecnému FeSeni
piidruzené homogeni rovnice. Jeho vysledky lze modifikovat i pro jisté t¥idy inte-
grodiferencidlnich rovnic se separovanymi jadry.

Uvazujme néasledujici singularni poc¢atecni alohu:

N

g(@)y =y + /0 ( > ()i (s)y' (x)y’ (s)> ds, y(0%) =0, (6.3.1)

i+j=1
kde w;;(z), vij(xz) € C(J), J = (0,x0], xo > 0 je dostatené malé.

Reseni rovnice (6.3.1) budeme hledat ve tvaru jednoparametrické asymptotické
fady

y(ZE,C) - th<x)§0h<x7 0)7 (632)
h=1

fi(z) =1, fu(x), h > 2 jsou neznamé funkce, C' # 0 je kontanta, ¢(x, C) je obecné
feSeni diferencialni rovnice

tedy

pncr=con [ [ 4]

Dosazenim (6.3.2) do (6.3.1) a porovnanim vyrazi u stejnych mocnin ¢"(z, C),
h > 2 dostavame systém rekurentnich rovnic pro neznamé koeficienty f,,(x), h > 2.
Obecny tvar rovnic ma velice komplikovany tvar (viz.[58]) a pro nase nésledujici
uvahy neni potiebny.

Pro stanoveni asymptotickych rozklada feSeni rovnice (6.3.1) nam bude stadit
vychéazet z vysledki platnych pro obyc¢ejné diferencialni rovnice.

Uvazujme nésledujici diferencialni rovnici

9(2)y" = qy + p(z). (6.3.3)

Diblik [5] stanovil asymptotické odhady FeSeni rovnice (6.3.3), coz muzeme zfor-
mulovat nasledovné:

32



Singularni pocatecni tloha pro obycejné diferencialni a integrodiferencialni rovnice

Véta 6.3.1 UvazZujme ndsledujici podminky:

I) Necht q je konstanta, ¢ < 0, g(x) € C'(J), g(x) > 0, lim+ g(x) =0, ¢ (z) ~

T—T(

1 (2) g™ (z) pro x — xf, A\ >0, lim+ 1 (x)g™(x) =0, T je libovolné kladné

ZI!—):L‘O

¢islo.

1) p(z) € C(J), p(x) = bo(x)g*(x) + O(bs(2)g*"()), € >0, lim bi(z)g'(z) =

0, i=0,1, by(z) € C(J), bo(x) # 0, by(z) ~ a(z)g*2(z) pr;xoe zg,
Ay +1>0, lim Po(x)g™(x) =0, lim, g7 (z)(bo(z))~t = 0.

Iﬂxo ZE"IO

Pak rovnice (6.3.3) md jediné feSeni na intervalu J, které lze vyjddrit ve tvaru
-1 B
y(x) = 71)0(96)9%6) +0(g" (), y'(x) = O(g" '(x)), (6.3.4)

kde v € (A, A+ min{Ay, Ao + 1, €}).

Nyni ukazeme, ze vysledky Véty 6.3.1 lze aplikovat i na integrodiferencialni rovnice
tvaru (6.3.1).
Postup ukazeme na néasledujici integrodiferencidlni rovnici

2y =y + / xy?(2)y(s)ds. (6.3.5)
o+
V tomto ptipadéi =2, j = 1, u(z) = z, va1(s) = 1, p(z,C) = Cexp <ﬁ — #)
0
Demonstrujme konstrukci asymptotického rozkladu teseni (6.3.5) do tietiho fadu
véetné. Pak

Y= 90(1‘7 O) + fQ(I)QOQ(xv C) + f3($)903(x7 O) (636)

o 90(3770) 2 T (1 fg(CL') 3 z "1 f3(x)
= £E) 1 0,0 (o) + 228 1 w0 (0 + 328 63
v (@)y(s) = ¢*(z,C)p(s, O). (6.3.8)

Dosadme (6.3.6), (6.3.7), (6.3.8) do rovnice (6.3.5), dostavame pak

o+ (@ fy+2f)9° + (2 f3+3f3)¢’
= o+ o’ + f30° + / xp*(z,0)p(s, C)ds.

o+

Porovnanim koeficientii u stejnych mocnin ¢ dostavame

et 1=1
O P f 2= [
O o 2P fy 4 3fs = f3+ @ C’)/ rp*(z,C) (s, O)ds.

0+
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Pro neznamé koeficienty fo(x), f3(x) ziskime nasledujici rovnice:

22 fy = —fo. (6.3.9)
2 fy = —2fs + x9N, O) /i o(s,C)ds. (6.3.10)
Z (6.3.9) plyne, ze fo(z) = [p(z,C)] . Polozme O
u=p (z,C) /j (s, C)ds. (6.3.11)
0
Derivovanim (6.3.11) dostavame diferencialni rovnici
vu = —u + 2% (6.3.12)

ktera je tvaru (6.3.3). Nyni ovéime piedpoklady Véty 6.3.1. Je ziejmé, 7e

g(l’) = I,B’ q= _L p(ZE) = l’3,

tedy

wlro

() = 322~y (1)g™ (2) = 3(2%)} = Ay = ; () = 3,

: T I K IN\T __
lim 4 (2)g7(2) = lim 3(2%)" =0,
kde 7 je libovolna kladna konstanta. Ovéfme piedpoklad IT)

plw) = bo(2)g* () + 0(ba () g™**).

V nagem piipadé plati 2% = 1(2®)! = by(z) = 1, A = 1,bi(x) = 0. Zvolme ¢ > 2 .
Jelikoz by(x) = 0, pak 13(x) = 0. Zvolme konstantu Ay +1 > 2.
Odtud lim Pa(x)g™ (x) =0, lim, g (2)(bo(z))™ =0, v € (1, 14+min{2/3, \a+1, €}.

m%xo IHIO

Tedy v € (1,2) a FeSeni diferencidlni rovnice (6.3.12) mé asymptoticky tvar

d
u=1z"+0="), ve(, §>
Nyni rovnice (6.3.10) je tvaru
5
l’3fé — _2f3 + 1’4 + O(l‘?’V—H)a v E (1, g) (6313)

Aplikaci Véty 6.3.1 na rovnici (6.3.13) dostavame \; = 2/3, p(x) = 2t + O(z¥ ).
Odtud

bo((l?) = ]_, A= %,
pak 11 € (3,2) a FeSeni rovnice (6.3.13) ma asymptoticky tvar

bi(x) = 1. Polozme € = v — 1, ¥s(x) = 0. Zvolme Ay +1 > 2,

fs(z) = %x‘l + O(x™).

Dostavame tedy, ze asymptoticky rozklad feSeni y(x) rovnice (6.3.5) je tvaru
y($7 C) ~ fl(‘r)SD(x) C) + fQ(ZE)@Q(JZ, O) + f3(l’)§03(l’, C)

= 2p(z,0) + (%x‘* + 0(333V1)> o3z, 0).
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6.4 Asymptotické odhady reSeni

v

Obecnéjsi singularni poc¢atecni tlohy pro diferencialni a integrodiferencidlni rovnice
rozieSenych (a nebo neroziesenych) vzhledem k derivaci neznamé funkce byly stu-
dovany v pracich 6], [26], [86], [87]. Je vS8ak potieba zduraznit, Ze velice mala
pozornost byla vénovana asymptotickym vlastnostem feSeni.

V této kapitole se predevsim soustfedime na asymptotické odhady feSeni pro
jisté tiidy integrodiferencialnich rovnic a to vzhledem k obecnému feseni pridruzené
homogenni diferencidlni rovnice. Metody vySetiovani budou zaloZeny na kombinaci
Wazewského topologické metody a Schauderovy véty o pevném bodu.

Uvazujme nésledujici poc¢atec¢ni singularni ilohu

o010 = av(®) [ 1+ (200) [ Kees.utonas)].
(6.4.1)
y(07) =0,
kde fe C(J xR xR,R), KeC(J xJxR,R), J=(0,%], to > 0.

Predpokladejme, Ze funkce g, f, K splhuji nasledujici podminky:
(i) a >0 je konstanta, g(t) € C'(J), g(t) >0, g(0*) =0, ¢'(t) ~¢(t)g’(t) pro
t— 0t A>0, ¥(t)g™(t) =o(1) prot — 0" pro kazdé T >0, ¢ € C(J,R").
(i6) 1£(tu,0)] < Jul + Jol, | for Kt s, y(),y(s))ds| < r(D)]y|, 0 <r(t) € C(J),
r(t) = ¢(t,C)o(1) pro t — 01, kde ¢(t,C') = Cexp (j;i ﬁds) je obecné
Fesent rovnice g(t)y'(t) = ay(t) .
Véta 6.4.1 Predpokldidejme, Ze podminky (i), (ii) plati pro kazdé C # 0, pak exis-
tuje Tesent y(t, C') pocdteéni problému (6.4.1) takové, Ze
[y (8, ) =60t 0)] < 6 (2(1,0) " i = 0,1, (6.4.2)

prot € (0,t2], kde 0 < t> <ty, § > 1 je konstanta a t* zdvisi na 6, C.

Dikaz. 1) Ozna¢me E Banachiv prostor spojitych funkci A(¢) na intervalu [0, ¢o]
s normou

1RO = max [[R(®)]]

te[0,to

Necht S C F je mnozina funkei h(t) € E spliiujici nerovnost
Ih(t) - 6(t, O)| < 662(1,C). (6.4.3)

Mnozina S je neprazdna, konvexni a uzaviena.
2) Nyni zkonstruujeme zobrazeni P.

35



Singularni pocatecni tloha pro obycejné diferencialni a integrodiferencialni rovnice

Necht hy(t) € S je libovolna funkce. Dosadme hy(s) za y(s) do (6.4.1), dostavame
pak diferencialni rovnici

t

o000 = antt) 14 1 (e, [ Kleosimohas) ] 0.0a)

o+
Polozme
_ "1-a)a
y(t) = 6(t, C) + Coxp ( /t st) Yo(t), (6.4.5)
/ Y L ! (1 — Oé)CL
V(1) = (1.0 + o Cexp ( /t e ds) Yi(t) (6.4.6)
kde 0 < o < 1 je konstanta a funkce Yy(t), Yi(¢) spliuji diferencialni rovnici
g(t)Yg(t) = (a —1)aYo(t) + Yi(t). (6.4.7)
Z (6.4.3) plyne
holt) = 6(t,C) + Ho(t),  |Ho(D)] < 862(t, ). (6.4.8)

Dosadime (6.4.5), (6.4.6) a (6.4.8) do (6.4.4), dostavame pak

Yi(t) =aYo(t (aC’eXp ( —ds) + aYy(t ))
Cex

f(t H(1,C) + C ex (/ <1_((;‘) ds)m),

/0+ K(t,s,0(s,C) + Ho(s))ds ) (6.4.9)

Dosazenim (6.4.9) do (6.4.7) dostaneme

G(OYI(t) —aaY(t) + (ac exp ( /tot %ﬁ) 4 aYo(t))

x f (t, o(t,C) + Cexp (/t: %ds) Yo(t),

K(t,s,o(s,C) + Ho(s))ds) . (6.4.10)
o+
Vzhledem k (6.4.5), (6.4.6) je zfejmé, Ze feSeni (6.4.10) urcuje FeSeni (6.4.4).

Nyni pouzijeme Wazewského topologickou metodu. Necht 2 € Rt xR. VySet¥ime
chovani integralnich kiivek rovnice (6.4.10) vzhledem k hranici mnoziny

QO C Q, QO = {(t,}/o) 0 <t <y, U()(t,}/()) <0 } (6411)
kde
"I+a)a 2
uo(t,Yy) = Y& — ((5Cexp </ —ds)) : (6.4.12)
to g<8)
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Vypotcteme derivaci (¢, Yo) podél trajektorii systému (6.4.10) vzhledem k hranici
mnoziny

390 = {(t,}/()) 0 <t < iy, Uo(t,}/(ﬁ = O}, (6413)

dostavame pak

inlt, i) =22 a3 )+ (Vacess ( / Sds) + 770
X f (t, é(t,C) + Cexp (/t u_(—a)ads> Yo(t),

tK(tsgb(sC—l—HO )
o)

0+

— 8* (14 a)C?exp ( 5 } : (6.4.14)

Plati
hm w( )g" (t) = 0 pro kazdé 7 > 0
( ) Y(t)gr(t) prot — 0T, A > 0.
Vzhledem k vlastnostem funkce g(t) existuje kladna konstanta M tak, ze plati
g'(t)

<M tE(OtO]

Odtud plyne

t t
ds 1 /g’(s)dt 1. g(t)
— < — [ ——=—1In — —oo0 pro t — 0%,
/9(8) MJ g(s) M g(to)
to to
Tedy lirgl+ ¢(t,C) = 0 a dle L’Hospitalova pravidla ¢"(¢t,C)g¢°(t) = o(1), t — 07,
t—

o je libovolné realné ¢islo. Je tedy zfejmé, ze mocniny feseni ¢(¢, C') maji rozhodujici
vliv na rychlost konvergence jednotlivych vyrazi v (6.4.11) k nule.

Na zakladé predpoklada Véty 6.4.1 a definice Yy(t), ¢(t,C), dostavame, ze prvni
viraz aYZ(t) v rovnici (6.4.14) m4 tvar

¢
Y (t) = ad*C? exp /—
g
to

a druhy vyraz v rovnici (6.4.14)

(Yo(t)C'exp ( /t t %m) + YOQ(t))

«f (t, 6(t,C) + C exp (/tt %ds) Yo(t), Oi K (t5,6(s,C) + Ho(s)) ds)
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se d& ohranicit vyrazem exponentem vétsSim nez

t

/ 2(1+ oz)ads

g9(s)

to

Odtud plyne

sgn 1o(t, Yy) = sgn (-5202(1 + a)exp (/t: ﬁ—;‘mds» =1, (6.4.15)

pro dostatecné malé t*, které zavisi na C, 6, 0 < t* < t,.

Z relace (6.4.15) plyne, ze kazdy bod mnoziny 0€) je bodem ostrého vstupu
vzhledem k systému (6.4.10). Zménime-li orientaci osy ¢ na opacnou, pak kazdy bod
mnoziny 0€)y je bodem ostrého vystupu vzhledem k nové soufadnicové soustave.
Podle Wazewského topologické metody existuje alespoi jedna integréalni kiivka (6.4.10),
ktera lezi v Qg pro t € (0,t*]. Je ziejmé, Ze toto tvrzeni zlstava v platnosti pro
libovolnou funkci hy(t) € S. Tato situace je demonstrovana na obr.6.

0 .
<—— Yit)
-
0 Q° [t t
o
e—
RN

obr.6

Nyni dokdZeme jednoznacnost Feseni systému (6.4.10). Necht Yo(t) je také fegeni
systému (6.4.10). Polozme Z; = Yy — Y} a dosadme do rovnice (6.4.10), dostavame
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diferencialni rovnici

o(8)Z, —aaZo + <aC’ exp ( /t: %ds) + a(t)Zo(t)>
< |7 (1 ot + co (/ L= () + Tato),

tK(ts¢(sC+H0 )
o+

iy (t 8(t,C) + Cexp (/ (d-aa, )?ow,

9(s)
. K(t,s,o(s,C) + Ho(s))ds)] : (6.4.16)
Necht
Q0)={(t,Zy): 0 <t <t", u(t,Zy) <0},
kde
uy(t, Zo) = 2§ — <5C'exp (/t (1+ ag(—s)u)a(s)ds)> , 0< < a.

Stejnym zptusobem uvedenym vySe dostavame

sgn Ul(t7 Z()) =-1 (6417)

pro t € (0,t*]. Je zfejmeé, Ze Qy C Q1(0) pro t € (0,t*]. Necht Zy(t) je netrivialni
feseni systému (6.4.16) takové, ze (t1, Zo(t;)) € Qy pro 0 < t; < t*. Necht § €
(0,0) je takova konstanta, Ze (tl,Z)(tl)) c 00(6). Jestlize kiivka Zy(t) lezi v
Q1(0) pro 0 < t < t, pak (t1, Zo(t1)) by byl bodem ostrého vystupu vzhledem
k puvodni soufadnicové soustavé, coz je spor s podninkou (6.4.17). Tedy existuje
pouze trividlni fefeni Zy(t) = 0 systému (6.4.16). Odtud plyne, ze Yy = Yo(t) je
jediné feSenf systému (6.4.10).

Z identity (6.4.5) dostavame

[vo(t, C) — 6(t, C)| < 66°(t,C)
kde yo(t, C) je feseni (6.4.4) pro t € (0,t*]. Podobné, z (6.4.6), (6.4.9) plyne
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(1.0) - 10,0 = e ([ 1) i)

e ()

0

oy [ el

X
VR

)

0 to
20 )
< 22%2 exp (/ —ads) =6 (6%(t,C))".
g(t) to 9(5)
Je ziejmé, Ze (po spojitém prodlouzeni feSeni yo(t) do bodu ¢ = 0) operator

P : hg — yy zobrazuje mnozinu S do sebe a tedy PS C S.

3) Zustava dokazat totalni spojitost operatoru P.

Nejdiive ukdzeme, ze operator P zobrazuje kazdou podmnozinu mnoziny S v
kompaktni mnozinu. Uvazujeme-li libovolnou podmnozinu ) C S, pak jeji obraz
bude mnozina funkci stejnomérné ohrani¢enych a rovnomocné spojitych. Rovnomocna
spojitost plyne ze skutecnosti, Ze derivace danych funkci jsou stejnomérné ohraniceny.
Tedy z libovolné nekone¢né podmnoziny takovych funkci lze vybrat konvergentni
podposloupnost, z ¢ehoz plyne, Ze () je kompaktni mnozina.

Nyni dokdzeme spojitost operatoru P.

Necht (h,(t)) je libovolna posloupnost funkei v S takova, ze

17, () — ho@®)|| = €, lim e, =0, ho(t) € S. (6.4.18)

Resent Yy (¢) rovnice

x f (t, o(t,C) + Cexp (/tt Mds) Yo(t),

o 9(s)
/0 Kt 5. 0(.C) + Hk(s))ds> (6.4.19)

+
odpovida funkci hi(t) a Yi.(t) € Qo pro t € (0,¢*]. Podobné fefeni Yy(t) z (6.4.10)
odpovidé funkei ho(t).

) —

Dokézeme, 7e |Y(t) — Y5(t)| — 0 konverguje stejnomérné na intervalu [0,%], kde
0 < t® < t*, t* je dostate¢né mala konstanta, ktera bude specifikovana pozdéji.
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Uvazujeme oblast
Qo = {(t,Y0) 1 0 <t <t*, up(t,Yy) < 0},

kde

won(t, Vo) = (Y () = To(t))? — (ekc*exp ( / Md))

9(s)
O<v<a, k>1.

Existuje dostate¢né mala konstanta ¢ < t* takova, Ze Qy C Qo pro kazdé k.t €
(0,t2]. Vysettime chovani integralnich kfivek rovnice (6.4.19) vzhledem k hranici
0. Stejnym zpusobem uvedenym vyse dostavame

sgn Uo(t,Yy) = —1
pro t € (0, tA]_ a kazdé k. Podle Wazewského topologické metody existuje alespon
jedno tegeni Yy (t) lezici v Qox, pro 0 < t < 2. Odtud plyne

l+a—v)a

m<t>—70<t>|s€k0exp(/t:( 004, ) < M

M, > 0 je konstanta, ktera zavisi na C, t*.

Z identity (6.4.5) plyne

(®) = ()] = Cexo [ LS5 [7i) - Fi(0)] < s

5)

kde m > 0 je konstanta, kterd zavisi na t©, C, M;. Tedy P je spojity operator.
Dokaza-li jsme, Ze operator P spliuje predpoklady Schauderové véty o pevném
bodé a tudiz existuje funkce h(t) € S takova, ze h(t) = P(h(t)). Dikaz existence
feSeni (6.4.1) je kompletni.

Nyni dokdZzeme jednozna¢nost feseni (6.4.1). Dosadime-li (6.4.5), (6.4.6) do (6.4.1)
dostavame

Yi(t) —aYi(t) + (aC exp ( /t t %ds) 4 a(t)YO(t))

X f (t, o(t,C) + Cexp (/t: Mdg) Yo(t),

9(s)

. K (t,s, ¢(s,C)+ Cexp (/to %du) Yo(s)) ds) :

Rovnice (6.4.7) muZeme zapsat v nasledujicim tvaru:
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G(OYI(8) —aaY(t) + (aC’ exp ( /t: ﬂds) + ayo(t))

9(s)
x f (t, o(t,C) + Cexp (/to %ds) Yo(t),
. K (t,s, ¢(s,C)+ Cexp (/t: (19_(—uo)é)adu) Yb(s)) ds) :
(6.4.20)
Existuje Feseni yo(t, C') rovnice (6.4.1) spliwjici (6.4.2) takove, ze
B (1 —a)a
yo(t,C) = ¢(t,C) + Cexp (/to st) Uo(t), (6.4.21)

kde Up(t) je FeSeni rovnice (6.4.20).

Polozme Wy (t) = Yy(t) — Up(t) a dosadme Wy(t) do rovnice (6.4.20), pak plati

(W (1) =aaWWe(t) + a (0 exp ( /t: %ds) + Wo(t))

« {f <t, 6(1,C) + Cexp ( /t: “&—O‘)ads) (Wolt) + Up(D)),

s)
/Ojr K(t,s, ¢(s,C) + Cexp (/t: %du) (Wo(s) + Uo(s))ds)
_ (t, 6(t,C) + Cexp (/tt %ds) Uo(t),
/Ot K(t,s, &(s,C) + Coxp (/t (19_(—uc;)adu> Uo(s))dsﬂ |
(6.4.22)

Necht

Qoo = {(t, o) = 0 <t <t®, ugl(t,Wy) < 0},
kde

2

woo(t, Wo) = W2 — (5 exp{/t: (1+ O‘g(;)ma(s)ds}) 0<p<a

Jestlize rovnice (6.4.22) mé pouze trivialni feSeni, které lezi v Qyo pak
Yo(t) = Uo(t) by bylo jediné feSeni rovnice (6.4.22) a tedy yo(t, C') by bylo jediné
fesenf rovnice (6.4.1), spliwjici (6.4.2) pro t € (0,t%].

Piedpokladejme, 7e existuje netrividlni feseni Wy (¢) rovnice (6.4.22), které lezi
v Quo. Substituci Wy(s) misto Wo(t) do rovnice (6.4.22) dostavame diferencidlni
rovnici
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G(OWI(t) —aaWo(t) + a (C exp ( /t: %ds) + Wo(t))

« [f <t, 6(t,C) + Coxp ( /t: (19_(—0‘)“015) (Wolt) + Uo(t)),

5)
1 —a)a

| K(ts,0(5,C) + Cexp ( /t (gTdu> (Wa(s) + Uo(s))ds)

—f (t, 6(t, C) + Cexp ( / %ds) Uo(t).

K(t,s, é(s,C) + Cexp (/t %du) Uo(s))ds)} |
(6.4.23)

t

t

o0+

Pak pro derivaci g (t, Wy) podél trajektorii rovnice (6.4.23) vzhledem k 0
plati
sgn ﬂoo(t, W()) =—-1

prot € (0,t2]. Stejnym zpiisobem jako v p¥ipadé existence fegeni (6.4.1) dostavame,
ze v o existuje pouze trividlni feseni (6.4.23). Dikaz je kompletni.

Piiklad 6.4.1 UvaZujme ndsledujici pocdtecni singuldrni problém:

=2
68

V nasem piipadé obecné feseni pridruzené homogenni rovnice

thy'(t) = 2y(t)

je tvaru ¢(t,C) = Cexp (to~! —t71) a dale g(t) = t3, a = 2, ¥(t) = 3, X = 2/3,
P(t)gT(t) = 3t3 = o(1) pro t — OF.

3/ (t) = 2y(t) (1 +

Dale

-2

t t e—s
1+t2y(t>+y(t)/0 20+ 26 5=

piicem? r(t) = exp(—t72), exp(—t~2) = Cexp(ty' —t~1)o(1) pro t — 0*.
Odtud

|f (8 u,0)| =

Y

o) | 2 PE)
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jelikoz vsechny predpoklady Véty 6.4.1 jsou splnény, tak existuje pro kazdou kon-
stantu C' # 0 jediné feseni y(¢, C') rovnice (6.4.24) takové, ze

; (@)
- 1 1 ® 1 1 2
(@) - _Z - _Z —
y'(t, C) (C’exp (to t)) (C’exp (to t)) ] , 1=0,1,

pro t € (0,t%].

<5
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7 Systémy integrodiferencialnich rovnic

7.1 Singularni pocate¢ni tloha pro Volterrovy a Fredhol-
movy integrodiferencialni rovnice

Problém vysettfovani Fredholmovych rovnic spociva v tom, 7e nevystacime s
Lipschitzovymi konstantami jako v ptipadé Volterrovych rovnic. Je proto nutné
zavést jisté vahové normy exponencidlniho charakteru a modifikovat Lipschitzovy
podminky, coZ je napiiklad ukézano v pracich [64], [65]. V této kapitole rozsitime
vysledky praci [64], [65] na jistou t¥idu smiSenych Fredholm-Volterrovych integro-
diferencialnich rovnic zavislych na parametru .

Uvazujme singularni poc¢atecni tlohu:

t 1

y,<t) = "T (tvy(t>’ Kl(tvsvy(t)vy(s))ds7 KQ(tasvy(t)vy(S)ds7M) )

0+ 0+
(7.1.1)

y(0F, 1) =0,
Predpokladejme, Ze plati nasledujici podminky:

(1) F:Q R, Fec(Q),
Q= {(t,u1,up, uz, 1) € J X (R*)* xR : Jug| < ¢(t), ug| < (1), |ug| < ¥(1)},
J=(0,1],0 < ¢(t) € C°J), ¢(07) =0, 0 <(t) € C°(J), |-|znaci obvyk-
lou normu v R",
|\ F(t, 1y, Ug, s, pt) — F(taﬂlaﬂ%@:’ng)‘_ﬁ 25’:1 M;|u; — ;|
pro vsechna (t,ﬂlyﬂg,ﬂg,ﬂ,), (t,ﬂl,ﬂgﬂg,ﬂ) eQ, M;>0,1=1,2,3.

(II) Kj Q- Rn’ Kj € CO<Ql>, Ql = {(t,s,w,v) € JxJxR"xR": \w\ <
¢(t) 7|U| < (b(t) }7 ’Kl(t7 57__7@) _Kl(twsuwvﬂﬂ_g [Nllw_w | +]y2|6_5 ]7

0)| < [N3e?e|w — W] + Nyer =9 |5 — ]

s,w,0) € Uy, N; >0, j=1,2. A > 0 je dostatecns

|K2(t, S,w, U) — Kg(t7 S,ﬁ,
pro vsechna (t,s,w,v), (t,
malé konstanta, takova , ze

M, + MyN; + M3yN3 + MsN, M, N,
3 ) <L

Nyni muzeme zformulovat zakladni vysledek tykajici se existence a jednozna¢nosti
feSeni dané pocate¢ni ilohy:
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Véta 7.1.1 Necht funkce F(t,uq, ug,us, 1), K;(t,s,w,v), j = 1,2 spliiuji pod-
minky (I), (II) a navic

t

A< gl 0<a) eC’U). [ aolds < o),

+

/ (2(5) + 98())0(s)ds < Bo(t), a+B< 1,

+

pak pocdtesni uloha (7.1.1) md jediné Tesent y(t, u) pro kaZdé p € R, t € J.
Dikaz. Necht H je Banachuv prostor spojitych vektorovych funkci

na J s normou
_ At
2] —rtrgg{e |h(t)[},

kde A > 0 je libovolny parametr. Po¢ateéni tloha (7.1.1) je ekvivalentni systému
integralnich rovnic

o0 = [ 7 (5060, [ uloswats)utuin, [ Katssw ). tw)do.) s

(7.1.2)
Definujme operator 7' pomoci pravé strany rovnice (7.1.2)

T(h) = /0+ F (s, h(s), oi Ki(s,w,h(s), h(w))dw, . Ky (s,w, h(s), h(w))dw,u) ds,

kde h € H. Necht 1 € R je pevné. Transformace T spojité zobrazuje H do sebe,
protoze

T(h)] < /

< [ a1+ o] [ Ratswno). hwa

+

s 1

F (S,h(s), Ky (s,w, h(s), h(w))dw,), Kg(s,w,h(s),h(w))dw,,u>

0+ o+

ds

+ 93(8»‘ oi Kg(s,w,h(s),h(w))dw” ds

= /O (91(s)0(5) + g2(8)1(5) + g3 (s)¢(s)) ds < (a + B)o(t) < ()

+

pro kazdé h € H.
Aplikaci (I), (IT) a definice ||.||, dostavame

T'(he) = T(h1)] <
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t
/o+

_ f(s,hl(s),/oi Kl(s,w,hl(s),hﬂw))dw,/oi K2<S7w’h1(3)’h1<w))dw’“)‘

IN

]—"(s, hg(s),/oi Kl(s,w,hQ(s),hg(w))dw,/oi Kg(s,w,hQ(s),hg(w))dw,,u>

IN

/0 (M1|h2(s) — ha(s)] + M /O+ K (5, 0, ha(s), ha(w)) — Ky (s, w, a(s), hu(w))]dw

+

+ Mg/o | K (s, w, ha(s), ha(w)) — Kg(s,w,hl(s),hl(w))ldw) ds

+

IN

+

/0 (M1|h2(s) — ha(s)| + M /D+ (N1[ha(s) — ()] + Nalha(w) — by (w)]] duw

1
+  Ms / [ N3 hy(s) — by (s)| + Nue* ™) | hy(w) — by (w)|] dw) ds
o+

||hy — thA( / ASds+M2N1/ / eMdwds
0
—|— MQNQ/ / )\wdwdS—I—MgNg/ / S w) ’\wdwds
o+ Jo+ o+ Jo
+ M3N4/ / e’\(s_w)e’\wdwds)
o+ Jo+

eM—1 te M1 eM—1 ¢t
= e = mull (M) + b (- S -

IN

6)\t_1 e/\t_l
+  M3Nj( X ) 4 M3 Ny( X ))

< |lhe — h1|’>\€)‘t My + MyNy + M3Ns + M3N, . M,yN, |
A 22
Tedy
T (ha) — T(h1)]||x = It%%f{ewmh?) —T(h)|} < qllhs — ]|,
kde

My + MyNy + M3N3 + M3N, — MyN,
= + .
A A2
Na zékladé Banachovy véty operator T' ma jediny pevny bod h* v prostoru H, tj.
h*(t) = T(h*(t)), t € Jo. Tedy y := h* je pozadované FeSeni pocatecni ulohy (7.1.1).

Véta 7.1.2 Necht plati predpoklady Veéty 7.1.1 a necht existuje konstanta L > 0 a
integrovatelnd funkce v : Jy — Jo, takovd, Ze

| F(t, ur, ug, us, p2) — F(t,ur, ug, us, pr1)| < ()| p2 — ],

kde (taulyu%ui’)aﬂl)v (taulau2>u3vﬂ2) € Qa

t
—At
dsp <L
e {2 [ s <
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pak Fesent y(t, i) pocdtecnt ulohy (7.1.1) je spojité vzhledem k proménnygm (t, ) €
J x R.

Dikaz. Definujme pro h € H operator 7, (h) pomoci pravé strany rovnice (7.1.2),
pak dostavame

M, + MsNy + M3Ns + M3N. Ms N
I7,00) = Tyl < (PRI | S ),

Na zékladé predpokladu Véty 7.1.2 plati

e M| Ty(h) = Ty (1)

t S 1
< e‘”/ f(s,h(s), Ky(s,w, h(s), h(w))dw, ), Ka(s,w,h(s%h(w))dwauz)
ot ot ot
s 1
_F ( W), [ Kals,w,h(s), hw)dw, | Ko(s,w, h(s), h(w))dw, ul) ‘ s
ot 0t
t
< o [ 9(6)lua— mlds < Lz~ pul. (7.13)
0+
Tedy

[T (h) = Ty (R[5 < Llpg — pual-
Odtud a z Véty 7.1.1 plyne

A, p2) = h(t, pa)l]x

[ Tos [Pt pi2)] = Ty [A(, )] + Ty [A(E, p2)] = Ty [(E; )15
< T l(t; p2)] = T [ACE )3 A+ (1T [A(E, p2)] = Ty T2, )15

M, + MsNy + M3sN3 + MsNy — MsN.
< ( — )2\22)||h(t7M2)—h(t,#1)||A+L|M2—M1|-
Tedy
My + MyNy + M3Ns + MyNy — MyNo\ 7
Hh(t,uz)—hu,mms[1—( — A)} Ll

Funkce h(t, i) je stejnomérné spojita vzhledem k proménné p € R . Tedy y(t, ) je
spojita vzhledem k proménnym (¢, ) € J x R. Dukaz je kompletni.
Priklad 7.1.1 UvazZujme nasledujici singuldrni pocdtecni problém
/ t 2 ' -1
y(8) =3y + 267 | Vsemw (y(t) + 2y(s)) ds
o+

1 2 t
i / O aretg" - (%w@) ds+ VI +1, y(0F, p) = 0. (7.1.4)
0
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Nyni polozme

Mlzl/?), MQIQ, Mgzl, ]\71:1/67 N2:2/€, N3:7T/4, N4:7T/2, )\:10,

pak

My + MyNy + M3N3 + M3N, n MyNy 1/3+2/e+m/4+7/2 +4_/e <1
1= A 2 10 100 =
Nyni

|F| < t/3|uy| + 2t%ug| + |us| = g1(t) = /3, go(t) = 2%, g3(t) = 1.

Polozme ¢(t) = t°/2, 1(t) = t° , pak dostavame

' bgh | 1
/0 gl<3)¢($)d8 = 0 %dS = E S ﬁ¢(t> = o= ﬁ
t ! 5 10
/0 (92(5) + g3(s))¢h(s)ds = /0 (25° +1)s°ds < t° < (1) = f=10/12.

Tedy
(a+p)=1/214+10/12 < 1.

Na zakladé Véty 7.1.1 existuje jediné feSeni pocatecni tlohy (7.1.4) takoveé, ze

t2
ly(t, p)| < 3
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7.2  Singularni pocatec¢ni tloha pro implicitni Volterrovy a
Fredholmovy integrodiferencialni rovnice

Uvazujme nésledujici singularni poc¢atecni tlohu:

y'(t)=F (t, y(t), /o+ K (t,s,y(s),y'(s)) ds, ,u) D0, u)=0,i=0,1. (7.2.1)

Predpokladejme:

(i) F: Q" =R, FeCQ), O ={(tu,unp) € [ xR* xR" xR ;
|U1| < ¢1(t)7 ’u2| < wl(t)}v I = (Oﬂtl]a t1>0,0< ¢1(t> < C<I)7
»1(07) =0, 0 <i(t) € C(I), |.| zna¢i obvyklou normu v R™.

2

|F (t7u_17 u_27 ,u) —F (tau:b u:27 ,u) | S Z lz|u_7, - u:l| pro vSechna (tau_b u_2> M)a
i=1

(t,ur, U, p) €, 1; >0, i=1,2.

(i) K:Q >R, K eCO%QL), Qb ={(t,s,m) €I x xR xR":
(| < ¢1(t), [va| < du1(t)}

2
K (t,s,71,15) — K (t,5,7,75) | < 3 my|v; — 75| pro viechna (t,s,77,73)
j=1
(t,s,71, 1) € Qf, m; >0, j=1,2.
Véta 7.2.1 Necht funkce F(t,uy,us, ), K(t,s,11,v2) spliiuji podminky (i), (it) a

navic
2

IF| <> at)|ul, 0<¢(t) e C(I), i=1,2,

=1

it) [ 6135 < antn (0, ead)inlt) < B

kde a1, By jsou kladnd ¢isla takovd, Ze ay + 1 = 1. Pak pocdtecni iiloha (7.2.1) md
jediné fesentd y(t, p) pro kazdé p € R, t € I.

Dikaz. Polozme

kde r(t) € C(I) je neznamé funkce. Pak 3/ (¢) = r(t) a systém (7.2.1) je ekvivalentni
systému integralnich rovnic

r(t) = F (t, /Oi r(s)ds, /Oi K (t, s, /0+ r(T)dT,r(s)> ds,u) | (7.2.2)

Necht H je Banachuv prostor spojitych vektorovych funkci
h:ly—R" Iy =1[0,t], |[h(t)] < ¢1(t)
pro kazdé t € I s normou

[1h(®)]] = max{e™|A()[},
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kde A > 0 je libovolny parametr. Definujme operator T° pomoci pravé strany sys-

tému (

7.2.2)

T(h) = F (t, /0 i h(s)ds, /0 i K (t, s, /0 h(r)dr, h(s)) ds, M) |

kde h € H. Necht u € R je pevné. Operédtor T' zobrazuje H spojité do sebe, nebot

‘F (t, /Oj h(s)ds, /Oi K <ts/0+ h(T)dT,h(S)) ds,u) ’

e (t) Oi \h(s)ds+02(z€)‘ /0 iK (t,s, /0 + h(r)dr, h(s)) ds(

ci(s) " ¢1(8) + c2()Y1(t) < (e + Br) ¢a1(t) = u(t).

Tl =

<

pro kazdé h € H. Potiebujeme dokéazat, ze

L+ 1lomg  lomy

70 - Tl < (54 B -l (29

pro vSechna hy, he € H. Uzitim (i), (ii) a definice ||.||, dostavame

| T'(h2)

= T(h)

VAN

IN

IN

‘F (t/ot ha(s)ds, /OiK (ts/m ha(7)dr, hg(s)) ds,,u)

F (t, /t ha (s)ds, /Oi K (t, s, /O+ ha (7)dr, hl(s)) ds,u> ‘
/ [ha(s) )|ds+l2/0i K(t,s,/oi hQ(T)dT,h2(3)>

K(t,s,/0+ ho(7)dr, b (s ) ‘ds

zl/t |ha(s) — ha(s |ds+l2m1/0+ /0+ Iha(r) — ha(7)|drds

l2m2 / ’hQ )|d8 <

hlha(t) — ()IIA/0+ e*ds + Ly || ha(t) — I (t)]]x

t s t
/ / eMduds + lymy||ho(t) — hl(t)||A/ eMds
ot Jo+ o+

eAt

lta(®) = il (5= 5 ) + o) =m0l

e o1t M1
<ﬁ abvin X) + lamal|ha(t) — ha(t)]]a (7 - X)

ll + l2m2 12m1>

Mlnatt) - el (52 B
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Tedy

1T (he) = T'(h1)|| = max{T(hy) = T'(h1)} <

telp

l1 +lbm lom
(1 )\2 2_|_ 2)\21)||h2—h1||>\.

Nyni zvolme A > 0 tak, ze

ll + lgmg l2m1
1.
< ) ‘+A2><

Aplikaci Banachovy véty o pevném bodé na operator T pak dostavame tvrzeni
Vety 7.2.1.

Véta 7.2.2 Necht plati predpoklady Véty 7.2.1 a necht existuje konstanta k > 0 a
integrovatelnd funkce € : Iy — Iy, Iy = [0,t1] takovd, Ze

|F'(t, uy, ug, prg) — F/(E, ur, ug, )| < €(t)|p2 — pual,
kde (t,uy,us, o), (t,u1,us, 1) € Q* a navic

M < k.
max{e™"e(t)} <k

Pak tesent y(t, u) systému (7.2.1) je spojité vzhledem k promenngm (t,u) € I x R.

Dikaz. Definujme stejnym zptsobem uvedenym vyse pro h € H operator T),(h)
pomoci pravé strany systému (7.2.2). Odtud plyne

L +lamy  lam
||Tu<h>—Tu<y>||A§(1 N QA;)Hh—yHA.

Dle predpokladi Véty 7.2.2. dostavame

F (t, /0 jh(s)ds,K (t,s, /0 h(r)dr, h(s)) ,M)
F (t, /Oi h(s)ds, K (t,s, /0+ h(T)dT,h(S)) ,m>'

e Me(t) g — m| < klus —

N Tpa(h) = Tya ()] <

S 6—)\t

IA

a tudiz
T (h) = Tu()lx < Kl — gl
Odtud a z Véty 7.2.1 plyne

h(E, p2) = bt pa)l[x = | Ts (A, pi2)] = Ty [A(E, )] + Ty [A(E, p10)] = Ty [RCE; )]
< Talhlts p2)] = T [ACE, )]l [x 4 (1T [A(E, p2)] = Ty T2, )15

li +lom lom
(1 N A) 1A(t, 12) = ot )l + Kz = gl

IN
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Tedy

o+ lmy  lymy\ 7
||h(tuﬂ2)_h(t7ul)||)\§ 1- \ + \2 ]{3|M2—,u1|

Odtud plyne, ze y(t, 1) je spojita vzhledem k proménnym (¢, 1) € I x R. Dikaz je
kompletni.

Uvazujme nyni singuldrni poc¢atec¢ni lohu pro implicitni systém Fredholmovych
integrodiferencialnich rovnic

1

J(t) = F (t,y<t>,y'<t>, K(t,s,y<t>,y<s>,y'<t>,y'(s))ds,u) ,

o+
(7.2.4)
y (0, ) =0, i =0,1,
kde
(1) F:w—R" FeCw), w={(t,u,ug,uz,pn) € 1 x (R")3 xR : |uy| <
1(t), fua| < wolt), |us(t)| < ¥*(t)}, L = (0, t2] ty >0, 0 < @i(t) €
C([l), (;01(0 )—O :1,2, 0<w()6011 f0+g02 d8<g01( )7 HJG

obvykla norma v R",

|\ F(t, T, U, Us, 1) — f(tﬂh%,ﬂ_&ﬂ_)‘ < Z?:1pi|ﬂz’ —

pro v8echna (t, @y, Uy, us, pt), (¢, a1, s, us, ) € w, p; >0, i =1,2,3.
() K:w!'—R" K e Cw'),
wh = {(t, 5,01, v2, w1, wy) € Iy x Iy x (R™")* : [uy]| < @1 (t), [va] < u(t), |un| <
P2(t), [wa| < @a(t)}, -
|K(t7 8,@1,62,@1,@2) - K(t7s7617627w1aw2|
< 3 4l = Tl + aste N [wn — T + @@y — T
pro viechna (t,s,v1, Uy, Wy, Ws), (t,8,01,09,W1,02) € W', pi,q; € RT, i
1,2,3, j=1,...,4, po <1, A > 0 je dostatecné velkd konstanta takova,
<p1+p+p3z 1q1<1>

N<
@

Véta 7.2.3 Necht funkce F(t,uy, ug, us, i), K(t,s,v1,ve,w,ws) splituje podminky
(1), (a2) a navic necht plati

3 t
‘f’ < Zzl(t)lul‘7 0< Zz(t) € C([l)a L= 17 27 37 / Zl(t)QOQ(S)dS < 71(102(?5)7
i=1 ot
3
2()pa(t) < rpa(t) 207 (1) S yapa(t), weERY, Y =1
i=1

pak pocdteéni uloha (7.2.4) md jediné tesent y(t, u) pro kaZdé p € R, t € I.
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Dikaz. Postup je analogicky jako v piipadé systému (7.1.1). Polozme

+

o) = [ rsias

kde r(t) € C(I1) je neznama funkce. Pak y’(t) = r(t) a systém (7.2.4) je ekvivalentni
systému integralnich rovnic

r(t) :]-“(t, /Oir(s)ds,r’(t), Oi K(t,s,/oir(s)ds,/oj r(7)d7,r(t),r(3))ds,u>.
(7.2.5)

Ozna¢me H Banachiv prostor spojitych vektorovych funkci i : I? — R™,
I9 =10, 5], |h(t)] < po(t) pro kazdé ¢t € IY s normou

[17(t)]] = max{e™|A(t)]},
tel?

kde A > 0 je libovolny parametr. Definujme operator 1" pomoci pravé strany sys-
tému (7.2.5)

T(h) :]-"(t, /0 t h(s)ds, B/ (%), 1K(t,s, /0 t h(s)ds, /0 " h(r)dr h(t), h(s))ds, ,,L),

+ o+ + +

kde h € H. Necht p € R je pevné. Operator T spojité zobrazuje H do sebe, nebot

T (h)| < ‘f (t, /Ot h(s)ds, h(t), 1 K(t,s,/ot h(s)ds,/os h(T)dT,h(t),h(S))dS,,u) ‘

+ ot + +

+

< ult \/ $)ds|+2 ()| h(E)|+25(t ‘/ K(t,s /Oih(s)ds,/os h(r)dr, h(t), h(s))ds|

< () / a(s)ds +1a02(8) + 500 (0) < )

pro kazdé h € H. Potfebujeme dokazat, ze

4
1T (ha) ~ T < <p; p +%> lha — Ml

pro kazdé hy, hy € H. Dle piedpokladii (), () a definice normy ||.||y dostavame

[ T(he) — T'(h1)| =

‘ (t,/ h2 dS hQ / K / hg / hg dT hg h s))ds,,u)
0+ 0+

t t
(t,/ hi(s)ds, hq(t K(t,s,/ hi(s ds,/ hy(7)dT, hq(t h(s))ds,u)‘
0+ ot 0+ o+
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IN

t
” / ha(s) — hu(s)[ds + pala(t) — ha(D)
o+
1 t s
+ p3/ K(t757/ hz(s)d&/ ha(T)dT, ha(t), ha(s))
0+ 0+ 0+
t s
~ Kt / ha(s)ds. / by (7). b (1), has))
0+ 0+
pil[ha — hluA/ ¥ ds + pae| s — hluﬁpg/ <q/ Iha(s) — ha (s)]ds
0+
* QQ/ [ha(7) = I (7)|drgste ™ [ho(t) — ha(t)] + @79 |ha(s) — h1(5)|) ds
0+

ds

IN

6)\t -1 N eAt -1 N N
< |lhe — hq||a (p1 3 + p2e™ + (p3q1 + P3go) 3 + (pagste™ + paque™)
11 Y

X (X — E)) S €At||h2 h1||)\ < + P2 + %) (726)

Tedy
[T (ha) = T'(h1)|[x = max [T (ha) — T'(h1)| < q [|he — hal|x,
1
kde A
_n P3Y g i
: — == - < 1.

Nyni opét dle Banachovy véty o pevném bodé dostavame tvrzeni Véty 7.2.3.

Véta 7.2.4 Necht plati predpoklady Vety 7.2.3 a nechl existuje konstanta r > 0 a
integrovatelnd funkce r : IV — IV, I? = [0, t,], pricemz

|‘F(t7u17u27u37,u2) - f(t7u17u27u37,u1)‘ S ’i(t)|:u2 - lu1|7
kde (t7u17u27u3au2)7 (t7u17u27u37,u1) cw ’

max {eMR()} <7

Pak tesent y(t, u) (7.2.4) je spojité vzhledem k proménngm (t,u) € I x R.

Dikaz. Stejnym zptisobem uvedenym vy3e definujme pro h € H operéator T),(h)
pomoci pravé strany systému (7.2.4). Dostavame pak

4
p P31 Ui
[ T.(h) — Tu(y)||x < (71 + py f o=l T . 1 )Hh—yHA.

7 predpokladi Véty 7.2.4 plyne
S <h> (1)

¢ 1
‘}" (t,/ h(s)ds,h(t), | K(t,s, h ds,/ h(7)dr, h(t h(s))ds,,ug)
0 0+ o+

+ 0+t

%)
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_F (t, /Ojr h(s)ds, h(t), /Oi K(t,s, /ojr h(s)ds, /Oi h(t)dr,h(t), h(s))ds, Ml) ’

< e Mi(t)|pe — | < 7lpo —

a tedy
1T (h) = T (R)[[x < 7lp2 — i

Odtud a z Véty 7.2.3. plyne
|(E, p2) = h(t, )l |x = TR, p2)] = Do [R(E, p2)] + T A, p2)] = T [, )] |x

STy [Pt p2)] — Top [R(E, )] [x + T o [A(E, p21)] — Ty [R(E, p2)] ]2
b1 b3 24—1 qi
< N Tt + |[h(t, p2) — h(t, pa)||x + 7|p2 — pa|.

Tudiz

4 —1
[R(t, p2) — h(t, pa)|[x < (1— (% +pz+%>) 7lpe — pal.

Funkce h(t, 1) je stejnomérné spojita vzhledem k proménné p € R, tedy y(¢, 1) je
spojita vzhledem k proménnym (¢, ) € I; x R. Dukaz je kompletni.

Uvazujme nyni specialni tvar systému (7.2.4)

Pt — i = F, (t, y(6),4/(0), / (s, 9(0), 40,5/ (0), 4/ (5))ds, M) ,

(7.2.7)
y(J)(OJ’_?/“L) = 07 .]: 0717 Z: 17“"”'

Chovani feseni (7.2.7) budeme charakterizovat pomoci feSeni pfidruzeného sys-
tému diferencialnich rovnic

pi(t)y, —vyi =0, i=1,...,n. (7.2.8)
Polozme
nl(tC-)—Oexp(/t£> i=1 n (7.2.9)
7 ) K3 (2 1 pl(s> ) PARE) N e

Je z¥ejmé, ze funkce (7.2.9) jsou obecné feSeni systému (7.2.8). Oznac¢me

- ‘ it ) — mi(t, C) -
Y_(}/iu-"7Yn>7 }/Z(tvll’)_ nz(t7cz) ) G_<G17'-'7Gn)7

1

e (t,y<t>,y'<t>, K(t,s,y<t>,y<s>,y'<t>,y'<s>>ds,u)

0+
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— (it ) ( / K (¢, 5,0(0).y(s). o/ (1), '<s>>ds,ﬂ)

)1+ Y () = (m(t, Co)(L+Yi(t p), - ma(t, Co) (1 + Ya(t, p).
Pak

yr_ W) BETm(t C) — (alt 1) — ma(t, C)) R
Z nz(t Ci)2
pityi(t, ) —wilt,p)
- , 1=1,2,... n.
pi(t)mi(t, Cy)

Nyni miuZeme systém (7.2.7) vyjadfit ve tvaru

1

Y/ =G, (t,'rz(t)(HY(t)), (@ A+Y (@), [ Kt s,nt)(1+Y (1)), n(s)(1+Y(s)),

0+

()1 +Y®)))', (n(s)(1 + Y (s)))")ds, M)-

Oznacéme
1

Gi (t,Y(t),Y’(t), K(t,s,Y (1), Y(s),Y'(t),Y'(s))ds, M)

o0+
1

=G; (t, nA+Y @), ) A+Y (@), [ Kt snt)(1+Y(t),n(s)(1+Y(s)),

0+

(O + YO, (n(s)(1+ Y (5))))ds, u)-
Tedy

~G (t,Y(t),Y’(t),/O+IC(t,s,Y(t),Y(s),Y’(t),Y’(s))ds,/,L>. (7.2.10)

Predpokladejme, Ze plati nasledujici podminky:

(I*) G € C(Q),

Q= {(1.Y.Y"u1) € Lx (R x R: Y] < ga(t), [¥'] < eaft), Jul < (1),
9.V, Y'a )~ 6(t.Y.Y 7, W< plY =Y +plV =Y |+ psfu 1l
pro viechna (£,Y.,Y,u, p), (t,Y,Y ,7) € €.
(IT%) K € C(Q), O = {(t,s,Y(1),Y(s),Y'(t),Y'(s)) € I, x I; x (R)*: |Y(t)] <
), [Y(3)] < @(0). [V'(0)] < alt), V()| < oalt)),
Kt s, Y(£), Y (), Y (1), Y (5)) = K(t,5,Y(£), Y(5),Y (), Y (s)] <
<alY(8) =Y (1) £ @Y (s) = Y(s)| _
Taste V() - ?<t>|_+q4eg<§*28>§’ 5) -V (s)]
pro v8echna (t, s }//( )_Y(s),Y (f),Y (s))
(t,5,Y(1),Y(s),Y (£),Y, (s)) € Q.
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Necht funkce ¢;(t), i = 1,2, ¢*(t) a konstanty p;,q;, i = 1,2,3, j = 1,...,4
spliiuji stejné podminky jako ve Vété 7.2.3.

Véta 7.2.5 Necht funkce G(t,Y ()Y'(t), 1), K(t,s,Y (t),Y(s),Y'(t),Y'(s)) splriugi
podminky (T¥), (IT*) a necht

1G] < 21|V ]+ 220)|Y'| + 23()|ul, 0< z(t) € C(), i=1,2,3,

/Ot z1(t)p2(s)ds < vipa(t), za(t)p2(t) < vapa(t)  23(t))Y" (1) < v3pal(t),

+

3 1
dt ,
Vi €R+7 Z,}/ZZL O<pl(t) 60(11)7 A+pz(t) = o0, Z:L"'an'
=1

Pak ezistuje jediné tesent y(t, pn) = (y1(t, 1), .., yn(t, ) systému (7.2.7) splitujici
nerovnosti
9t ) — mi(t, Co)| < oa (D) |nilt, G,
i (t, 1) = (8, Ci)| < oa(B)|mi(t, Co)| + o) [mit, C5)
na intervalu Iy, 1 =1,...,n.
Dikaz. Systém (7.2.10) spliuje vSechny piedpoklady Véty 7.2.3. Tedy exis-
tuje jediné feseni Y (¢, u) = (Yi(t, 1), ..., Yo (t, ) systému (7.2.10) takové, ze plati

Yi(t,u| < @i(t), ¢ = 1,...,n. Odtud a na zakladé vlastnosti funkei Y;(¢) pak
dostavame

_|wilt, 1) — mi(t, C)

Yi(t, )] TN <o) = |yt 1) — milt, Ci)| < oa ()|, Gi)
s yil®) = mi(, G it) = milt, C)
' ni(t, Ci) pi(t)ni(t, Ci)
Odtud plyne
lyi(t) — ni(t, Ci)| < |mi(t, C)|2(t) + ]%Im(t,@)!%(t) =

= [mi(t, C)lpa(t) + mi(t, Ci)lr (2).
Diikaz je kompletni.
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8 Zaveér

Prace obsahuje nové vysledky o existenci, jednoznac¢nosti a asymptotickém chovani
feSeni singularni pocatecni dlohy pro jisté tiidy obycejnych diferencidlnich a inte-
grodiferencidlnich rovnic v oblatech, které jsou homeomorfni kuzelu s vrcholem v
pocatec¢nim bodé.

Singularni pocatecni tlohy jsou vysledkem matematickych modeli nékterych
technickych i pfirodnich jevi. Nachazeji uplatnéni naptiklad v teorii regulace, teorii
elektrickych obvodi a terminionickych proudi, v mechanice kapalin a v posledni
dobé i v biologii. V mnoha piipadech maji tyto pocatec¢ni ilohy komplikovany tvar,
proto je prirozena snaha pouzivat k jejich vySetfovani asymptotickych metod. V
pripadé skalarnich diferencialnich rovnic a integrodiferencidlnich rovnic nachazeji
uplatnéni modifikace dekompozi¢nich metod a v posledni dobé zejména pertur-
bac¢nich homotopickych metod.

Vysledky prace ukazuji, Ze lze ocekavat, zZe uvedenymi metodami bude mozné
studovat i obecnéjsi systémy funkcionalnich diferencialnich rovnic zejména zlomkové
diferencialni rovnice. Nékteré vysledky ohledné modifikace Adomianovy dekom-
pozi¢ni metody pro zlomkové diferencialni rovnice ve smyslu Caputovy derivace
byly jiz publikovany v praci [8]. Z hlediska aplikaci zlomkovych funkcionalnich
rovnic v teorii optimalni regulace a v silnoproudé elektrotechnice je tento smér
vysSetfovani kvalitativnich vlastnosti zlomkovych funkcionélnich rovnic aktuélni a
bude namétem pro dalsi studium.
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