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Abstrakt

Diplomova priace se zabyva problematikou mechanického navrhu rotoru elektrického stroje.
V ramci prvnich dvou kapitol praktické ¢4sti prace jsou sestaveny dva zjednodusené vypoctové
modely rotoru (modely drovné 1). Konkrétné model ohybové poddajného rotoru na tuhych pod-
pordach a model ohybové tuhého rotoru na pruznych podporach. Podstata téchto vypoctovych
modeld spociva v fesitelnosti pomoci jednoduchych rovnic. S pouzitim téchto modeli 1ze do-
cilit dspory Casu pfi sestavovani predbézného navrhu geometrie rotoru. Nasledujici kapitola je
vénovana srovnani riznych piistupti k vypoctovému modelovani rotoru pomoci MKP. Vyset-
fovén je predem zadany predbéZny navrh vysokorychlostniho masivniho rotoru. Pfedstaveny
jsou vypoctové modely riznych drovni pfi deformacné-napét' ové analyze a modalni analyze.
Soudésti je rovnéz ndvrh, jak pti dané analyze efektivné postupovat.

Klicova slova

toCivy elektricky stroj, masivni rotor, magneticky tah, pfi¢inkovy soucinitel, kritické otacky,
Rayleighova metoda, MKP

Abstract

The Master’s thesis deals with the mechanical design of electric machine rotor. Within the first
two chapters of the practical part of the thesis two simplified computational models of the rotor
(Ievel 1 models) are compiled. Specifically, the model of flexible rotor mounted on rigid sup-
ports and model of rigid rotor mounted on flexible supports. The essence of these computational
models lies in solvability using simple equations. Using these models can save time when con-
structing a pre-design of the rotor geometry. The following chapter is devoted to comparing
different approaches to computational modeling of rotor using FEM. A predetermined prelimi-
nary design of a high-speed massive rotor is investigated. Computational models of different
levels at stress-strain analysis and modal analysis are presented. It also includes a suggestion on
how to proceed effectively in a given analysis.

Key Words

rotating electrical machine, massive rotor, unbalanced magnetic pull, influence coefficient, cri-
tical speed, Rayleigh method, FEM

Vysazeno pomoci balicku thesis verze 2.63; http://latex.feec.vutbr.cz, ktery byl modifikovan pro
vlastni potieby.
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UvVoD 1

Uvod

Tocivé elektrické stroje jsou zafizeni, kterd slouzi k pfeméné energie. V piipadé motorl se
jedna o preménu elektrické energie na energii magnetickou a ndsledné mechanickou. Probihaji-
li pfemény energii v opacném poradi, pak je fec o generdtorech. Z nejhrubsiho hlediska se tyto
stroje sklddaji ze dvou hlavnich Casti — staciondrni ¢asti, tzv. statoru, ktery v pripadé motord
produkuje to¢ivé magnetické pole a rotujici Casti, rotoru, ktery pohdni externi zafizeni [1, 2].

Celkovy névrh elektrického stroje se sklada z celé fady dil¢ich ndvrhd, jako napf. ndvrhu
elektrického, tepelného, mechanického a dalSich. Spravné navrzeny elektricky stroj musi sou-
Casné vyhovét pozadavkiim vSech dil¢ich navrhi, které z principu nemohou probihat nezavisle
na sobé. Stadium vyvoje prototypu elektrického stroje je proto obvykle zdlouhavym iterativ-
nim procesem, kdy opakovanymi konstrukénimi dpravami a vypocty sméfujeme od prvotniho
zevrubného ndvrhu k dilu, které spliiuje pozadavky zdkaznika [3]. Situace miZe byt o to kom-
plikovanéjsi v pripadé vysokootackovych elektrickych strojt, které se ¢asto pohybuji na hranici
technické proveditelnosti.

Hlavni motivaci této prace je docilit Gspory Casu pfi ndvrhu prototypu tocivého elektrického
stroje. Zabyvat se budeme dil¢i ¢asti mechanického ndvrhu rotoru. Konkrétné se bude jednat
o kontrolu deforma¢né-napét’ ového stavu a stanoveni vlastnich frekvenci rotoru, tzv. kritickych
otacek. Rotor musi byt navrZen tak, aby kritické otacky, majici za nésledek vznik funkéné ne-
ptipustnych vibraci, lezely mimo rozsah poZadovanych provoznich otacek.

V soucasné dobé je nejrozsitenéj$i metodou feseni inZenyrskych problémii vypoctové mo-
delovani. Vysledky ziskané vypoctovym modelovanim jsou vyznamné ovlivnény drovni dilc¢ich
modeld geometrie, okoli, vazeb apod. — jedna se o problematiku troviiovosti vypoctového mo-
delovani [4]. V soucasnosti preferovand metoda konecnych prvka (dile jen MKP) umoziuje
modelovat rotor na mnoha riznych drovnich. Pfi volbé¢ vhodného vypoctového modelu pak
hraje vyznamnou roli vypoctova narocnost a pozadovand presnost vysledku. Tato kritéria byvaji
obvykle protichidnd, coz ¢ini vybér vypoctového modelu problematickym. Nelehkym tkolem
je pak nalezeni ur¢itého kompromisu. V ramci této prace budou predstaveny rizné pristupy
k vypoctovému modelovéni rotoru pomoci MKP pti deformacné-napét’ové a modalni analyze.
Cilem bude usnadnit vybér vhodného vypoctového modelu a zaroven navrhnout, jakym zpiso-
bem pfi dané analyze efektivné postupovat.

Cist této price bude vénovina problematice prvotniho ndvrhu geometrie rotoru. Ten byva
obvykle sestavovan intuitivné na zakladé zkusenosti z predeslych feSenych problémil. V této
fazi vyvoje je klicové ziskat v kratkém case zevrubnou predstavu o chovéni rotoru. Pouziti
MKEP pro tyto tcely je vSak variantou neprimérené casové naro¢nou. Cilem proto bude sestavit
zjednoduseny model rotoru, jehoZ chovani bude mozné popsat pomoci jednoduchych analytic-
kych vztahi. Sestaveny vypoctovy model by mél byt schopen v kritkém Case alespon priblizné
stanovit deformacné-napét' ové poméry a kritické otacky rotoru.
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1 Formulace problému a cile prace

1.1 Problémova situace

Vyvoj prototypu rotoru elektrického stroje je zpravidla zdlouhavy, iterativni proces. Od prvot-
niho zevrubného ndvrhu sméfujeme k findlnimu dilu opakovanymi vypocty a konstrukénimi
upravami. Deformacné-napét’ ové a modalni analyzy rotoru elektrickych stroju jsou v soucasné
dobé feseny dominantné pomoci MKP, coz miZe byt vice ¢i méné Casové narocné. K sesta-
veni prvotniho ndvrhu geometrie rotoru by proto bylo vyhodné mit k dispozici zjednoduSeny
vypoctovy model, popsatelny pomoci jednoduchych rovnic, ktery by umoznil v kriatkém cCase
alespon pfiblizné stanovit deformacné-napét ové poméry a kritické otacky. Z pohledu droviio-
vosti vypoctového modelovani nazvéme tento vypoctovy model modelem trovné 1.

Model drovné 1 lze pouzit ve stadiu vyvoje k vytvofeni prvotniho navrhu geometrie. Pro
dal$i podrobné analyzy je vSak tfeba pouzit MKP, kterd umoZiiuje modelovat rotor na mnoha
riznych drovnich. Pro volbu vhodného modelu geometrie, okoli, vazeb apod. je bezesporu roz-
hodujici typ analyzy, kterou feSime. Lze naptiklad ocekavat, Ze deformacné-napét’ ovd analyza
bude vyzadovat detailnéjsi zpracovani modelu geometrie v oblastech koncentratorti napéti nez
modalni analyza apod. Déle vSak plati, Ze ¢im propracovanéj$i vypoctovy model pouZijeme,
tim vySS8i bude vypoctova narocnost a s ni spojend doba potifebna pro vypocet. Nelehkym uko-
lem vypoctére je pak nalezeni urcitého kompromisu — je tfeba sestavit takovy vypoctovy model
rotoru, ktery povede k feSeni daného problému (resp. dlohy) za pfijatelnou dobu vypoctu.

1.2 Formulace problému (iilohy)

* Sestavit zjednoduSeny vypoctovy model rotoru (model drovné 1), ktery umoZzni v kratkém
Case priblizné stanovit prvni kritické otdCky a deformacné-napét’ ové poméry. Jedna se
o problém vyZadujici volbu vhodné metody feSeni.

* Provést srovnani riznych pristupti k vypoctovému modelovani rotoru elektrického stroje
pomoci MKP. V tomto pfipadé se jedna tlohu, nebot’ metoda feSeni je predem znadma.

1.3 Cile reSeni problému (dlohy)

Cile, kterych ma byt v této praci dosazeno, byly vedoucim price formulovéany nasledovné.
1. Provedeni reSerSe problematiky navrhu rotoru elektrickych stroji.

2. Navrh zjednoduSeného vypoctového modelu rotoru s dutou hiideli, ktery bude popsatelny
pomoci jednoduchych analytickych vztahi.

3. Posouzeni vypoctovych postupti mechanické kontroly rotoru elektrického stroje s vyuzi-
tim MKP pro konkrétni zadéni.

4. Analyza a zhodnoceni dosaZenych vysledkd.
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2 Problematika navrhu rotoru
elektrickych stroju

Spravny navrh elektrického stroje vyZaduje znalosti mnoha oborti — elektromagnetizmu, me-
chaniky téles, dynamiky rotorti, termomechaniky, hydromechaniky a dalSich. Dle [3] se tplny
navrh elektrického stroje sklada z nasledujicich dil¢ich navrhi:

navrhu elektrického obvodu,

navrhu magnetického obvodu,

navrhu izolace,

tepelného ndvrhu,

mechanického navrhu,

navrhu konstrukce a technologie vyroby [3].

A S

Slozitost celkového ndvrhu spociva pravé v tom, Ze dil¢i ndvrhy nemohou probihat nezavisle
na sobé. Pozadavky dil¢ich navrhii navic velmi Casto byvaji protichiidné. Prikladem miiZe byt
navrh $itky vzduchové mezery mezi rotorem a statorem. Z pohledu elektromagnetického ndvrhu
je vhodné, pokud je Sitka vzduchové mezery co nejmensi, z pohledu mechanického navrhu je
tomu naopak. Klicové je pak nalezeni ur¢it¢ého kompromisu — z nepfeberného mnozstvi rliznych
variant je tieba vybrat tu, pokud moZzno, nejvhodnéjsi. [3, 5]

Univerzalni ndvod na to, jak pfi ndvrhu postupovat, bohuzel neexistuje. Zpravidla se proto
jednd o proces iterativni, kdy opakovanymi vypocty a konstrukénimi dpravami postupné pre-
chdzime od pfedbéZného navrhu k dilu, které vyhovuje v§em pozadavkim. PredbéZny ndvrh se
obvykle sestavuje na zaklade zkuSenosti inZenyru [3, 6].

V ramci této prace se budeme zabyvat pouze dil¢i oblasti mechanického navrhu — posouze-
nim deformacné-napét’ ového stavu rotoru a vyhodnocenim kritickych otdcek, pii kterych do-
chéazi k rezonanci. Univerzdlni metodou pro feSeni téchto dil¢ich udloh je v soucasné dobé do-
minantné pouzivand MKP, ktera bude stru¢né predstavena v kapitole 4. Z divodu dspory ¢asu i
diivodu finan¢nich vSak nachézeji své uplatnéni v této oblasti i jiné metody feSeni. Za zminku
stoji v praxi velmi Casto pouZivana metoda prenosovych matic, ktera umoznuje ve velmi krat-
kém Case priblizné stanovit prithyby hiidele a kritické otacky. Touto metodou se podrobné za-
byva diplomova préce [7], v této praci ji proto nebudeme dile vénovat pozornost. V nékteré
literatute, naptiklad v [3] nebo [6], je pro posouzeni deformacné-napét’ ového stavu a kritickych
otacek rotoru pouzito zjednoduseného vypoctového modelu — letmo uloZeného nehmotného hii-
dele, zatizeného jedinou silou F, na previslém konci a jedinou silou F mezi loZisky, viz obrazek
2.1. Matematicky popis téchto modeld vychazi prevazné z teorie prosté pruznosti, konkrétné
z teorie nosnikid, namahanych na ohyb a na krut, kterd je podrobné popsana v [8]. Duraz je
v piipadé téchto modeld kladen zejména na to, aby vzniklé rovnice bylo mozné fesit bez nut-
nosti pouZziti vypocetni techniky.

Uroveti modelu rotoru z obrazku 2.1 je s ohledem na moZnosti sou¢asné doby nedostacujici.
V podobg, v jaké je zpracovan v [7], vSak poskytuje diilezité informace o zatiZeni, kterému je
rotor za provozu vystaven a které je pfi ndvrhu tieba brat v potaz. Sila F,, plisobici na pfevis-
1ém konci, predstavuje tah femene. Tah femene miZe a nemusi byt pfitomen v zdvislosti na
konstrukénim provedeni mechamismu pro pienos kroutictho momentu. Sila F', ptisobici mezi
loZisky, je ddna souctem tihy rotorového svazku a klece Fi a magnetického tahu F,,. Hfidel



6 KAPITOLA 2. PROBLEMATIKA NAVRHU ROTORU ELEKTRICKYCH STROJU

jako celek je namdhan na ohyb. Previsly konec, vCetné tseku od loZiska A po odlehly konec
rotorového svazku, je v disledku pfenosu kroutictho momentu namédhan na krut. Podrobné;si
rozbor namahdni bude proveden v kapitole 6.1.4.

F = Fg+Fyyg 2.1)

T T A

Obr. 2.1: ZjednoduSeny model rotoru (vychézi z [3]).

Pravé magneticky tah F,, byva pfi mechanickém navrhu Casto opomijen. Jednd se o zati-
Zeni, které vznikd v dlsledku pfritazlivych elektromagnetickych sil plisobicich mezi rotorem a
statorem. Magnetickému tahu bude vénovana nasledujici kapitola.
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3 Magneticky tah

Protéka-li vinutim toCivého elektrického stroje elektricky proud, pak ve vzduchové mezete
vznikd magnetické silové pole, které md za nasledek vznik pfitazlivych elektromagnetickych
sil piisobicich mezi rotorem a statorem. Je-li $itka vzduchové mezery (vile mezi rotorem a
statorem), napiiklad v diisledku geometrickych nepresnosti, dynamické Ci statické excentricity,
po obvodu proménnd, pak tyto sily nejsou v rovnovdze, tj. navzdjem se nevyrusi. Silovou vy-
slednici téchto elektromagnetickych sil, dédle F,g, nazyvame nevyvdzenym magnetickym tahem.
Magneticky tah ptsobi priblizné ve sméru nejmensi Sitky vzduchové mezery [2, 9].

Dle ¢lanku [10] 1ze magneticky tah F,, popsat linearni zavislosti
Fug = Cpgw, 3.1

kde C,,, je magneticka tuhost a w je priihyb hiidele v misté plisobiSté F,,, viz obrdzek 3.1.

Q)

Obr. 3.1: Nevyvazeny magneticky tah (vychazi z [10]).

Definice (3.1) umoZiiuje modelovat magneticky tah pomoci linedrni pruZiny se zdpornou
tuhosti [7]. Podstata zaporné tuhosti spo¢iva v tom, Ze pfi stlaceni neklade pruZina odpor, nybrz
pusobi tahovou silou, kterd je pfimo umérna jejimu stlaeni. Problematiku lze 1épe pfibliZit
na konkrétnim piikladé. Uvazujme jednoduchy model rotoru, tvofeny nehmotnym poddajnym
hiidelem se soustfedénou hmotou m, viz obrazek 3.2. Nehmotny poddajny hridel 1ze modelovat
pomoci linedrni pruZiny tuhosti k. Na zdkladé rovnice F = kw, kde F je zatéZzna sila plisobici
v misté hmoty m a w posuv plisobisté této sily, Ize s pouzitim Castiglianovy véty odvodit

48E]J
k=—5" (3.2)
L2
A / ' B
QL2 o vz

¢__W_

k
mm

Obr. 3.2: Model rotoru se soustredénou hmotou ;.

707

V klidovém stavu, kdy @ = Orad-s~!, je hiidel prohyban pouze v disledku piisobeni tihové
sily Fg = mg. Prihybu pritom klade odpor v opacném sméru ptsobici pruzna sila hiidele F;.
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Béhem procesu zatéZovani postupné narusta velikost sily Fj azZ do okamZiku, kdy Fg a Fj jsou ve
statické rovnovaze. Hiidel pak v misté spolecného plsobiste sil vykazuje staticky prihyb wy,
ktery je pfi¢inou nerovnomérné §itky vzduchové mezery 6(¢). Uvedenim rotoru do provozu
(w # Orad-s~!) dojde ke vzniku magnetického tahu Fug, ktery vyvold dalsi priihyb hiidele.
Velikost sily F,;¢ je stejné jako velikost sily Fy z4visld na prihybu w. Dle poméru tuhosti hiidele
k a magnetické tuhosti C,,¢ pfitom mohou nastat tfi riizné pfipady.

a) Pokud ¢ <k, pak velikost sily Fy roste s vétSim gradientem neZ velikost F,,¢. V urcitém
momenté dospéje silova soustava do statické rovnovahy, které odpovida prihyb w. Zda je
tento pruhyb funkéné pripustny se odviji od viile mezi rotorem a statorem.

b) V piipadé Cy,, = k nartistaji sily F a Fy,, se stejnym gradientem. Silovd soustava z tohoto
divodu nemuze nabyt statické rovnovahy.

c) V pfipadé, Ze Gy, > k, roste velikost F; s menSim gradientem neZ velikost F,,. Prithyb
pak roste teoreticky nade vSechny meze, jinak fec¢eno je nestabilni [10].

Situace jsou patrné z obrazku 3.3.

Obr. 3.3: Stabilita prihybu v disledku pfitomnosti magnetického tahu.
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4 Metoda konecnych prvku

Metoda konecnych prvki je v soucasné dobé jedou z nejpouzivanéjSich metod feSeni inZenyr-
skych problému z nejriiznéjSich obort, jako napt. mechaniky t€les, hydromechaniky, termome-
chaniky, elektromagnetizmu a dalSich. Podstata této metody spociva v diskretizaci spojitého
kontinua na kone¢ny pocet podoblasti jednoduchého tvaru, tzv. prvkil — odtud plyne ndzev me-
tody [11, 12].

Uvazujme primou iilohu pruZnosti, tj. takovou ulohu pruznosti, kdy vSechny vstupni para-
metry tykajici se geometrie, vazeb, zatizeni a meteridlu jsou zndmé a hledanymi nezndmymi
jsou deformace a napjatost télesa. Z hlediska matematické formulace rozliSujeme dva zakladni
pristupy k feSeni pfimé ulohy — pfistup diferencidlni a ptistup variaCni. Diferencidlni pristup
vede na soustavu diferencidlnich rovnic, které jsou feSitelné analyticky v uzavieném tvaru jen
ve velmi ojedinélych ptipadech. MKP je zaloZena na pristupu variacnim, ktery vede na problém
hledani minima néjakého funkciondlu [12, 13].

wFunkciondl — zobrazeni z mnoZiny funkci do mnoZiny Cisel. Je to tedy pravidlo, podle néhoZ
priradime funkci na jejim definicnim oboru (nebo jeho cdsti) néjakou cCiselnou hodnotu.
Prikladem je urcity integrdl funkce [11].%

Z hlediska volby nezavislych nezndmych funkci déle rozliSujeme tfi varianty feSeni — silovou,
deformacni a hybridni (smiSenou). V pripad€ silové varianty jsou nezavislymi neznamymi funk-
cemi slozky tenzoru napéti, pomoci kterych jsou nasledné urceny deformacni posuvy. V pfi-
padé deformacni varianty je tomu naopak — nezdvislymi nezndmymi jsou deformacni posuvy.
V piipad€ smiSené varianty jsou nezavislymi nezndmymi parametry vybrané deformacni po-
suvy a vybrané sloZky tenzoru napéti [12, 13].

V piipadé¢ MKP je preferovana varianta deformacni. Nezavislymi nezndmymi jsou defor-
macni posuvy uzli kone¢no-prvkové sité. Napiic¢ elementy jsou hodnoty deformacnich posuvi
aproximovany s pouZzitim tzv. bdzovych funkci. Zékladnim pilitfem deformacni varianty MKP
je véta o minimu kvadratického funkciondlu, ktera tika nésledujici:

~Mezi vSemi funkcemi posuvii, které zachovdvaji spojitost télesa a spliiuji geometrické
okrajové podminky, se realizuji ty, které minimalizuji kvadraticky funkciondl 11y, tézZ zvany
Lagrangeriv potencidl [12, 14].

Lagrangetiv potencial I1;, je definovdn vztahem
I, =W-P, 4.1)

kde W je celkova energie napjatosti télesa a P je celkova potencidlni energie vnéjSich sil [14].

4.1 Staticka analyza

Statické analyzy bude v této praci pouzito k posouzeni deformacné-napét’ ového stavu rotoru.
Minimalizaci Lagrangeova potencidlu obdrZime soustavu linedrnich rovnic

KU =F, 4.2)

kde K je globalni matice tuhosti, F je globdlni matice zatizeni a U je matice nezdvislych defor-
macnich parametrti. Rovnice (4.2) se nazyva zdkladni rovnice MKP. Pfi statické analyze musi
byt dale splnéna ndsledujici podminka:
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.Resitel musi vidy piedepsat alespori takové okrajové podminky, aby zamezil pohybu télesa
jako celku ve vsech jeho sloZkdch, které jsou moZné s ohledem na typ a dimenzi iilohy [12].

Pfi nesplnéni této podminky je matice K singulérni, tj. det(K) = 0. Soustava (4.2) pak nemd jed-
noznacné feseni, coz vede k numerickému zhrouceni vypoctu [12]. Predepsanim dostatecného
poctu okrajovych podminek dojde k vynulovani piislusnych prvki matice U, a tim i odpovida-
jicich fadku a sloupcti matice K, ktera jiz neni singularni.

4.2 Modalni analyza

Pomoci modélni analyzy stanovujeme vlastni frekvence a odpovidajici vlastni tvary zkouma-
ného objektu. Vlastni (v dynamice rotorii Castéji ,kritickou*) dhlovou frekvenci, odpovidajici
J-tému vlastnimu tvaru, budeme nadéle znacit Q; [rad-s~!]. Vystupem programu Ansys pak
Cast&ji byvaji vlastni frekvence f;, vyjadfené v [Hz] (kmitocet) [12]. V souvislosti s rotujicimi
stroji se lze Casto setkat rovnéz s vyjaddienim vlastnich frekvenci v otd¢kéach — dale jen kritické
otacky n; [ot-min~!]. Mezi Q j» fj anj plati nasledujici pfepocteni vztahy:

1 30
E ) l’lj = ?Qj, I’lj = 60fj. (4.3)

fi=

UvaZujme zjednoduSeny model rotoru — poddajny hfidel s jednou soustfedénou hmotou

m, uloZzeny na dokonale tuhych podporach. Pfi dosazeni prvnich kritickych otdc¢ek n; hiidel

krouZzi deformovén do tvaru, ktery odpovidd prvnimu vlastnimu tvaru pii ohybovém kmiténd,
viz obrazek 4.1. Mluvime pak o tzv. krouZivém kmitdni.

s iz

N\ Z stfednice
(J

N

Obr. 4.1: Prvni vlastni ohybovy tvar.

Pri krouzivém kmitani rotoru pfitom mohou nastat dva riizné pripady. Necht' @ je thlova frek-
vence otdceni rotoru a € je prvni kritickd dhlova frekvence krouZivého kmitani, pak

a) ma-li o a Q stejny smér (ve stavu rezonance Q| = @), mluvime o soubéZné (dopredné)
precesi,

b) naopak pokud | md opacny smér neZ @ (ve stavu rezonance £ = —®), mluvime o pro-
tibézné (zpétné) precesi [15].

Obe¢ situace jsou patrné z obrazku 4.2. Dulezitou skuteCnosti je, Ze zatimco soub&Znd precese
nastane vzdy, protibézna precese jen ve velmi ojedinélych piipadech. Pfiznivou podminkou pro
vybuzeni kritickych otacek s protibéznou precesi mtize byt napiiklad ve dvou smérech rozdilna
tuhost jednoho z loZisek v pfipadé hfidele s letmo uloZenym kotoucem [15].
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osa nevychyleného hiidele

Y

a) soub¢zna precese b) protibézna precese

Obr. 4.2: Soubézna a protibézna precese.

V rdmci modélnich analyz, feSenych v této praci pomoci MKP, bude vySetfovdno volné
netlumené kmitani rotoru se zahrnutim gyroskopickych t¢ink za rotace. Minimalizace funkci-
onélu pak vede na pohybovou rovnici ve tvaru

.

MU(¢) + ©GU(¢) +KU(¢) = O, (4.4)

kde M je globdlni matice hmotnosti, @ je thlové frekvence otdceni rotoru a G je matice gyro-
skopickych uc¢inki. Z pohledu matematického vede feSeni rovnice na problém vlastnich hodnot.

s Vs

Vlastni ¢isla hleddme jakozto kofeny charakteristické rovnice
det(A*M + 210G +K) = 0. (4.5)

AC by se tak na prvni pohled mohlo zdat, matice gyroskopickych tG¢inkii G nema charakter tlu-
meni, nebot’ nezpisobuje disipaci energie. V disledku jeji pritomnosti se vSak vlastni frekvence
stavaji zavislymi na otdckach rotoru. Jelikoz tlumeni je nulové, vSechna vlastni ¢isla budou ryze
imaginarni, komplexné sdruZena:

)ujzzl:in, j=1,2,...,l’l, (46)

kde Q; [rad-s~!] je j-t4 vlastni dhlov4 frekvence, n je pocet stupiili volnosti (odpovidajici fadu
matic M, G a K) a i je imaginarni jednotka [12, 16, 17].

Zavislosti Q () 1ze graficky znazornit pomoci Campbellova diagramu, jehoZ schématicky
ndkres je patrny z obrazku 4.3. Vlastni frekvence jsou zde vyjadfeny v [Hz| a otd¢ky rotoru
v [ot-min~!]. V t&chto jednotkdch obdrzime Campbelliv diagram s pouZitim programu Ansys
Workbench, ktery budeme ddle v préaci vyuzivat. Obrazek demonstruje tii riizné piipady:

1. pripad — symetricky uloZeny rotor bez zahrnuti gyroskopickych tc¢inkd,
2. pripad — symetricky uloZeny rotor se zahrnutim gyroskopickych ucinkd,

3. pripad — nesymetricky uloZeny rotor se zahrnutim gyroskopickych ucinku [18].
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CAMPBELLUV DIAGRAM
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8 : : ——— 2. pfipad - dopfedna precese
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§> | | — 2. pfipad - zpétna precese
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S o T — B ! ] Nabahova pfimka: f = 60n
s B R e e | WV Kritické otagky
= | =T
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Otagky n [ot:min"]

Obr. 4.3: Campbelltiv diagram (vychazi z [18]).

Odtud je patrné, ze pri zahrnuti gyroskopickych ticinka dochazi k rozstépeni vlastnich frek-
venci pro dopfednou a zpétnou precesi. Pfimka definovand rovnici

n=60f (4.7)

se nazyva ndbéhovd primka — v pripadé vyjadieni vlastnich frekvenci a otacek rotoru v tychz
jednotkach predstavuje osu prvniho kvadrantu. Otacky, pfi kterych ndbéhova piimka protne
zavislost vlastnich frekvenci, odpovidaji kritickym otackam [17, 18]. Déle je tieba zdlraznit, Ze
zavislosti vlastnich frekvenci na otackach obecné nejsou linearni. V [19] je proto doporuceno
provést vypocet vlastnich frekvenci pro ucely sestaveni Campbellova diagramu pomoci MKP
pfi nékolika riznych otackach.
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5 Komplexni analyza problému

At uZ se subjekt potyka s feSenim tlohy ¢i problému, vzdy je nutné si ujednotit, které veliCiny
jsou a nejsou pro feSeni podstatné, tj. vytvorit tzv. systém podstatnych velicin. Nejprve je vSak
tfeba provést vymezeni hranic problému. Sife problému by méla byt ohrani¢ena tak, aby byla
v souladu s cili a zdroven ji bylo moZzné pojmout v rozsahu, ktery naleZi diplomové préci [4].

5.1 Vymezeni hranic problému

Po konzultaci s vedoucim prace bylo provedeno nésledujici vymezeni hranic problému. V rdmci
modalnich analyz budou vyhodnocovany pouze prvni kritické otacky rotoru. V radmci deformac-
né-napét’ovych analyz se omezime na posouzeni dvou meznich stavii — mezniho stavu pruznosti
a mezniho stavu deformace.

»Mezni stav pruznosti télesa je takovy jeho stav, pri jehoZ prekroceni vznikaji v télese
zjistitelné plastické deformace [11].*

~Mezni stav deformace télesa je takovy jeho stav, ve kterém se deformace funkcné pripustné
méni na deformace funkcné nepripustné [11].*

Srovnani pristupli k modelovani rotoru pomoci MKP bude v piipadé deformacné-napét ové
analyzy provedeno pro jeden konkrétni provozni stav. Konkrétné chod rotoru ,,za studena“ pred
prohiatim vlivem ztrtového tepla ve vinuti.

5.2 Systém podstatnych veli¢in

V ramci této prace je reSen problém, resp. uloha, na objektu Q, kterym je rotor elektrického
stroje. Systém podstatnych veli¢in £(Q) lze rozdélit do 9 podmnozin (SO az S8) [4].

* SO: Veli¢iny popisujici okoli
V nékterych aplikacich je pro ticely chlazeni vyplnén vnitini prostor elektrického stroje specidl-
nim médiem. Pro tyto dcely se nejCastéji pouzivd hélium, vodik ¢i kapalny dusik [20]. V rdmci
této prace nebude vliv okolniho média uvazovan.

* S1: Geometrie a topologie Q

Rotor elektrického stroje 1ze na nejnizsi irovni modelovat jako nehmotny odstupniovany pod-
dajny hridel se soustfedénymi hmotami. Pro tcely posouzeni pfistupti k vypoctovému modelo-
vani rotoru pomoci MKP bude geometrie a topologie rotoru vychédzet z konkrétniho zadani.

» S2: Podstatné vazby € na okoli

Rotor je pfipevnén ke statoru prostfednictvim loZisek. V zavislosti na trovni dil¢tho modelu
uloZeni budou loZiska modelovédna jako dokonale tuhé ¢i pruzné podpory.

¢ S3: Aktivace Q

Za klidového stavu je rotor aktivovan pisobenim tithového silového pole Zemé. Uvedeni rotoru
do provozu ma za nésledek vznik setrvacnych objemovych sil od rotace. Budeme-li uvazovat
asynchronni stroj pfi tzv. ,,chodu naprazdno®, tj. chod rotoru bez zitéZe (kroutici moment je
nulovy), pak vinutim rotoru prochédzi nulovy (resp. zanedbatelny) elektricky proud. Rotor se
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ota¢i synchronnimi otdCkami toc¢ivého magnetického pole statoru. Je-li rotor zatizen, pak dojde
k poklesu otdcek. Vinutim rotoru protékd indukovany elektricky proud [6]. Protéka-li vinu-
tim rotoru elektricky proud, pak dochdzi ke vzniku magnetického tahu. Pritokem elektrického
proudu vinutim dochdzi v disledku disipace energie v podobé tepla rovnéz k ohfevu rotoru.

* S4: Ovliviiovani procesi z okoli

Aktivace Q ma za nasledek vznik reakcnich sil v loZiscich. Prostfednictvim okolniho média je
odvadéno teplo (chlazeni).

¢ S5: Oborové vlastnosti

V piipadé vSech prvkd Q bude uvazovan homogenni, izotropni, linedrné pruzny model materi-
alu, ktery je jednoznacné definovan hodnotami modulu pruZnosti v tahu a Poissonova poméru.
Modalni analyza vyZaduje déle zadani hustoty daného materidlu. Pro posouzeni mezniho stavu
pruznosti je tfeba znat hodnoty mezi kluzu danych materidld.

* S6: Procesy a stavy na Q vyvolané jeho aktivaci

V disledku aktivace dochdzi k deformaci rotoru a vzniku stavu napjatosti. DosaZeni kritickych
otd¢ek ma za ndsledek vznik funkéné neptipustnych vychylek.

* S7: Projevy Q vyvolané procesy
Riziko dosazeni nezadoucich meznich stavi.
» S8: Dusledky projevt do okoli Q

V disledku dosazeni neZddoucich meznich stavli muze rotor elektrického stroje v praxi prestat
plnit svoji funkci a zavinit tak havarii soustavy, jejiZ je soucasti.

5.3 Metoda reSeni problému

V ramci této prace ma byt sestaven zjednoduseny vypoctovy model rotoru, ktery umozni v krat-
kém Case piiblizné stanovit deformaén&-napét ové poméry a prvni kritické otacky. Reseni bude
provedeno vypoctovym modelovanim, tj. modelovym objektem Oy, ktery poslouZzi k feSeni
problému na primarnim objektu €, bude vhodné zvolena matematicka teorie [4]. UvaZovanym
modelem geometrie rotoru bude odstupfiovany nehmotny poddajny hiidel se soustfedénymi
hmotami. Snahou bude docilit rovnomérného rozloZeni hmotnosti rotorového svazku po da-
ném useku hfidele. LoZiska budou modelovdna jako dokonale tuhé podpory. Pro posouzeni
deformacné-napét’ ového stavu bude pouZita teorie prosté pruznosti, konkrétné teorie prostého
ohybu a prostého krutu nosnikd. K vyhodnoceni prihybd bude pouZito pric¢inkovych soucini-
telti. Pro uvazovany model geometrie a dil¢i model uloZeni l1ze prvni kritické otacky stanovit
s pouzitim Dunkerleyova vztahu ¢i Rayleighovy energetické metody. Jednd se o dvé pravdé-
podobné nejrozsitenéjsi metody pribliZzného stanoveni prvnich kritickych otidcek, na které 1ze
v literatuie v souvislosti s rotujicimi stroji natrefit. Vyhodnoceni prvnich kritickych otdc¢ek bude
provedeno s pouZitim obou téchto metod. Sestaveny vypoctovy model bude zpracovan v pro-
stiedi programu Matlab. S ohledem na cile prace bude umoZnéno rovnéz zadani hiidele s vniti-

nim otvorem.

Model nehmotného poddajného hiidele se soustfedénymi hmotami je pouZitelny v pripadé
ohybové poddajnych rotord, které se skladaji z hiidele, paketu rotorovych plechi a dalsich dil-
¢ich komponent. V soucasné dobé se lze ovSem setkat rovnéz s vysokootdCkovymi masivnimi
rotory, které vykazuji zna¢nou ohybovou tuhost. Podstatnou se v pfipad¢ té€chto rotort stava tu-
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host loZisek. Popis masivnich rotort na drovni jednoduchych analytickych vztahd, tj. na drovni
1, je zna¢né omezen. Nabizi se pouZiti modelu dokonale ohybové tuhého rotoru na pruznych
podporéch. Takto formulovany model rotoru lze redukovat na soustavu s jednim stupném vol-
nosti — hmotu uloZenou na pruziné o tuhosti ekvivalentni tuhostem podpor. Pro aproximaci
deformacné-napét’ ového stavu, vyvolaného v disledku ptsobeni setrvacnych objemovych sil
od rotace, se nabizi pouzit model rotujiciho valcového télesa, ktery je za specifickych podminek
resitelny diferencidlnim piistupem. Pouzitelnost téchto modelt bude v této praci posouzena.

Dale ma byt pro konkrétni zadani provedeno srovnani piistuptl k vypoctovému modelovani
rotoru elektrického stroje pomoci MKP, kterd umoznuje modelovat rotor na mnoha rtiznych
trovnich. Rovnéz se jednd o vypoctové modelovani. Predstaveny budou vypoctové modely riz-
nych drovni pfi deformacné-napét ové a modélni analyze. Cilem bude mimo jiné demonstrovat,
jak pfi deformaén&-napét ové ¢ modalni analyze efektivné postupovat. ReSeni bude provedeno
s pouZzitim programu Ansys Workbench.
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6 Modelovani ohybove poddajného rotoru
na arovni 1

Cilem v této kapitole je sestavit takovy model ohybové poddajného rotoru, ktery bude fesitelny
pomoci jednoduchych rovnic a umozni v kratkém Case alespon pfiblizné stanovit deformacné-
napét'ové poméry a prvni kritické otaCky. Hlavni motivaci je Gspora Casu pii tvorbé prvotniho
navrhu geometrie prototypu rotoru elektrického stroje.

UvazZovanym modelem geometrie bude letmo uloZeny odstupiiovany nehmotny poddajny
hiidel, zatiZeny v klidovém stavu tihou paketu rotoru mezi loZisky a tihou femenice na pre-
vislém konci. Za provozu bude zatiZzeni doplnéno o magneticky tah, tah femene a pfenaSeny
kroutici moment. Zdiiraznéme tedy, Ze pocatecni predpéti femene nebude uvazovano. Loziska
budou modelovana jako dokonale tuhé podpory neomezujici natoCeni hiidele. Uvazovan bude
model materidlu homogenni, izotropni, linedrné pruzny. V pripadé demonstraci na konkrétnich
pfipadech budou pouzity hodnoty materidlovych charakteristik £, u a p platné pro béznou
konstruk¢ni ocel, viz tabulka 6.1. Pro posouzeni deformacné-napét' ového stavu hfidele bude
pouZita teorie prosté pruznosti a pevnosti, konkrétné teorie ohybanych a kroucenych nosnikd.
Zde budeme vychdzet zejména z [8]. Pro piiblizné stanoveni prvnich kritickych otiacek bude
pouzit Dunkerleytiv vztah a Rayleighova energetickd metoda.

Modul pruznosti v tahu £ [MPa] | 210000
Poissoniiv pomér u [—] 0,3
Hustota p [kg-m 3] 7850

Tab. 6.1: Materidlové charakteristiky konstrukéni oceli.

6.1 Pruhyb a napjatost odstupnovaného hridele

6.1.1 Matice poddajnosti

Uvazujme nehmotny poddajny nosnik zatizeny osamélou silou F'. Budeme-li predpokladat, ze
takto zatiZzeny nosnik je podroben pouze elastickym deformacim, pak z predpokladl linedarni
pruznosti plyne, Ze veSkeré zdvislosti mezi vstupnimi parametry a vystupnimi parametry (de-
formace a napjatost) jsou linedrni [8]. Plati tedy, Ze deformacni posuv u, vyvolany zatéZnou
silou F, je pfimo umérny velikosti této sily. Jinak feceno, deformacni posuv u je néjakym o-
ndsobkem velikosti sily F. Konstanta imérnosti & se nazyva pricinkovy soucinitel a z rovnice

u=oF 6.1
plyne jeji defini¢ni vztah

u ~1
a=— [mm-N"']. (6.2)
Jak je patrné z rovnice (6.2), pri¢inkovy soucinitel ¢ odpovidd deformacnimu posuvu u
vztazenému na velikost sily F. Lze jej tedy rovnéz chdpat jako deformacni posuv vyvolany
silou o velikosti 1 N. Upravime-li rovnici (6.1) do tvaru

1
F=_ 6.3
7 (6.3)
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pak je patrné, Ze o odpovida pievricené hodnot& tuhosti k [N-mm~!]. Pi¢inkovy souéinitel o
Ize tedy rovnéZz chépat jako poddajnost:

1
o=—. 6.4
r (6.4)
Uvazujme piipad nehmotného poddajného nosniku zatiZeného dvéma osamélymi silami F;
a F, dle obrazku 6.1, kde vyznacené body P; a P, predstavuji piisobisté zatéznych sil. Pfi¢inkovy
soucinitel se vZdy vaZe k posuvu, ktery je vyvoldn pouze jednou z osaméle puasobicich sil.
V pripadé€ nosniku z obrazku 6.1 tak budeme mit celkem Ctyfi pfi¢inkové soucinitele a to:

* 04 ...posuv pisobisté P; vyvolany jednotkovou silou F /|Fi |,

* 0 ...posuv pusobisté P, vyvolany jednotkovou silou F> /|F3|,

* 047 ...posuv pusobisté P; vyvolany jednotkovou silou F>/|F»

B

* 0] ...posuv pusobisté P, vyvolany jednotkovou silou Fj/|Fj|.

Obr. 6.1: Prosté uloZeny nosnik zatizeny mezi podporami.

Jelikoz se pohybujeme v oblasti linearni pruznosti, plati tzv. véta o vzdjemnosti posuvii:

,,Plisobi-li na linedrné pruzné téleso v bodech Py, P, jednotkové sily Fy /|F\|, F>/|F>|
a oznacime-li o;; posuv puisobisté jednotkové sily F;/|F;| po jeji nositelce zpiisobeny
Jjednotkovou silou F;/|F;|, pak pro tzv. pFi¢inkové soucinitele plati

Q12 = 01 [8].7
Véta o vzajemnosti posuvi je piimym dusledkem Bettiho véty o vzdjemnosti pract [8].

Pozn: znacent jednotlivych clenii z predchozi véty bylo transformovdno do ndmi zavedeného. V
[8] je pouZivdno znaceni odlisné.

Pricinkové soucinitele je mozné nésledujicim zpisobem zapsat do matice, kterd bude mit
v piipadé nosniku z obrazku 6.1 rozméry 2 x 2. V disledku platnosti véty o vzajemnosti posuvi
budou pouze 3 slozky této matice nezavislé.

o= [0611 0612] (6.5)

O 022

V obecném pripadé nehmotného poddajného nosniku zatiZzeného n osamélymi silami, bude mit
matice @& rozméry n x n. Pro i # j pfitom plati o;; = «j; (jednd se tedy vZdy o matici symetric-
kou). V nékteré literature, napiiklad v [21], je pro matici @& pouZito ndzvu matice poddajnosti.
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Vztahy pro pfi¢inkové soucinitele 1ze odvodit pro konkrétni uloZeni a zatiZeni nosniku na-
sledujicim zptisobem. Z defini¢niho vztahu (6.2) a vyse uvedeného plyne

l/t,'j

OGj = —.
F.
J

(6.6)

Deformacni posuv u;; vyjadiime s pouZzitim Castiglianovy véty:

,Piisobi-li na linedrné pruzné téleso silovd soustava, pak posuv u piisobisté osamélé sily F po
Jjeji nositelce je ddn parcidlni derivaci celkové energie napjatosti télesa podle této sily:
aw

= 6.7)

u > 0, kdyZ nastdvd ve smyslu pisobeni F [8, 11].%

Pozn: Castiglianovu vétu lze analogicky formulovat rovnéZ pro natoceni vyvolané osamélou
silovou dvojici.

V pfipad€ pricinkovych soucinitelii o}, pro které i # j, je tieba v poloze plisobiSté P; zavést
dopliikovou silu Fp = ON a dle této sily ndsledné derivovat. JelikoZ vliv posouvajici sily je
v pripadé stihlych nosnikd nepodstatny, energie napjatosti W je ddna vztahem

1 [IM2
=— [ —2dx, (6.8)
2F Jo Jy
kde / je délka stfednice, M, ohybovy moment a J, moment setrvaCnosti (t€Z kvadraticky mo-
ment) prifezu [8]. Vztahy pro pri¢inkové soucinitele jsou pro rizné pripady uloZeni a zatizeni
nosnikd dohledatelné v literatufe, jejich odvozenim se proto dale nebudeme zabyvat.

Sestaveni matice poddajnosti hridele rotoru

Klicovym ukolem pfi hledani maximalniho prithybu a prvnich kritickych otacek uvazovaného
modelu rotoru pomoci ptibliZznych metod feSeni (viz nasledujici podkapitoly) je sestaveni ma-
tice poddajnosti @, tj. matice pfic¢inkovych souciniteli o;;.

— — — —
F. Fi Fi Fa+

A Y

al bi 7720 C

ai bi
ar b1

Obr. 6.2: Letmo uloZeny hiidel zatiZeny I + 1 silami.

V ptipadé letmo uloZeného nehmotného poddajného hiidele zatizeného osamélymi silami
F,FB,... F,...,F;,F11, dle obrizku 6.2, md matice & rozméry (I + 1) x (I + 1), kde I je



20 KAPITOLA 6. MODELOVANI OHYBOVE PODDAJNEHO ROTORU NA UROVNI 1

pocet zatéznych sil ptisobicich mezi podporami. Nasledujici vztahy (6.10), (6.11) a (6.12) pro
pri¢inkové soucinitele o;; byly pievzaty z [21] a [22].

a1 12 (0404 (Xl(1+1)
(053] (055 . (0534 O{Q(I—H)
a=| : NN : (6.9)
(07451 an . (0474 061(1+1)
| X+ a2 - Qugnr Q)+ |
* Submatice prvkl o;; pro i =1,2,...,1a j=1,2,...,I obsahuje pfi¢inkové soucinitele

tykajici se sil F1,F,,...,F;, ..., F; mezi podporami. Prvky této submatice, spliujici pod-
minku i < j, ur¢ime s pouZitim vztahu

(L2 —b2—dD). (6.10)
y

* Submatice (resp. sloupcovy vektor) prvki @z 1), kdei=1,2,...,1, vyjadiuje vztah mezi
silou F{; 1), plisobici na pievislém konci, a silami F,F, ..., F, ..., F; mezi podporami.
Pro stanoveni téchto prvkll pouZijeme vztah

aic(L? — a?)
O(141) = ———m7 " 6EJyL’ (6.11)
* Poslednim neznamym prvkem je prvek ;14 1), ktery je dan vztahem
2
c“(c+L)
Q41)(1+1) = T3E), (6.12)

Matice poddajnosti @ je symetrickd. Pro stanoveni prvkil o;;, kde i > j (prvky pod hlavni di-
agondlou), Ize proto s vyhodou vyuZit skutecnosti, Ze pro i # j plati ¢;; = ;. Po dosazeni
obdrZzime matici poddajnosti & v nasledujicim tvaru:

bia)(L2—b}—a3)  bra)(L*—b3—a?) bray (L2 —bi—a?) ajc(L?>—a?) 7
OET,L OET,L e OET,L T T 6ELL
byay (L*—b3—a3) bray (L2 —bi—a3) arc(L?—a3)
6EJL a 6EJ,L T T eELL
o= . : : . (6.13)
bra;(L>—b?—a?) ac(L*—a?)
sym. GEJ,L T T eELL
c(c+L)
i 3E),

6.1.2 Ekvivalentni momenty setrvacnosti

Vztahy pro pficinkové soucinitele ¢;; z predchozi podkapitoly 6.1.1 plati pro hiidel stalého prii-
rezu po celé délce stiednice. Hridele elektrickych strojti v§ak obvykle byvaji mnohondsobné od-
stupniované. Chceme-li fesit pfipad odstupniovaného hiidele, pak je tfeba nejprve vyftesit otazku,
jaké hodnoty dosazovat do vztahi pro o;; za momenty setrvacnosti priifezu J,. Reseni tohoto
dil¢iho problému bude predmétem této podkapitoly.
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Vyjdeme z myslenky prevzaté z ¢lanku [23]. Zde je pro pifipad mnohondsobné odstupiio-
vaného, jednostranné vetknutého nosniku zavedena nova prirezova charakteristika, tzv. ekviva-
lentni moment setrvacnosti Jo4, definovany vztahem

L3
Jeg = no P —(lia)3’ 6.14)
i=1"" J

l

kde L je celkova délka nosniku, n je pocet tsekt stdlého prifezu, J; je moment setrvacnosti
prifezu i-tého useku a /; poloha konce i-tého tseku od volného konce, viz obrazek 6.3 [23].

@dn

5
LS
e _

Obr. 6.3: Vetknuty mnohondsobné odstupniovany nosnik.

S pouzitim MKP byla pozorovana deformacné-napét’ ova odezva dvou jednostranné vetknu-
tych nosnikll téze délky L na stejné vnéjsi zatiZeni. Prvni z nosnikd byl odstupriovany dle
obrazku 6.3, tj. mél po Castech konstantni momenty setrvacnosti prifezu Jy,Js,...,J,. Druhy
z nosniku mél konstantni moment setrvacnosti J,, po celé€ délce stfednice spoCteny dle vztahu
(6.14). Bylo zjisténo, Ze pii zatiZeni osamélou silu F na volném konci vykazuji oba nosniky
maximalni pruhyb w stejné velikosti, jak je schématicky zndzornéno na obrdzku 6.4. Vztah
(6.14) byl patrné odvozen pravé na zdkladé rovnosti téchto prithybi, coZ miZeme snadno ovérit
s pouzitim Castiglianovy véty (6.7).

] 3 3 F | F
— = ——=-—- > - =
0\ B e 2
b 1 ¢deq
111-1
7 L= ln 7 L
v v

Obr. 6.4: Odstupniovany a ekvivalentni hiidel.
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Uvazujme nehmotny, mnohondsobné odstupniovany, jednostranné vetknuty nosnik zatizeny
silou F' na volném konci. Z Castiglianovy véty plyne pro posuv w ptisobiste sily F

L M, oM, L Fx 9(F F [Lx?
w:/ dx:/ FxolFn) y F [P 40 (6.15)
0 E]y JF 0 E]y JF E Jo Jy

Moment setrvacnosti prifezu Jy nelze vytknout pied integral, protoZe pro x € (0,L) neni kon-
stantni. Pro uvaZovany nosnik vSak plati nasledujici.

x=x; €(0,0): Jy = Ji = konst.
x=x3 € (l,0) : Jy = Jp = konst.
X éx,, € (ln—1,0n) : Jy = J, = konst.

Rovnici (6.15) tak miZeme prepsat do tvaru

1 I 2 1 b 2 1 I 2
—/ xldxl—f——/ Bdot-t— [ 2du|. 6.16)
0 J2 iy In i

n—1

Naslednym fesenim obdrZime pro prihyb w rovnici

F|B B-B B-0
=—|-+—4+ - 4+—-"]. 6.17
vEaEltt T, bt (6.17)
Vyraz v zavorce nyni nahradime pomoci sumy
n N3 (7. 3
we Ly W) =)’ 6.18)

3BE=

Pro tplnost zdiiraznéme, Ze v rovnici (6.18) je [p = Omm. Pro nosnik téZe délky L s konstantnim
momentem setrvacnosti priifezu J,, po celé délce stfednice dostaneme z Castiglianovy véty

L M, oM L Fx O(F F /L
w= [ 22204, x O(Fx) 4 / 2dx, (6.19)
0 EJeg oF 0 EJeg oF EJey Jo
FL3
W= . (6.20)

Porovnanim rovnic (6.18) a (6.20) a naslednou tpravou skute¢né obdrzime pro ekvivalentni
moment setrvacnosti J,, vztah (6.14). Z tohoto pro nds plyne diileZitd skutecnost:

,Mnohondsobné odstupriovany nosnik zatiZeny osamélou silou F miiZeme nahradit
ekvivalentnim nosnikem stdlého priirezu tak, Ze posuvy piisobist’ sily F budou sobé rovny.
Priifezovou charakteristikou ekvivalentniho nosniku je ekvivalentni moment setrvacnosti Je,.
Pro p¥ipad nosniku z obrdzku 6.4 je J., ddn vztahem (6.14).

Nyni pfistoupime k vyjadieni ekvivalentnich momentil setrvacnosti pro letmo uloZeny od-
stupiiovany hiidel z obrdzku 6.5. Budeme pfitom piedpokladat, Ze dsek o priméru d,, = dp,, je
rozdélen na [ ekvidistantnich dsekt délek L =L, = --- = L; = --- = L;. Mezi lozisky je htidel
zatiZen silami Fi, F», ..., F;, ... Fj tak, Ze sila F; pusobi ve stfedu tseku L;. Na ptevislém konci
je hiidel zatizen osamélou silou Fy .
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WA Bdar  @daz Fl Fz E F)I -é .-é WB —é .
Fa+
Y
7224777 L;
a a ‘ b2
aN-1) @dan = @dom b C(K-1)
ani bmi CK
aAN2 bm:
ANi bmi
ANI1 le
L

Obr. 6.5: Odstupnovany hridel zatizeny / + 1 silami.

Interpretace ekvivalentnich momentd setrvacnosti je obdobna jako v pripadé pri¢inkovych

soucinitelli, viz podkapitola 6.1.1. Ekvivalentni moment setrvacnosti J;; odstupfiovaného hiidele
budeme chédpat jako moment setrvacnosti hiidele stdlého prirezu, ktery vykazuje stejny posuv
plisobisté sily F; vyvolany osaméle piisobici silou F;. Moment setrvaCnosti J;; tedy budeme
odvozovat vZdy na zdkladé¢ deformacniho posuvu, ktery je vyvoldn pouze jednou z osaméle
pusobicich zat€Znych sil. Odvozeni bude provedeno pro I = 2, tj. pripad, kdy mezi lozZisky
plsobi dvé osamélé sily Fi, F> a na previslém konci sila F3, viz obrazek (6.6). VSsechny zde
nezakdétované rozméry vychazi z obrazku 6.5.

A — — B
N Fi F v 7
3
: ==
7077 . D0
aN2 sz

Obr. 6.6: Odstupniovany htidel zatiZeny tfemi silami.

Pristupme nyni k odvozeni vztahu pro ekvivalentni moment setrvacnosti J1. KliCovym je
vyjadfeni posuvu pusobisté sily F; vyvolaného osaméle pisobici silou F; a to jak pro vySetio-
vany odstupniovany hridel (prihyb déle znaceny wy,), tak pro ekvivalentni hiidel téze délky L
s konstantnim momentem setrvacnosti Ji, po celé délce stiednice (ddle wyz ). Pro tyto ucely
zavedeme v misté pusobiste sily F; dopliikovou silu Fp = ON, dle které budeme nasledné de-
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rivovat v Castiglianové vét€. Hledany vztah pro Ji» pak obdrzime z podminky wiy = w12 ¢4.
Regit budeme pouze &ast hfidele mezi podporami, nebot’ ohybovy moment na pievislém konci
je nulovy. Schéma fesené tlohy je po tplném uvolnéni patrné z obrazku 6.7.

— —
Fop F>
x x X
- AN le -
Fa Fs
dAN2 sz
V4
\ 4

Obr. 6.7: Schéma hridele — ekvivalentni moment setrvacnosti Jj».

Nejprve sestavime rovnice rovnovéhy a vnitini vysledné t¢inky (dale jen VVU), tj. ohybové
momenty v jednotlivych intervalech. Jedna se o silovou soustavu s rovnobéZnymi nositelkami
v roving, k dispozici proto mdme dvé podminky statické rovnovéhy.

YE=0: FB+Fp-F—-F=0 (6.21)

ZMA =0: FBL — FZaNZ — FDClN1 =0 (622)

Podminky statické rovnovahy predstavuji dvé rovnice o dvou nezndmych, kterymi jsou sily ve
vazbach Fy a Fp. ReSenim obdrZime

Fran, + Fpan, Fap, + Fpa,

Fp= Fx=F+Fp—
B i3 ; A=1I2+1Ip i3
VVU je z hlediska sloZitosti ddle vzniklych vyrazii vyhodné sestavit v ndsledujicim tvaru
M e (0,ay,) MY = Fxll, (6.23)
2 2 2 2
xg, ) € (aN] ,aN2) : Mc(, ) = FAxE, ) —Fp (xg ) —aNl), (6.24)
xp € (0,bp,) : M), = Fpxp. (6.25)

Uzitim Castiglianovy Véty dostaneme pro posuv wi, rovnici

a v, M2 o b
N (1 / M 4, /’”2%% >
le_/ EJ aFD dx“ + ax, EJay OFp dva”+ | EJ, 0Fp A, (6.26)

kterd po dosazeni za ohybové momenty a parcidlni derivace prejde do tvaru

a a

1)\2
Wi :/GM FZleng xg )) dx(l) +/“N2 anNl szxg, )(L xﬁ, )) dx(z)

2
L*EJ, N L?EJ,, 6.27)
/sz Fay, Cl]\]z)clz7
0 L2EJb
Rovnici (6.27) upravime postupnym vytykanim
(1)y2
F any (X, an,b an.
w2 =2 b, [ gy b [ 242
L“E 0 Ja ay  Jay,
(6.28)

b ay. by 2
_ dniOM, / ? (xaz))zdx((zz) +ap,an, / g dxb] )
an 0 Jb
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Momenty setrvacnosti jsou po jednotlivych tsecich konstantni, coz miiZeme zapsat nasledovné.

e :x((lll) € (0,a1) : Ja=Ja, = konst.
(1) (1)

Xg' =Xa) € ai,a) Ja = Ja, = konst.
aN_l,aNl) : Ja = Jyuy = konst.

Xp =Xp, € O,bl) : Jp :Jbl = konst.
Xp =Xp, € bl,bz) : Jp =Jb2 = konst.

Xp = Xpy € (bel,sz) : Jp = JbM = konst.

Ziskanou rovnici pak miZeme prepsat nasledujicim zptisobem

bat,b 1/6”((l / )+
X X
M{YM, Jal 0 aj Ja2 " a2 a2
ay b an. an.
e >}+_“N1 [P [ ) e
JaN ay JaN an, an;

1 bl 1 bMZ 2
+an, an, E/O xbl dxbl 7, / sz dxbz+ +J /b bedbe .
1 M1

23

"2 =g

by

Resenim integrall a prepisem vzniklych vyrazii pomoci sum pak dostaneme

3 3 3 3 3 _ .3
B \bwbw )&=y B =4 N TN
Ja,

Y2TRE T3 Jas Jan

2 2 3 3
an, bm, { AN, — N, Gy Oy }

Ty 2 3

an, an, b%_bg b;—b? bl%/lz_bifl—l
+ + +o 1,
3 Ib, Ib, Jby,

3 3
F, | by, by, Z ay—a,_, n ay, — Ay
3 = A J

W12 =754

L’E , an

2 2 3 3
b ar. —a ay. —a
12 M2{ oMy T Nl} (6.29)

J,

an

Nyni pfistoupime k vyjddieni prithybu w1, ., ekvivalentniho hiidele. Vyjdeme z rovnice (6.28),
kterd pifi uvaZovani konstantniho momentu setrvacnosti J1» po délce stiednice prejde do tvaru

P,
L2EJ»

lesz/O Ny (x((ll))2dx((11)+aN]bM2L/ Ny xgz) dxff)

aNl

Aap: by
—ay, sz / ? (xgz))z dxéz) -+ an,an, /0 ? x,% dxb] .
a

Ny

Wi12,eq =

(6.30)
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ReSenim integrdll obdrZime pro wi; ., rovnici

e = g,

2

3 2 2 3 3 3
a ay, —a ay, —a b
lesz% +aN1bM2 ( N N L— Ny 3 Ny ) +aN1bM2%] . (63D

Porovnanim rovnic (6.29) a (6.31), obdrZzime po ndsledné dprave hledany ekvivalentni moment
setrvacnosti Jj» ve tvaru

bM1a12V1 +aN2b12v12 Ty

Jio =
3 3 3 13 b B3 )
N-1 “n a Ny ~9N—1 any M—1 b=, My, "M-1 1
{Z T T tow \ Xm=t ~ g T Ton T Y
kde
3 2 2 3 3
Y= EL(aNz _aNl) - (aNz _aNl)'

Pro ucely kompaktné€jsiho zapisu v této podkapitole zavedeme nasledujici oznaceni pro sumy:

Sai) _ Nla, —a, L AN AN , Sl()i) _ le by —bm—1 n by, —by—1 ’
n=1 Jan JaN m=1 Jb JbM
st :N_la%_a;%—l azzvi_azzvfl7 S(i2 :Mil by — bm 1 +b12\4,-_b12v171’
a | Ja, JaN b el me JbM
S(’3 :N*lai—ai_l a13v 5’13\/717 S(i3 :le b, b13n 1 b3,~_b§4 1
“ n=1 Jan ‘]aN b m=1 me JbM ’
K K 2_ 2 K 3_ 3
SC:Z%;&, SCQZZ‘%_J&, SC3ZZCI<_J£~
k=1 Ck k=1 Ck k=1 Ck

Pro uplnost zdtiraznéme, Ze zde plati ay = by = ¢y = Omm. Potom

bM1a12\11 +aN2b%/12 Ty
by, | (1) an; [ o(2) 1,
eSSy v

Pfi odvozeni vztahu pro J;; bychom po dosazeni hodnot za jednotlivé parametry zjistili, Ze
stejné jako v pripadé pri¢inkovych soucinitelt plati

Jip = (6.32)

Jr1 =J12. (6.33)

Pfi hledani ekvivalentniho momentu setrvacnosti Ji; 1ze vyjit ptimo z rovnice (6.32). Zde polo-
Zime ay, = an, a by, = by, potom y = 0. Pro Ji; pak dostaneme vztah

2 2
by, ay, +ap, le

Jii=3 . (6.34)
My [ (1) any [ (1)
S ) 5 )
Analogicky bychom ziskali pro J>; vztah
szajz\,z + aszﬁ,Iz (6 35)

Jp = %{S(z)}+ av, {Slg)}.

aN2
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Odvozeni vztahtli pro zbylé ekvivalentni momenty setrvacnosti je analogické, proto je zde
uvedeme bez odvozeni. Odvozeni pro pripad Ji3 a J31 vede ke stejnému vyslednému vztahu:

ay, — bl +3Lby,

Jiz=J31 = . (6.36)
1 o(l) 1 (1) 3 L [o(l)
mOSSERb et
Ekvivalentni moment setrvac¢nosti J33 je dan vztahem
1(,3 3 2 2 2
~(ar, +b3, +L7ckg) +Lby, —Lb
I3 = 5 (4 + by, +Lex) +L2bw, — Ly (6.37)

1 (1) (1) L? (1) M1
(s s g lsag) s -8}

Ziskané ekvivalentni momenty setrvacnosti l1ze usporddat do Ctvercové matice o rozmérech
3 x 3, kterd md pouze 6 nezavislych slozek:

Jiw Ji2 Ji3
J=1J Jon Jxs|. (6.38)
J31 Jz J33

V piipad¢ hiidele zatizeného silami Fy, Fp,. .., F;, ..., Fy dle obrdzku 6.5 pak matice ekvivalent-
nich momentt setrvac¢nosti J prejde do tvaru

Ji Ji2 Jir Jl(1—|—l)
Jo1 J» e Jor JZ(H—])
J= : : T : : (6.39)
Jn Jn Jir J1(1+1)
oyt Jurvz - Juror Jasnaen

Odvozené vztahy pro J;; Ize v tomto piipad€ zobecnit nasledujicim zplisobem.

e Prvky Jij,kdei=1,2,...,/a j=1,2,...,1, jsou pro i < j ddny rovnici (6.32), tj.

buak, +ay by +3L(ak —adX) — (a3 —ay,
Jij: N; J Mj 2 ( NJ Nz) ( NJ NI) ) (640)

bu; [ (D) aN; [ o(d) 1 (3 3 3
i { s+t {4+ o (Belad, — ak) — (@, — i)

* Prvky Jyz41), kde i =1,2,....1 jsou dany rovnici (6.36):
af, — bi; + 3Lby,
1) 1 [l 3L o’
AU SEACH S AR

* Kur€eni prvku J; 1)(741) pouZijeme rovnici (6.37):

(6.41)

Jigr+1) =

J _ 3 (@, + by, +L2c) + L2y, — Lbyy, (6.42)
(F1)(141) = LW+ {si b+ & {sa}) +r2{si" b -2{sV} |

K

Matice J je stejné jako matice poddajnosti & symetrickd. K urCeni prvkii J;;, kde i > j (prvky
pod hlavni diagondlou), 1ze proto s vyhodou vyuZit vlastnosti, Ze pro i # j plati J;; = J ;.
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Matici poddajnosti (6.13), kterd byla sestavena v podkapitole 6.1.1 pfi uvaZovani konstant-
niho momentu setrvacnosti priifezu J, po celé délce stiednice, lze transformovat pro odstupiio-

vany hiidel z obrazku 6.5 tak, Ze prvku o;; pfiradime odpovidajici prvek J;; matice J

i by, an, (szblzwl falz\,l ) by, an, (szblzwl fajzvl ) ANy ek (szalzvl )]
6EJ; L 6EJ; L 6ET, 1)L
o= (6.43)
o by, an; (Lz—bzzwl —alzvl) _aNch(LZ—aIZVI)
yn. 6EJ; L 6ET )L
ck(ck+L)
i 3EJ (14 1y(1+1)

6.1.3 Prihyb hridele se zahrnutim magnetického tahu

Nehmotny odstupiiovany hiidel z obrazku 6.5, pro ktery byla v zavéru pfedchozi podkapitoly
sestavena matice poddajnosti, nyni pouZijeme k sestaveni zjednodusSeného modelu rotoru, viz
obrazek 6.8. Soustfedéné hmoty m| =my = --- = m; = --- = my reprezentuji v souc¢tu hmotnost
paketu rotoru, v prici ddle znaCenou jako m,. Do hmotnosti m, 1ze zahrnout rovnéZ hmotnost
klece rotoru a dalSich komponent. Poloha hmoty m; je pfitom uvaZzovana ve stiedu tseku L;.
Soustfedénd hmota mj | na previslém konci predstavuje hmotnost femenice m,..

VL

B
. ma+1)
. - _ ﬁ ..;q
bo-1y 722727
CK

Obr. 6.8: Model ohybové poddajného rotoru s 7 4 1 soustifedénymi hmotami.

UvaZujme, Ze na hiidel pusobi sily Fi, F;,...,F;, ..., F, Fr4 dle obrazku 6.5. Pro vyjadfeni
posuvil pusobist’ téchto sil wy,wa, ..., wj,...,wr, wry| pouzijeme vétu o superpozici napjatosti
a deformace, kterd tika nésledujici:

,INapjatost a deformace télesa zatizeného silovou soustavou je v linedrni PP rovna souctu
napjatosti a deformact zpusobenych jednotlivymi silami této soustavy [8].*

Hledané priihyby jsou tedy dany soustavou rovnic

wi=opF +aph

+ ok,

+ O Fre,

w2 = 01 Fi + -+ @) P,

Wil = 1 F1+ o2+ Oy Frens
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kterou lze maticove zapsat nasledovné

wi a1 o12 Q1 (1+1) Fi Fi
\ ) (0531 (0% ... o F F
= A Y B I Bl (6.44)
WI+1 Oy Yrer2 -+ O+ | [Fre Fri

Zde a je matice poddajnosti uvazovaného hridele, viz rovnice (6.43).

Statické prahyby hiidele

V klidovém stavu, kdy @ = Orad-s—!, maji sily Fi,F>,...,F;, ..., Fy, Fi11 charakter tthovych sil
od soustfedénych hmot, tj. plati F; = Fg, = m;g (pfedpéti femene neni uvazovéno). Hiidel pak
vykazuje statické prihyby

Wz, Fg, mg
w e my
g T | ™. (6.45)
Wty Fg,,, mp+18

Pruhyby hridele za provozu

V disledku statického prithybu vzniké pfi uvedeni rotoru do provozu (@ # Orad-s~!) magne-
ticky tah F,, ktery vyvold dalsi priihyb hfidele. Silu F,,, rozloZime podobné& jako hmotnost
paketu rotoru do tUsekli L| = Ly = --- = L; = --- = L tak, Ze sila F,,, plsobi ve stfedu tseku
L;. Jelikoz tuseky L; jsou ekvidistantni, z rovnice (3.1) plyne

C
Fong, = %wi. (6.46)

Sily Fi,F>, ..., F;, ..., F;y mezi loZisky jsou ddny souctem

C
F; = Fg, + Fg, = mig + %wi. (6.47)

Kromé magnetického tahu je za provozu pritomen rovnéz tah femene F,. Sila Fy |, pusobici na
previslém konci, je za provozu ddna souctem tihy femenice a tahu femene, tj.

Fio1=Fg, +F=m18+F. (6.43)

Soustava rovnic (6.44) pak piejde do tvaru

_ ; _ - - Coe T
Wi FG, + Fng, mig+ —wi
w2 FG2 +Fmg2 mog + %Wz
: -« : " : (6.49)
Wi FG, 4 Fing, mig + %WI
| Wi+ | | FGy +Fr | | mig+F |

Nyni budeme uvaZovat ptipad I = 1 pro rozméry htidele patrné z obrazku 6.9. UvaZovana
hmotnost paletu rotoru je m, = m; = 2,5kg, hmotnost femenice m, = my = 0,1kg a tah femene
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F, = —10N (tah femene ptsobi vzhiru, tj. proti sméru tthového zrychleni). Ze soustavy rovnic
(6.49) obdrzime dvé rovnice o dvou neznamych, kterymi jsou prihyby wy a wy, tj.

wi = 011 (m1g + Cugw1) + 012 (mag + F), (6.50)
wo = 01 (m18 + Cugwi) + 02 (mag + Fy). (6.51)

A Z18 @24 mi

?30
@24

45

45
85 ’ 85 45

Obr. 6.9: Model ohybové poddajného rotoru pro / = 1.

Soustavu rovnic (6.50) a (6.51) 1ze tesit primou dosazovaci metodou. Z. rovnice (6.50) vyjadiime
prihyb w; a nasledné dosadime za w; do rovnice (6.51):

_api(mig) — anp(mag + Fr)

N 1— OCHCmg

o1 (mig) — o (mag + Fy)
1-— aHCmg

w1 ) (6.52)

wy = {mlg +Cg ( )} + 0o (mag + F). (6.53)

Dalsi moZnosti je pouZiti metody prosté iterace. Jedna se pravdépodobné o nejjednodussi ite-
racni metodu reSeni soustav linedrnich rovnic. Jeji podstata spociva v opakovaném dosazovéani
vystupil za nezndmé [24]. Prithyby hleddme dle pfedpisu

ng) = 0] (mlg + Cmgw(lj_l)> + o (mag + Fy), (6.55)
(J) (J) (j—=1)
. R -
RY) = max [ Ej) = max [|ng) ng_1)| )
R; |W2 ws {
(0)

kde j=1,2,...,J. V prvni iteraci (j = 1) dosadime za w; "’ staticky priihyb wy,,, pro ktery ze
soustavy (6.45) plyne wg, = 01m1g + Qj2mag. Resen{ probiha v cyklech tak dlouho, dokud
reziduum RY) nedosdhne hodnoty mensi, neZ je urcitd zvolend piesnost Ry, [mm]. Vzhledem
k tomu, Ze feSeni mlize divergovat, je praktické omezit pocet iteraci urCitou hodnotou Jy,x.

Konvergence iterativniho feSeni je podminénd. Z kapitoly 3 vime, Ze rozhodujici je po-
mér magnetické tuhosti Cy,, a tuhosti hiidele, vyjadiené z posuvu spole¢ného piisobisté sil Fg,
a Fyg, . Pro rozméry hiidele z obrdzku 6.9 obdrzime matici poddajnosti @ ve tvaru

o 02
01 02

1,57224-10*5 —1,65099-10’5 1
_{—1,6509910—5 1,62932-10~4 mm-N"". (6.56)
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Tuhost hiidele, vyjddiend z posuvu spole¢ného plisobisté sil Fg, a Fyu,,, odpovida dle vztahu
(6.4) prevracené hodnoté pricinkového soucinitele o

1
kij = — = 63603,5N-mm . (6.57)
011
Iterativni feSeni bylo provedeno v programu Matlab pomoci cyklu ,.for*. Maximalni pocet ite-
raci byl nastaven na hodnotu Jyax = 4500, pozadovana piesnost byla zvolena Ry, = 1075 mm.
Vstupy do prvni iterace (statické priihyby) obdrZime ze soustavy rovnic (6.45):

we, | [ 3,694-1074
|:Wst2:| B {—2,451-10—4 - (6.58)

V zdvislosti na pomérech hodnot C,,¢ a k11 mohou ddle pfi iterativnim feSeni nastat tfi riizné
pripady, jak je patrné z obrazku 6.10.

STABILITA ITERATIVNIHO RESENI
a) C__ =63500,0 Nmm'<k  b) C,pq = 63603,5 Nmm'=k  c) C,,, = 63700,0 Nmm™ >k

0.4 | — Piima dosazovaci metoda || ’ +  lterativni Feéeni‘ 300 ’ *  lterativni fedeni
Iterativni feseni
0.35 ] 27
250 1
T 0.3 T .
L | €
1.5 2

E 025 E £,200
2 2 s
o 0.2 o) o 150
> > 1+t 1=
= = =
2 0.15 2 2
o o a 100

0.1 051

50
0.05
0 : : : . 0 ' ' : : 0 : : :
0 1000 2000 3000 4000 0 1000 2000 3000 4000 0 1000 2000 3000 4000
lterace lterace lterace

Obr. 6.10: Stabilita iterativniho feSeni v zavislosti na poméru Cy,g a k.

a) ProC,,, =63500,0 N-mm ™! < k;; feSeni konverguje k hodnoté wi = 0,328 mm, stanovené
z rovnice (6.52). PoZadované presnosti Ry, je dosazeno po 3857 iteracich.

b) Pro G, = 63603,5 N-mm~! =k, narustaji hodnoty w; béhem iteraci tak, Ze rozdil

, -
Aw) = ng) —ng )

se v celém rozsahu iteraci li${ az na 7. desetinném misté. Tyto odchylky jsou zpiisobeny

zaokrouhlovaci chybou — vycislenim k1| na vétsi pocet desetinnych mist Ize tyto odchylky

sniZit. ReSeni diverguje teoreticky s linedrni zavislosti. Z rovnice (6.52) obdrZime v tomto

ptipadé, z fyzikdlni podstaty chybnou, hodnotu w; = —14066 mm.

¢) Pro Cpy = 63700,0N-mm~! > k;; Feseni diverguje nelinearné. Z rovnice (6.52) obdr-
Zime hodnotu w; = —0,3523 mm. Tato hodnota je podobné jako v pfedchozim ptipadé
z fyzikdlni podstaty chybnd, nebot’ prithyb zpisobeny magnetickym tahem a uvazova-
nym tahem femene nemuze probihat v opacném sméru neZ staticky prihyb.
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Hodnoty Cy,¢ uvazované v predchozim textu jsou pro ucely demonstrace stability iterativniho
feSeni nadsazeny. V redlném pripadé jsou tyto hodnoty fadové nizsi.

S uvazovéanim vysSich hodnot / 1ze dosdhnout rovnomérného rozloZeni jak hmotnosti paketu
rotoru, tak magnetického tahu po celé délce dseku. Zvolené hodnoté parametru / pak odpovida
I+ 1 rovnic soustavy (6.49) a feSeni pfimou dosazovaci metodou je opera¢né narocné. Z tohoto
diivodu nadale upfednostnime feSeni iterativni, které je pro libovolné I dano predpisem

) [ ot
W | g g
Dl =a : , j=12,....J, (6.59)
| s G
_wgi)l_ | gt
'jo)' '|W(1j)_ng—1)"
jo) |w§j) _ Wéjfl) ’
RY) = max : | =max :
jo) |W§j) _ WEJ'—I) ‘
_Rg—)l_ _|W§21 _Wz(rfll)‘_
V prvni iteraci dosadime za WEO),Wgo), . ,wgo) statické prihyby spoétené ze soustavy rovnic

(6.45). ReSeni probihd v cyklech v mezich definovanych hodnotami R, a Jmax-

6.1.4 Napjatost hridele

V ramci této kapitoly se budeme zabyvat napjatosti hiidele z obrazku 6.5 pfi provoznim zatiZeni.
Pfi feSeni budeme vychdzet z teorie prosté ohybanych a kroucenych nosniku dle [8].

Rozbor stavu napjatosti

V dalSich dvahach budeme stejné jako doposud uvazovat femen bez pocate¢niho predpéti (za
klidového stavu je tah femene nulovy). Sila F7, |, pisobici na previslém konci viz obrazek 6.5,
je za provozu ddna souctem tihy femenice o hmotnosti m, = my,| a tahu femene F,., tedy

F}+1 = FGI-H +F=mg+F,. (6.60)

soustiedéna
hmota
reprezentujici
femenici

vngj$i povrch
femenice

Obr. 6.11: Staticky ekvivalentni zatiZeni tahu femene pfi nulovém pocatecnim predpéti.
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Tah femene F, psobi na rameni o délce odpovidajici poloméru femenice r, = d,/2, v disledku
¢ehoz je generovén kroutici moment M, viz obrazek 6.11.

M, = Fr, (6.61)
Moment M, nebyl v pfedchozich podkapitolach uvazovan, nebot’ na prihyby nema vliv.

Pii uvaZovaném zatiZeni hifdele dle obrazku 6.13 jsou tii slozky VVU nenulové — ohybovy
moment M,, posouvajici sila 7" a kroutici moment M. Jedna se o tzv. kombinované namdhani.
V bodech vzdalenych od osazeni vznika prutova napjatost, kterd je urcena normalovym napétim
o a smykovym napétim 7 v jedné st€né elementarniho prvku, viz obrazek 6.12 [8].

T
—p|T

I

Obr. 6.12: Elementarni prvek — prutova napjatost [8].

Smykové napéti T se pritom skldda ze dvou sloZek, smykového napéti 77 od posouvajici sily
a smykového napéti 7y, od krouticiho momentu, viz elementérni prvek na obrazku 6.13.

A Tzx

—eeeig

I

(

»

Obr. 6.13: UvaZzované zatizeni hiidele za provozu.

V pripadé stihlych nosnikti vSak plati, Ze posouvajici sila 7 ma podstatny vliv na napjatost
pouze v oblastech, kde 77 = o [8]. Tyto oblasti predstavuji blizkad okoli bodu stiednice, kde
ohybovy moment M, = ONmm. Pro predstavu uved’me piiklad jednostranné vetknutého nos-
niku zatiZzeného osamélou silou F dle obrazku 6.14, kde X je Sitka oblasti podstatného vlivu 7.
Pro takto uloZeny a zatiZeny nosnik je v [8] uvedeno

X():g.
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Mimo oblast Xy 1ze smykové napéti 77 povazovat za nepodstatné. V piipadé vySetfovaného
hiidele bude vyhodnocovano pouze normélové napéti ¢ od ohybového momentu a smykové
napéti Ty, od kroutictho momentu (déle jen 7).

JUIIIEEEET ] o

Obr. 6.14: Oblast podstatného vlivu posouvajici sily [8].

VySetfovany hiidel z obrazku 6.13 je mnohondsobné odstupriovany. Skokova zména pfic-
ného prifezu, tzv. ,,0sazeni*, je konstrukénim vrubem — dochdzi zde ke koncentraci napéti.
Lokélné vznika v téchto oblastech obecna trojosd napjatost. Napéti stanovena v téchto mistech
na zaklad¢ prosté pruznosti — teorie prostého ohybu v pfipadé normalového napéti ¢ a teorie
prostého krutu v pripadé smykového napéti T — oznacujeme za ,,nomindlni napéti‘ [8].

DileZitou skuteCnosti je, Ze pfi uvazovaném zatiZeni hiidel soucasné rotuje s thlovou frek-
venci @. Zatimco smykova napéti T jsou za provozu konstantni, normalova napéti o jsou v da-
ném misté pricného prifezu periodicky proménlivd v Case se soumérnym stiidavym cyklem.
Hiidel je namdhén tzv. ,,ohybem za rotace* [25]. Rozhodujicim meznim stavem je v tomto pfi-
padé mezni stav tinavové pevnosti (dale jen MSUP). Pro posouzeni MSUP byla vytvorena celd
fada riiznych koncepci. JelikoZ je vSak tato problematika pomérné rozsahld, omezime se pouze
na stanoveni nominalnich napéti, ktera mohou byt dile pouZita pro posouzeni MSUP s pouZitim
koncepce nomindlnich napéti. Tato koncepce je vhodna pravé pro prutova télesa [13].

Nominalni normalova napéti od ohybového momentu

Nyni budeme uvazovat pouze zatiZzeni generujici ohybovy moment, viz obrazek 6.15.

Aven Fi | F2 Fi Fi

[ [ [ ]
AP IP2|...|Pi|...]| Pr[...
| % | — % — | B

A(N-1) Li|L> Li L:

Obr. 6.15: Kritickd mista normalového napéti o.
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Normadlové napéti o je po pficném prifezu rozlozeno podél roviny prochazejici t€Zistém
pficného prirezu. V bodech prisecnice této roviny a plochy pricného prifezu je o = O0MPa,
jedna se o tzv. ,,neutrdlni osu*. V naSem pripadé€ je neutrdlni osa rovnobéZzna s osou y. Normé-
lové napéti o je v tomto piipadé ddno vztahem

M,

o(z) = J—yz 8]. (6.62)

Déle na obrdzku 6.16 vlevo je zobrazen pribéh ¢ (z) v roviné xy. Odtud je dobfe patrné, Ze
0 (z) dosahuje extrémnich hodnot v z = +d /2, kde d je (vné&jsi) pramér pfi¢ného prifezu. Pro
vyhodnoceni téchto extrému zavadi [8] vztah

O¢x =

M,
-2, (6.63)
[

kde w, je modul prifezu v ohybu. Pfi uvaZovani mezikruhového pri¢ného prifezu s vnéjsim
prumérem d a vnitinim primérem d;;,; je

n(d'-df,) 4_ g4

T\ —din) a4 — i

Wy = = _ . ). (6.64)
2 2

VySetfovany hiidel z obrazku 6.15 je mnohondsobné odstupniovany. Maxima normalového
napéti stanovend v mistech skokové zmény prirezu pomoci teorie prostého ohybu, s pouzitim
vztahu 6.63, nepredstavuji extrémni napéti ©,y, ale nomindlni napéti ©;,,,, viz obrazek 6.16
vpravo. Hodnoty o, v téchto mistech Ize pro ucely posouzeni mezniho stavu pruznosti pii
statickém zatiZeni ziskat korekci napéti o, pomoci soucinitele koncentrace napéti o [8].

Ocx = O Opom (665)
G Giiom Om
H
Mo
£ O —— |\ |
T Y />
2, ¢ 7
N ai “
FA a2

T " ‘ MWWWWWH M.
Y

Obr. 6.16: Extrémni a nomindlni normélova napéti [8].

Hodnoty « jsou pro rtizné typy vrubt a zatiZeni zpracovany v podobé nomogramd, které Ize
dohledat napriklad v [8] nebo [21]. Pro odecet hodnoty & z nomogramd je tfeba stanovit poméry
D/d ar/d (rozméry r, d a D jsou patrné z obrazku 6.17).
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Obr. 6.17: Extrémni normalova napéti v misté vrubu [8].

@D

Pfi posouzeni MSUP s pouzitim koncepce nomindlnich napéti je zdkladnim parametrem
mez tnavy soucasti 0, kterou obdrzime korekci meze tinavy vzorku o, pomoci soucinitele
velikosti 9, soucinitele opracovani a zpracovani 1 a soucinitele vrubu f3:

v
o= [3]. (6.66)
B
Hodnotu soucinitele vrubu f Ize stanovit pomoci Heywoodova vztahu
o
— . (6.67)
Prirerx

kde a je soucinitel koncentrace napéti, r je polomér kofene vrubu, viz obrazek 6.17, a K je
materidlovd konstanta, zavisld na typu vrubu a mezi pevnosti materidlu op; [13]. Namahani
soucdsti je naopak popsdno nekorigovanymi nominalnimi napétimi, které stanovime s pouZitim
teorie prosté pruznosti (odtud nazev ,.koncepce nomindlnich napéti‘).

Nominalni normdlovd napéti o, budou pro pripad hridele z obrazku 6.15 vyhodnocena:

a) v pricnych prirezech definovanych na obrazku 6.15 body P;,Ps, ..., P, ..., P; (pisobisté
zatéznych sil mezi lozisky), ve kterych o, odpovida oy,

b) v mistech skokové zmény pricného prifezu — jednd se o kritickd mista, kterd jsou na
obrazku 6.15 vyznacena body A{,As, ..., Anv—1, B1,B2,...,By—1 aC1,C3,...,Ck.

Prvnim krokem feSeni je sestaveni podminek statické rovnovahy a vyjadfeni sil ve vazbach
Fy a Fp. Hridel je zatiZzen silovou soustavou s rovnobéznymi nositelkami v roviné, k dispozici
mame dvé podminky statické rovnovahy

1

YFE=0: Y F+Fa-F-F=0 (6.68)
i=1
1

Y My=0: ) Fay,—FsL+Fryi(L+c) =0. (6.69)
i=1

Podminky statické rovnovahy (6.68) a (6.69) predstavuji dvé rovnice o dvou neznamych, kte-
rymi jsou hledané sily F4 a Fp. Z rovnice (6.69) vyjadiime

1 1
Fg= 7 Fay, + Fri (L+c) |- (6.70)
i=1
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Dosazenim za Fg do rovnice (6.68) pak dostaneme

1 I
1
FA:ZE+E+1_Z ZFiaN,-+F1+1(L+Ck) : (6.71)
i=1 i=1
Ohybové momenty v bodech Py, P, ..., P, ..., P, 1ze maticové zapsat nasledujicim zptisobem
Ml [aw, 0 0 o 0] [F]
Mfz an, —L 0 ... 0 Fi
M| = |lay, 2L —L .. 0 B (6.72)
_Mf’_ | AN, —([— 1>L1 —(I— 2)L1 —Ll_ _F]_l_
Nomindlni napéti Chm pak obdrZime z rovnice (6.63):
MP uE
Oom = —5 = 2 kde i=1,2,...,I (6.73)
wh o x(ad ~dt,)
32d,,,

Ohybové momenty v bodech A{,As,...,An—_1, B1,B2,...,By—1 a C1,Cs,...,Ck lze maticové
zapsat nasledovné:

Mfil a Mgl by by
Mo | _p, 2, Mfz — —Fpy | ek + bf +Fi bf ,
MQ"N*‘ aN.—l Mf.M*I bM.—l bM'—l
M c
L —— (6.74)
i

s 21z o Cr - . . .
Nomindlnich napéti 6z, 65 a 6,4, jsou ddna rovnicemi

A A
A _Mon o Mon

anglm_ Ay 7;(d4 _d4> ’kde I’l:1,2,...,N—1, (675)
Wo :;lgd int
MBm MBm
B, _ "o __ 0 _ -
O =~y Kl m=12e M-l (6.76)
32dy,,
C, C,
M,* M,*
C
O = —¢ = v idé) kde  k=1,2,... K. (6.77)
WO k int
32dck

Nominalni smykova napéti od krouticiho momentu

Nyni budeme uvazovat pouze zatiZeni generujici kroutici moment, viz obrazek 6.18. Hridel je na
previslém konci zatizen momentem M, a mezi loZisky momenty M| =My =--- =M;=--- =M
tak, Ze M; pusobi ve stiedu dseku L;. Z jediné pouzitelné podminky statické rovnovahy plyne

1
Y Mi=M,. (6.78)
i=1
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Obr. 6.18: Kritickd mista smykového napéti hiidele.

V pfi¢nych prifezech vznika smykové napéti T. V mistech vzdalenych od osazeni je T po
pficném prirezu rozloZeno linearné, pfitom v bodech stfednice je T = 0MPa, viz obrazek 6.19
(varianta A). Z teorie prostého krutu plyne pro napéti 7 v poloze p vztah

M
wp)=-p I8 (6.79)
4
Z obrézku 6.19 je déle patrné, Ze 7(p) dosahuje extrémnich hodnot v p = d/2, kde d je (vné&jsi)
primér pfi¢ného prifezu. Pro vyhodnoceni téchto extrémi zavadi [8] vztah
M,
Tox = —, (6.80)
Wi
kde wy je modul prifezu v krutu. Pro mezikruhovy pfi¢ny prifez s vnéj$im primérem d a vniti-
nim primérem d;,;; je

d4_dz4nz
w _J_P_jr<3—2>_7r(d4_dz4m)
4T ed

Tex

Obr. 6.19: Extrémni a nominalni smykova napéti [8].

Maximalni smykova napéti 7., v misté skokové zmény pri¢ného priifezu lze stanovit analo-
gicky jako v pripadé€ ohybu. S pouZzitim vztahu (6.80), odvozeného pro prosty kruh, stanovime
nomindlni smykové napéti T,,,,,. Extrémni napéti 7., obdrzime korekci nomindlniho napéti 7,
pomoci soudinitele koncentrace napéti o. Jak jiz bylo feceno, soucinitel @ € f(D,d, r), kde pra-
méry D a d jsou patrné z obrazku 6.19 a r je polomér kofene vrubu. V piipadé mnohondsobné
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odstupnovaného hiidele bude proto pro kazdé osazeni nabyvat rtizné hodnoty. V této praci se
omezime pouze na stanoveni nomindlnich smykovych napéti 7,,,,.

Tox = OThom (6.81)

Nomindlni smykova napéti 7,,, budou pro pripad hiidele z obrazku 6.18 vyhodnocena:

a) v pricnych prifezech vyznacenych body Py, Ps,...,P;,...,P; (pisobist¢ momenti mezi
lozisky), ve kterych 7,,,,, odpovida 7,

b) v mistech skokové zmény piicného prifezu, tj. v prifezech vyznacenych na obrazku 6.18
body, B] ,Bz, - ,BM_1 a C],Cz, . ,CK.

Kroutici momenty v bodech Py, P, ..., P, ..., P; 1ze maticové zapsat ndsledovné
M 1 -1
M 1 -2
=M, N M, |- (6.82)
M,f I 1 0

Nominalni napéti - pak obdrzime z rovnice (6.80):

P P,
T = My My kde i=1,2,...,1 (6.83)
W;: n(d;‘Nfdﬁ”)
16dqy,

Kroutici momenty v bodech By,B»,...,By—1 a C1,(,,...,Ck odpovidaji svoji velikosti mo-
mentu M,. Pro Gplnost uved’me maticovy zdpis

B
M,f; 1 %C,g 1
M 1 2 1
f =M, || kol =M, |- (6.84)
i : 3 :
Mle 1 MkK 1

e C . . .
Nomindlni napéti T2 a 7,4, obdrzime dosazenim do rovnice (6.80):

BWL Bm
7Bm _M"_ M, kde m=12,...M—1 (6.85)
nom B n(dy —d) ’ ST ’ '

T 16d,,

C C
7% _ M M kde k=12,....K (6.86)
nom — WCk ﬂ(dé‘kfdﬁu) ) = 1,4,...,A\. .

k Tod

6.2 Priblizné metody vypoctu prvnich Kkritickych otacek

Pro prvotni ndhled do problematiky budeme nyni hledat prvni kritickou thlovou frekvenci €
jednoduchého modelu rotoru, ktery se sklada z jedné soustiedéné hmoty m; uloZené ve stredu
nehmotného poddajného htidele, viz obrazek 6.20. Vychézet budeme z [21] a [22].
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Obr. 6.20: Model rotoru s jednou soustfedénou hmotou.

Pfi dosazeni prvnich kritickych otacek n; vykazuje hiidel krouzivé kmitani. To znamena, Ze
v disledku silového pisobeni hmoty m krouzi deformovan do prvniho vlastniho ohybového
tvaru, s maximalnim prihybem wy; v misté zatiZeni, jak je patrné z obrazku 6.21.

deformovana —
stiednice F.

Wi1

Obr. 6.21: Schéma modelu rotoru s jednou hmotou.

Z kapitoly 6.1.1 vime, Ze prihyb wq; je ddn vztahem
wir = g1, (6.87)

kde o je pri¢inkovy soucinitel. Obdobné, jako je tomu v [21], budeme uvaZovat, Ze sila | ma
charakter setrvacné objemové sily od rotace, ktera je vyvolana hmotou m;. Hodnota sily Fj je
tak umérnd hmotnosti soustiedéné hmoty m, kvadréatu thlové rychlosti @ a vzdalenosti od osy
rotace, které odpovidda maximdlni prihyb hridele w

Fi = mja*wi;. (6.88)
Dosazenim z rovnice (6.88) do rovnice (6.87) za F; a ndslednou ipravou obdrzime rovnici
(e my@* — 1wy = 0. (6.89)
Rovnice (6.89) ma netrividlni feSeni tehdy, jestlize vyraz v zavorce je roven nule, tj.
om @* —1=0. (6.90)

Za takové podminky maZe prihyb wi; nabyvat libovoln& vysoké hodnoty. Uhlovi frekvence @
vyjadiend z podminky (6.90) tak odpovida hledané kritické uhlové frekvenci Q; [22]. Drobnou
Upravou obdrZime pro ; vztah

1

— = 01mq, (6.91)
O
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1
Q1 = . 6.92
1 =1/ o (6.92)

Pfi¢inkovy soucinitel a;; lze vyjadfit z rovnice (6.10), polozime-li a; = by = L/2, tj.

ktery 1ze jednodusSe upravit do tvaru

. b1a1
~ 6EJ,L

L3
o (L*> — bt —a?) (6.93)

T 48EJ,

Dosazenim z rovnice (6.93) do rovnice (6.92) pak dostaneme

48EJ.
Q= uy 6.94
1=/ D, (6.94)

Jak bylo fe¢eno v tvodu kapitoly 6.1.1, pri¢inkovy soucinitel o predstavuje poddajnost,
tedy prevracenou hodnotu tuhosti (viz rovnice (6.4)). V nasem piipadé predstavuje pricinkovy
soucinitel a1 poddajnost hiidele, jeho pfevracend hodnota pak udava tuhost hiidele k. Na za-
kladé této skutecnosti lze prepsat rovnici (6.92) ve zndmy vztah pro vypocet kritické tdhlové
frekvence soustavy s jednim stupném volnosti

o=~ s (6.95)

mi

Zde se nabizi otdzka, k jakému vysledku bychom dospéli, pokud bychom pfi hleddni kritické
uhlové frekvence ;| vychézeli ze vztahu (6.95) a zkoumany rotor modelovali jako hmotu m
kmitajici na pruzin€ o tuhosti &, viz obrdzek 6.22.

mi

Obr. 6.22: Zjednoduseny model rotoru s jednou hmotou.
Tuhost k, odpovidajici tuhosti hiidele, plyne z rovnice F| = kwy;. Priihyb wy Ize pfitom snadno
ziskat pomoci Castiglianovy véty. U¢inime-li tak, obdrZzme pro tuhost k vztah

48E.J,
k=g

(6.96)

Odtud je jiz patrné, Ze takovyto postup opét vede na rovnici (6.94), a to navzdory tomu, Ze
uvazovany model z obrdzku 6.22 simuluje nikoliv krouZivé kmitani hiidele, ale kmitdn{ pficné.
Z tohoto plyne dulezitd skutecnost, ktera je podrobné popsana v [22]. Zde ji uvedeme pouze jako

224

konstatovani. Na krouZzivé kmitani hridele 1ze pohliZet jako na pfi¢né kmitdni ve dvou navza-

2 2N

jem kolmych rovinach. Jsou-li gyroskopické ucinky jednotlivych hmot nepodstatné, a netfeba
je tak brét v tivahu, pak kritickd dhlova frekvence pfi krouzivém kmitdni odpovida kritické Gh-

lové frekvenci pfi¢ného kmitani v libovolné z téchto dvou rovin [22]. Rayleighova energeticka
metoda, kterou se budeme zabyvat ddle v podkapitole 6.2.2, vychazi z pfedpokladu pii¢ného
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kmitdni. Na zdklad€ vyse uvedené skutecnosti 1ze vSak odvozené vztahy pouZzit rovné€Z pro vy-
hodnoceni ; pfi krouzivém kmitani.

V [15] nebo [22] se pfi hledadni kritické thlové frekvence €21 vychdzi z podminky silové
rovnovahy, do které vstupuji setrvacna objemova sila od rotace a v opacném sméru pusobici
pruznd sila hiidele tuhosti k. Podminka silové rovnovdhy m4 nasledujici tvar

m1w11w2 —kwi = 0, (6.97)
(my@* —k)wi; =0. (6.98)

Rovnice (6.98) je ekvivalentni rovnici (6.89).
V dal$im textu se sezndmime se dvéma metodami piibliZzného vypoctu prvnich kritickych

otacek, kterymi jsou Dunkerleyiiv vztah a Rayleighova energetickd metoda. Obé metody lze
aplikovat na pfipad nehmotného poddajného htidele s n soustfedénymi hmotami.

6.2.1 Dunkerleyuv vztah

Dunkerleyiv vzorec je zobecnénim pravé popsaného prostupu hledani prvnich kritickych ota-
Cek pro pripad nehmotného poddajného hfidele s n soustredénymi z4t€Znymi hmotami. Jeho od-
vozeni bude z demonstrativnich divodd provedeno nejprve pro pripad modelu rotoru se dvéma
soudtfedénymi hmotami. Zobecnénym odvozenim pro piipad n soustfedénych hmot pak obdr-
Zime Dunkerleylv vztah v obecné podobé. Pii odvozeni budeme vychazet zejména z [21].

Pripad dvou soustiedénych zatéznych hmot

7 m m2 w0
B

az b2

Obr. 6.23: Model rotoru se dvéma soustfedénymi hmotami.
Pro stanoveni prihybt w; a wy v polohéach soustfedénych hmot m; a m, pouZijeme jiz zndmou
vétu o superpozici napjatosti a deformace. Odtud

wi = o1 F1 +apk, (6.99)
wy = 01 F1 + apnF?, (6.100)

kde sily F; maji charakter setrvacnych objemovych sil od rotace, tj.
F, = m@*w;. (6.101)
Dosazenim do rovnic (6.99) a (6.100) za F; a F, z rovnice (6.101) dostaneme

w| = a11m1w2w1 + (X12m2w2W2, (6.102)

Wy = Q1M w2w1 + (XzzmQCOZWz. (6.103)
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Drobnou dpravou pak obdrzime homogenni soustavu dvou rovnic o dvou neznamych, kterymi
jsou pruhyby wi a wy

(a11m1w2 — 1>W1 + (X12m2a)2W2 =0, (6.104)
oc21m1w2w1 + ((Xzzmz(z)z — 1)W2 =0. (6.105)

Ziskanou soustavu rovnic nyni pfevedeme do maticového tvaru Aw = 0:

2 2
oym o —1 QoMo wil 0
o m; > Oy 0% — 1} { } a {0} ' (6.106)

Soustava ma netrividlni feseni tehdy, jestlize determinant matice soustavy A, zvany frekvencni
determinant, je nulovy [21], j.

2 2
det(A) = det (““"““’ ;1 aomo > ~0. (6.107)
Oh1m@ Oormyw- — 1

Hleddame tedy takové thlové frekvence, pro které ma soustava netrividlni feSeni

(a1mi@* — 1) (my@* — 1) — (a1ama0?) (0t my ©%) = 0, (6.108)

<0611m1 _a)i) <0622m2 Lz) (ot1amy)(01my) =0, (6.109)
1\° 1

(@) —onme 5~ azzmzm — (ouama)(0pymy) = 0. (6.110)

Drobnou tipravou obdrZime polynom 2. stupné s promé&nnou 1/®?:

12 1
(E) (a11m1+a22m2)w — (a12my)(ap1my) = 0. (6.111)

Diskriminant
D = (on1mi + 0aymy)* +4(auamy) (01my) > 0 (6.112)

ve vSech pfipadech, rovnice m4 tedy dva redlné koteny 1/ Q% a1/Q32,kde Q; a Q; jsou kritické
uhlové frekvence. Vzhledem k tomu, Ze jiZ v ptipadé tfi soustredénych hmot ma rovnice (6.111)
pomérné sloZity tvar, se pro vyjadieni kofenil rovnice vyuZiva tzv. Vietovych vzorcii. Ty maji pro
piipad polynomu 2. stupné ve tvaru ax” + bx + c = 0, s kofeny x; a xp, tvar

b
xitx = xlxzzg 26]. (6.113)

7V v

Aplikujeme-li prvni z Vietovych vzorcii na nas pripad, dostaneme rovnici

1

QZ Qz = O1my + Oom;. (6.114)
V souladu s rovnici (6.91) miiZeme psat, Ze
o;im; = (6. 115)

—,
'Qii
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kde Q;; je kriticka thlovéa frekvence, budeme-li uvazovat pouze hmotu m; [21]. Rovnici (6.114)
lze pak prepsat do tvaru

1 1 1 1

I I (6.116)
Qf Q) 9 @

V tento moment ptichdzi na fadu aproximace, rovnéz popsand v [21], kterd vychazi ze skutec-
nosti, e Q1 < Q,. Pak plati, 7e 1/Q% >> 1/Q3. Odtud plyne pfiblizné rovnost

1 1 1

N —, 6.117)
o Q9 9

kde €1 je hledand prvni kritickd uhlova frekvence.

Pripad n soustredénych zatéznych hmot

Postup je analogicky jako v ptipad€ dvou soustfedénych hmot. ReSeni vede na homogenni sou-
stavu linedrnich rovnic, kterou 1ze maticové zapsat ndsledovné

a11m1w2 —1 OCIQH’ZQ(DZ R oclnm,,coz wi 0
Oh1mq CO2 (X22m2(02 -1 ... ()Cznmna)2 wo 0 (6 118)
O, 1my 0)2 Oﬂnzmz(oz ce a,mmna)2 —1 Wy 0

Soustava mé opét netrividlni feseni tehdy, jestliZze frekvenéni determinant, tj. determinant matice
soustavy A, je nulovy:

om@*—1  apmo* ... 0y, ©F
2 2 2
O Mm@ appnp-—1 ... 0,11, @
det(A) = det , _ , _ ~0. (6.119)
0y M| 0> Oy ®* ... Quump,®* —1

Hleddame tedy takové thlové frekvence, pro které ma soustava netrividlni feSeni

(o 1mi@* — 1) (0pamy@* — 1) ... (Cpumy@* — 1) +--- =0, (6.120)

1 1 1
<0611m1 — E) <0622m2 — E) ... (Oénnmn - E) +---=0. (6.121)

Pro n sudé dostaneme dalSimi Gpravami rovnici

(E) — 0my (E) — OQpomyp (W) . T Oy (F) +---=0,

naopak pro 7 liché dostaneme rovnici
— (E) +am (E) + 02m (E) R o (E) +---=0.
Oba piipady tak vedou na nasledujici polynom n-tého stupné, s proménnou 1/®?:

1\" 1 n—1
(E) — (aymy + apomy + -+ - + Oy, (E) +...=0. (6.122)
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Koteny tohoto polynomu jsou 1/Q3,1/Q3,...,1/Q2, kde Q1,Qy,...,Q, jsou kritické dhlové
frekvence. Pro polynom stupné n, ve tvaru a,x" 4+ a,_1xX" ' +--- +ajx + ap = 0, prechazeji
Vietovy vzorce do nasledujicich tvart

an—1

n
a;
(xlxz +x1x34+--- —|—X1Xn> + (X2X3 +Xxox4+ -+ —|—xe”) + XXy = Z 2, (6.124)
n
(6.125)
Xixa .= (—1)" 2 (2], (6.126)
an

Stejné jako v piipadé dvou soustfedénych hmot nyni pouzijeme prvni z Vietovych vzorci

1 1 1
— t+ ==+t == = 0 1M1 + Oy + -+ + Oy, (6.127)
Q1 Q2 Q2
1 1 1 1 1 1
—+ =+t ==+t +=. (6.128)
QF @ Q4 Qf 9 Q4
Seradime-li kritické dhlové frekvence dle velikosti, tj.
Q< Qy < < Q, (6.129)
pak plati, Ze
! >> ! >> e >> ! (6.130)
Q7T Ql 7
Rovnici (6.128) pak miizeme prepsat do tvaru
1 1 1 1
N —, (6.131)
@ ot e,
1 LS|
—=~Y —, (6.132)
o~ ko

kde Q; je prvni kritickd dhlova frekvence. Ziskana rovnice (6.132) byva v odborné literature
oznacovana jako Dunkerleyitv vztah [21]. Z rovnice (6.115) vyplyva, Ze pro stanoveni hodnoty
Q; pomoci Dunkerleyova vztahu je klicova znalost prvkd hlavni diagondly matice poddajnosti
a sestavené pro konkrétni pripad uloZeni a zatiZeni nosniku.

Vv

Dilezitou skuteCnosti je, Ze v dusledku zanedbani vyssich vlastnich frekvenci obdrzime

Vv,

uzitim Dunkerleyova vztahu vZdy niZs$i hodnotu Q;, neZ je hodnota skute¢nd [21].

6.2.2 Rayleighova energeticka metoda

Princip Rayleighovy energetické metody vychdzi ze zdkona zachovani mechanické energie
v izolované soustavé, ktery je formulovan nasledovné:

,»Piisobi-li v izolované soustavé pouze konzervativni interakcni sily, méni se jeji kinetickd
a potencidlni energie tak, Ze jejich soucet, tj. mechanickd energie soustavy, je stdly. [27]*
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O soustavé mluvime jako o izolované, pokud nikterak neinteraguje s okolim. Konzervativni
sily jsou pfitom ty sily, jimiZ vykonand price zavisi pouze na pocateCnim a koncovém stavu.
Jak sila tihov4, tak pruznd sila jsou sily konzervativni. Oznacime-li mechanickou energii sou-
stavy E, kinetickou energii soustavy Ej a potencidlni energii soustavy E,, pak zdkon zachovani
mechanické energie miZeme vyjadfit pomoci rovnice

E = Ey+ E, = konst. 27]. (6.133)

Uvazujme nyni volné netlumené kmitdni mechanické soustavy. Pfi priichodu rovnovaZnou polo-
hou plati, Ze E, = 0 a E} = Ej max. ¥V momenté maximdlnich vychylek naopak plati, Ze £, =0
a E, = Ej, max- Mé-li celkovd mechanickd energie soustavy mit v libovolném okamZiku kon-
stantni hodnotu, pak z rovnice (6.133) plyne

Ek,max — Lp max- (6. 134)

Rovnice (6.134) je zdkladni rovnici pro stanoveni nejniZsi vlastni tihlové frekvence kmitani €
pomoci Rayleighovy metody [22].

Hledejme nyni vlastni dhlovou frekvenci Q; prosté uloZeného nosniku patrného z obrazku
6.24. Uvazovano bude volné netlumené pricné ohybové kmitani, které je schématicky znazor-
néno ddle na obrdzku 6.25. Vychazet budeme z [22] a [28].

A dm \b B

@d = 6 mm

L=100mm

Obr. 6.25: Rayleighova metoda — pficné kmitani nosniku.

Jak je patrné z obrazku 6.25, libovolny bod stfednice nosniku, jehoZ poloha je ddna souradnici
x, kmitd po pfimce kolmé k ose x. Maximadlni vychylky jsou pfitom ddny prihybovymi ¢arami
w(x). Budeme-li uvaZovat harmonicky pribéh kmiténi, pak poloha libovolného bodu stfednice
v libovolném ¢asovém okamziku z(x,#) je dana rovnici

z(x,1) = w(x)sin(Q1). (6.135)
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Okamzitou rychlost libovolného bodu stiednice pak obdrZime derivaci podle Casu ¢, tj.
z(x,1) = w(x)Qq cos(Q11). (6.136)

Maximadlni potencialni energie Ej, max odpovidd energii napjatosti ohybaného nosniku v mo-
menté¢ maximalnich vychylek. Dle [28] je proto vyjadfena vztahem

1 (L M? 1 [t d*w(x) 2
E =— ° dx:—/ E — ] dx. 137
Pm2 Jo EJy 2 Jo Jy( dx? ) (6.137)

Pozn: Druhy ze vztahu (6.137) obdrZime dosazenim za M, z diferencidlni rovnice prithybové
Cdry, kterou lze dohledat napriklad v [11].

Pfi urcovani kinetické energie vyjdeme z obecné platného vztahu
1,
dE, = Ev dm. (6.138)
Elementarni hmotnost dm lze pro nas piipad rozepsat jako
dm = pdV = pSdx. (6.139)

Dosadime-li ddle za v amplitudu okamzité rychlosti z rovnice (6.136), pak integraci pres délku
nosniku obdrZime ndsledujici vztah pro maximdlni kinetickou energii Ej max

1 L
Eimas = 59 /0 pSw(x)? dx. (6.140)

Porovnanim rovnic (6.137) a (6.140) dostaneme pro prvni vlastni thlovou frekvenci vztah

2,000\ 2
2 fOLEJy (ddvig)> dr
1:

JEpSw(x)? dx

(6.141)

Dalgi feSeni spocivd v odhadu funkéni zdvislosti pro w(x). Naptiklad v [28] je uvaZovédna
Casov€ proménnd zdvislost prihybu z(x, ) ve tvaru

T
z(x,t) = (wo sin f) sin Wt = Zsin ot. (6.142)

Za w(x) dosazujeme do rovnice (6.141) tu ze zavislosti z(x,7), kterd vykazuje maximaln{ vy-
chylky. To odpovida celému vyrazu v zdvorce, tedy amplitudé Z.

w(x) = wosin % (6.143)

Dosazenim z rovnice (6.143) do rovnice (6.141) a ndslednou tpravou obdrzime pro £ prosté
uloZeného nosniku jednoduchy vztah

2
T EJ

ktery 1ze pfimo v této podob¢ naleznout napiiklad v [21].
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Pozn: Zdpis vztahu (6.144) v [28] na prvni pohled nekoresponduje se zde uvedenym. Pricinou
je, Ze v [28] je symbolu m pouZito pro znaceni hmotnosti vztaZené na délku nosniku L.

Volba aproximovat pribéh w(x) pomoci rovnice (6.143) je obzvlasté vhodnd, nebot’ tato
rovnice spliuje jak deformacéni okrajové podminky (nulové prihyby a nenulova natoceni v misté
vazeb), tak silové okrajové podminky (nulové ohybové momenty a nenulové posouvajici sily
v misté vazeb). Podivejme se, k jakym vysledkiim bychom dospéli, pokud bychom se rozhodli
prihyb aproximovat napiiklad pomoci kvadratické zavislosti

2

w(x) = 4wy (% - %) . (6.145)

Reseni vede v tomto piipadé na nésledujici vztah pro Q:

Q= 3\23_0,/?. (6.146)
o}

V tabulce 6.2 jsou vypsany hodnoty Qi, ziskané pomoci odvozenych vztaht (6.144) a (6.146),
v porovnani s hodnotou ziskanou pomoci MKP (program Ansys Workbench) pfi uvazovani roz-
mérl nosniku z obrdazku 6.24. Rozdily mezi analyticky a numericky spoc¢tenymi hodnotami
jsou vyjadfeny pomoci relativnich odchylek. Odtud je patrné, Ze vztah (6.146) vede k pomérné
nepresnym vysledkiim. Pfi¢inou této nepiesnosti je, Ze funkce (6.145), pouZitd k aproximaci
w(x), spliiuje pouze deformac¢ni okrajové podminky, kdeZto silové okrajové podminky nespl-
fuje. TotéZ je demonstrovano v [22] pro pripad jednostranné vetknutého nosniku.

Rayleighova metoda MKP RSD [%]
Rovnice | Q [rad-s™!] | Q; [rad-s™!]

(6.144) 7657,1 7435.0 2,08
(6.146) 8498.7 9,44

Tab. 6.2: Kritické thlové frekvence spojitého nosniku.

Jak bylo prdavé ukdzano, volba vhodné aproximace funkce w(x) miZe byt problematicka.
Existuje v§ak zjednoduseny postup, ktery spociva v diskretizaci nosniku na n dsekd ekvivalentni
hmotného nosniku je tak pfeveden na pfipad nehmotného nosniku s n soustfedénymi hmotami,
viz obrazek (6.26). Pfi odvozeni budeme postupovat dle [22] a [28].

A mi maz ms3 mi Mhn-1 Mn B

Obr. 6.26: Nehmotny nosnik s » hmotami.
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Polohu z; a okamZitou rychlost z; v misté i-té soustfedéné hmoty v libovolném Case ¢ mii-
zeme za predpokladu harmonického kmitani vyjadfit pomoci rovnic

zi(t) = wisin(Qq1), (6.147)
zi(t) = wiQq cos(Qq1). (6.148)

Predpoklddejme, Ze prithyby w; v momenté¢ maximalnich vychylek Ize aproximovat pomoci
prihybi vyvolanych tthovymi silami hmot m;. Energie napjatosti v moment¢ maximalnich vy-
chylek, predstavujici maximalni potencidlni energii E) max, pak odpovida deformacni préci A,
kterou vykona soustava osamélych tthovych sil F; = m;g [28]. Pro stanoveni deformacni prace
A lze pouZit tzv. vétu o deformacni prdci soustavy osamélych sil, kterd fik4 nasledujici:

,»Piisobi-li na linedrné pruzné téleso soustava Il osamélych sil 11 = {F|,F,...,F,}
a oznacime-li posuvy pusobist’ P\, P, ..., P, ve sméru nositelek wi,wy, ..., wy, pak plati

A= %Flwl + %szz +- %ann = %Z;’:l Fw; [8].
Odtud plyne pro maximdlni potencidlni energii
1 1 &
Epmax = Eg(mlwl +mowy + -+ muywy,) = Eg Z m;w;. (6.149)
i=1
Maximalni kinetickd energie Ej max je dle [28] dana rovnici
1 2

1 1
Exmax = Emlv% + Emz\/% e vy, (6.150)

kde rychlosti v; odpovidaji amplituddm w;€; z rovnice (6.148). Odtud

1 |
Epman = Q5 (miw] +maw3 -+ mgwy) = SOF Y miw?. (6.151)
i=1

Dosazenim za Epmax a Ej max do rovnice (6.134) pak dostaneme nasledujici vzorec pro pii-
blizny vypocet prvni vlastni thlové frekvence

(6.152)

Vztah (6.152) je pouzitelny pro libovolny ptipad nehmotného poddajného hiidele s n sou-
sttedénymi hmotami. PfibliZnost tohoto vztahu pfitom spocivd praveé v tom, Ze za w; dosazu-
jeme statické pruhyby vyvolané tthovymi silami téchto hmot [29].

Dilezitym faktem je, Ze s pouZitim Rayleighovy energetické metody obdrzime vzdy vyssi
hodnotu Q, neZ je hodnota skutecnd. Hodnoty € stanovené pomoci Rayleighovy metody
a Dunkerleyova vztahu tak mtizeme vnimat jako hranice intervalu, ve kterém se nachazi sku-
te¢na hodnota Q1 [28, 30].

Letmo uloZeny hridel

Pti vypoctu prvni kritické dhlové frekvence ; letmo uloZeného hiidele pomoci Rayleighovy
metody je tieba pro vypocet prihybtli w; pouZit takové zatiZeni, které vyvold prvni vlastni ohy-
bovy tvar. V [31] je pouZito zatiZeni patrné z obrazku 6.27. Je zde rovnéz zdiiraznéno, Ze se
nejednd o tihové sily, ale substituce setrvacnych sil [31].
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F1=m1g

Obr. 6.27: Prvni ohybovy vlastni tvar hiidele s letmym ulozenim [31].

Pii vypoctu prihybt w; odstupiiovaného hiidele rotoru z obrazku 6.8 pouZijeme jiz sestave-
nou matici poddajnosti @, viz rovnice (6.43). V matici zatiZeni je vSak tfeba zohlednit, Ze sila
Fy11 plsobi v opacném sméru, tj.

[ wi ] [ g ]
w2 ma8
=« : . (6.153)
wi g
| WI+1 | | —M+-18 ]

Do vztahu (6.152) dosazujeme velikosti prihybt w; nezavisle na sméru, ve kterém probihaji.

Vliv magnetického tahu

Prihyby w;, spoctené dle soustavy rovnic (6.153), jsou vyvolany zatiZenim, které je svoji ve-
likosti imérné pouze hmotnostem m; soustiedénych hmot. Na hodnoty kritickych otac¢ek vSak
muZe mit podstatny vliv rovnéZ magneticky tah. Presnéjsich vysledki 1ze docilit, budeme-li pti
vypoctu prihybl w; uvazovat zatiZeni, které je svoji velikosti imérné rovnéz vzniklym mag-
netickym silam. Tyto pruhyby Ize ziskat iterativnim feSenim dle predpisu (6.59) bez uvazovani
tahu femene, tj. ;. = ON. Je vSak tfeba mit na paméti, Ze aby uvazované zatiZeni vyvolalo prvni
vlastni ohybovy tvar, sila F;, | na previslém konci hiidele musi pasobit v opacném sméru, t;j.

W] s S
| g Gl
Dl =a : , j=12,....J, (6.154)
wy' mig+ Sewy Y
_w}{gl_ i —mi+18 ]
LA
| jo) |W§]) . Wéj_l)‘
RV =max | : | =max :
jo) {ng) _ ng—l)’
() () (=1
R [wity —wi L]
V prvni iteraci dosadime za wgo),wgo), . ,wgo) pruhyby spoctené ze soustavy rovnic (6.153).

Reseni probihd v cyklech v mezich uréenych zvolenymi hodnotami Rin a Jmax.
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6.3 Model ohybové poddajného rotoru drovné 1

S pouzitim rovnic odvozenych v podkapitoldch 6.1 a 6.2 byl v programu Matlab sestaven zjed-
noduseny vypoctovy model ohybové poddajného rotoru uloZzeného na dokonale tuhych pod-
porach. Model geometrie je tvofen nehmotnym poddajnym odstupfiovanym hiidelem se sou-
sttedénymi hmotami, které reprezentuji hmotnost paketu rotoru m, a hmotnost femenice m,
o priméru d,, viz obrazek 6.28. Zahrnuto je zatizeni vlastni tthou, vzniklym magnetickym ta-
hem, tahem femene F, a prendSenym krouticim momentem M,.. Sestaveny vypoctovy model je
dohledatelny v piiloze v podobé M-souboru: Ohybove_Poddajny_Rotor.m.

A ¢da1 . B
iz,
\
7077 | S
y ai bi
,:8 a2
am-1) bm-1)
L CK

Obr. 6.28: Model geometrie modelu ohybové poddajného rotoru tirovné 1.

A i i B 5=
M M: (" Mi " M M: »/lF

iz mi mo
me+1)
) X
L Frot| | Foe | Fowi | Fmgl L
S Y

Obr. 6.29: Zatizeni modelu ohybové poddajného rotoru trovné 1.

Vstupni parametry:

e hmotnost paketu rotoru m, [kg] a hmotnost femenice m, [kg] (v pfipadé konstruk¢niho
provedeni bez femenice tfeba zadat m, = 0kg),
e tah femene F; [N] a kroutici moment M, [N-mm] (hodnoty F; a M, jsou zadany nezavisle,
aby v pripadé nutnosti bylo mozné zahrnout do F; pocétecni predpéti femene),
o F, > 0 — tah femene smérem dolq, tj. v kladném sméru osy z,
o F, < 0 - tah femene smérem vzhiru, tj. v zdporném sméru osy z,
o F. =0 — konstruk¢ni provedeni bez femenice.
e délkyuseki aj,as,...,an—_1,b1,ba,....,by—1,c1,b7,...,cx [mm], rozpéti loZisek L [mm],
vnéjsi priméry pticnych prifezl dy, ,dyy, - - -, day_+dp,,dpys- - - dpy, 1Ay, dbys - de,dy
[mm] a vnitini pramér pri¢nych prifezi d;,, [mm],
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vile mezi rotorem a statorem & [mm],

pocet déleni I useku zatiZzeného hmotnosti m,,
tthové zrychleni g [m-s~2]
modul pruznosti v tahu E [MPa] materidlu hidele,

magnetickd tuhost G, [N-mm™ 1.

parametry iterativniho feSeni prihybu, tj. maximalni pocet iteraci Jax [-] a poZzadovana
presnost Ry, [mm].

9

ReSeni:

V prvni fézi feSeni program rozdéli dsek zatiZeny hmotnosti m, na I ekvidistantnich dseki
délky L;. Hmotnost femenice m, = my 1. Hmotnost paketu rotoru m,, je rovnomérné rozloZzena
do soustredénych zitéZnych hmot m; = my = --- = m; = --- = my, viz obrizek 6.28. Analo-
gicky je po tomto tseku rozdistribuovédna rovnéz zadand magnetickd tuhost Cy,. Dle rovnic
odvozenych v podkapitole 6.1.2 program automaticky vygeneruje matici ekvivalentnich mo-
mentd setrvaénosti J a ndsledn& matici poddajnosti @ ve tvaru (6.43). ReSenim soustavy rovnic
(6.45) jsou ndsledné vyhodnoceny statické prihyby v polohach soustfedénych hmot. Prihyby
za provozu, tj. se zahrnutim magnetického tahu a tahu femene, jsou ziskany iterativnim feSenim
dle predpisu (6.59). Prihyby spoctené v rdmci jednotlivych iteraci jsou zapisovany do sloupcii
matice w;. Prvni sloupec matice w; obsahuje jiZ spoctené statické priihyby

[ War, ng) Wgz) ng) w(ljfl) ng) |
Wit ng) wgz) ... ng b ng_l) ng)
W= : : : : : (6.155)
Wi, wgl) wgz) ... ng) ... ng—l) ng)
1 2 j J—1 J
[ Wstr11 W§+)1 W§+)1 Wgr) W§+1 : W§+)1_

Obdobnym zpiisobem jsou do matice F; zapisovdny vektory z4téZnych sil v jednotlivych itera-
cich. Prvni sloupec matice F; obsahuje tihové sily od soustiedénych zatéznych hmot

R, FOOFD L FD L pUD o0
Fg, Fz(l) F2(2) o Fz(j) o FZ(J—l) Fz(])

O B 5 A (6.156)
F, EVOE® L ED L EU 0
LFGy. Fl(i)l FI(-iz-)l fe Fl(i)l e FI(i;l) Fl(i)l_

Nasledné je stanovena hodnota maximalniho prithybu w,, na iseku zatiZeném hmotnosti 1,,.

W)

wiew = max ([} ) (6.157)

b

Dle poméru hodnot w,, a 8 se rozhodne, zda dochazi ¢i nedochdzi k vymezeni viile mezi roto-
rem a statorem. Hridel je poté zatiZen silami

[ ()] i Cng (J—1)]

F| mlg—i—Tgwg )
J

AL s e
| = : (6.158)
J _

FI( ) mIng%ng 1)

U mi1g+Fr
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a dle rovnic z podkapitoly 6.1.4 jsou vyhodnocena nomindlni napéti G, a Tuom V polohdch
soustiedénych hmot mezi loZisky a mistech skokové zmény pricného prifezu (osazeni), kterd
mohou byt dile pouZita k posouzeni MSUP pomoci koncepce nomindlnich napéti. Nésleduje
pfiblizné stanoveni prvnich kritickych otd¢ek n; pomoci Dunkerleyova vztahu a Rayleighovy
energetické metody, které jsou podrobé popsany v kapitole 6.2.

Vystupy programu:

e Vykreslené hodnoty statickych prihybt a prihybti za provozu v polohach soustfedénych
hmot. V ,,Command Window* se vypiSe hodnota maximalniho prithybu w,, [mm], dopl-
nénd o informaci, zda dochazi k vymezeni ville 0 mezi rotorem a statorem, ¢i nikoliv.

e Priibéh ohybového momentu M, [N-mm] a vykreslené hodnoty nomindlnich normaélo-
vych napéti 6,,,, [MPa].

e Priibéh kroutictho momentu M; [N-mm] a vykreslené hodnoty nomindlnich smykovych
napéti T,,, [MPa].

e Vypis hodnot prvnich kritickych oti¢ek n; [ot-min~!], stanovenych pomoci Dunker-
leyova vztahu a Rayleighovy energetické metody bez zahrnuti magnetického tahu a déle
pomoci Rayleighovy energetické metody se zahrnutim magnetického tahu.

V piipadé divergence iterativniho feseni prihybu v disledku pfili§ vysoké hodnoty magne-
tické tuhosti Cy,¢ je uZivatel upozornén chybovym hldsenim v ,,Command Window “.

6.3.1 Zhodnoceni vysledki pro konkrétni pripad rotoru

Cilem v této podkapitole je demonstrovat pouZiti modelu ohybové poddajného rotoru trovné 1
na konkrétnim ptikladé. Uvazovéan bude model geometrie rotoru elektromotoru prevzaty z [7].
Rozmeéry vCetné hmotnosti paketu rotoru m,, jsou patrné z obrdzku 6.30. Model materidlu hii-
dele je dan hodnotami E = 210000MPa, u = 0,3 a p = 7850kg-m 3. Magneticky tah je zaddn

hodnotou magnetické tuhosti Cye = 10°N-mm~!.

)
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Obr. 6.30: Model rotoru elektromotoru (vychazi z [7]).

Z demonstrativnich divodti byl model geometrie rotoru ddle doplnén o femenici s uvazova-
nou hmotnosti m, = 80kg a primérem d, = 600 mm. ZatiZeni bylo doplnéno o kroutici moment
M, =2-10°N-mm a tah femene F,. Pisobeni tahu femene je uvaZzovano v kladném sméru osy
7 (zadana kladna hodnota, stanovena prepoctem dle vztahu (6.61)).



54 KAPITOLA 6. MODELOVANI OHYBOVE PODDAJNEHO ROTORU NA UROVNI 1

Pro ucely srovnani vysledki bylo feSeni provedeno rovnéZz s pouzitim MKP, v programu
Ansys Workbench. Rotor byl modelovan pomoci prvkii typu BEAM188. Hmotnost m,, byla
rovnomérné prerozdélena do péti hmotnych bodd, tj. prvki MASS21, jak je patrné z obrazku
6.31. Stejnym zplisobem byl po dseku rozlozen magneticky tah. Pro tyto ucely byly pouzity
prvky typu COMBIN14 se zaddnim zdporné tuhosti k = —Cy,e /5 = —20000N-mm~".

C: Rotor Shaft
Displacernent 2
Time: 1, s

06.05,201217:42

. Paint Mass
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. Point hass 5 E

IE Displacement -

Displacerment 2

[H Point Mass & 0,00 300,00 600,00 (rrr)
150,00 450,00

Obr. 6.31: Model rotoru elektromotoru v programu Ansys Workbench.

Vstupni parametry:

Zpusob zadani vstupnich parametri do programu Ohybove_Poddajny_Rotor.m je patrny nize.
Zdiraznéme, Ze model drovné 1 povazuje hiidel za nehmotny, zatimco model rotoru v MKP
hmotnost hiidele zohlediuje. Vypocet 1ze provést konzervativnim pfistupem tak, Ze hmotnost
paketu rotoru m;, navySime o hmotnost hiidele mezi lozisky dosahujici hodnoty 342kg. Roz-
méry hridele je tfeba zadat dle obrazku 6.28. Pocet déleni byl zvolen I = 5.

%% VSTUPNI PARAMETRY

% Hmotnost paketu rotoru: mp [kg]; Hmotnost remenice: mr [kg]
mp = 1020+342; mr = 80;

% Tah remene Fr [N]; Kroutici moment Mr [Nmm];

Fr = 2e6/600; Mr = 2e6;

% Délky usek( [mm]; Praméry pfi¢nych prifezd [mm]

% a = [al;...;an;...;a(N-1)]; da = [dal;...;dan;...;da(N-1)];
a = [22.5; 127.5; 227.51; da = [150; 175; 190];

% b = [bl;...;bm;...;b(M-1)]; db = [dbl;...;dbm;...;db(M-1)];
b = [24; 314]; db = [160; 185];

% Cc = [cl;...;ck;...;cK]; dc = [dcl;...;dck;...;dcK];
c = [250; 336]; dc = [130; 160];

o°

Rozpéti lozisek: L [mm]

L = 1481.5;
% Pramér: daN=dbM=dN [mm]; Vnitini prdmér hiidele: dint [mm]
dN = 200; dint = 0;

% VUle mezi rotorem a statorem: delta [mm]
delta = 5;
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o®

Pocet déleni Useku zatizeného hmotnosti mp: I [—]

I =25;

% Tihové zrychleni: g [m/s"2]

g = 9.81;

% Modul pruznosti v tahu: E [MPa]
E = 210000;

% Magnetickd tuhost: Cmg [N/mm]
Cmg = le5;

% Maximdlni pocet itetaci: Jmax [—]
% Minimdlni reziruum (pozadovand presnost): Rmin [mm]
Jmax = 1000; Rmin = 1le—50;

Vystupy programu:

Na obrazku 6.32 jsou vykresleny ziskané hodnoty prithybi v polohdch soustfedénych hmot
v porovnani s feSenim pomoci MKP. Vystupem jsou jak statické prihyby, tak prihyby za
provozu, tj. se zahrnutim magnetického tahu a tahu femene. Maximalni prihyb w,, mezi lo-
Zisky, stanoveny pomoci modelu urovné 1, se nachazi v poloze x = 698 mm a dosahuje hodnoty
0,049 mm. Presnost stanoveni hodnoty prihybu w,, a jeho polohy x zavisi na zvoleném poctu
déleni /, jak je patrné z tabulky 6.3. Z obrdzku 6.32 je rovnéZ patrné, Ze iterativnim feSenim
bylo dosazeno pozadované ptresnosti R,,;, po 33 iteracich.

Na obrazcich 6.33 a 6.34 jsou vykresleny pribéhy ohybového a kroutictho momentu a hod-
noty nominalnich napéti G, V Tpom 1oVNEZ v porovnani s feSenim pomoci MKP. Zdiraznéme,
ze zatimco smykova napéti 7, jsou v Case konstantni, normélova napéti G, jsou v daném
misté prifezu periodicky proménlivd v Case se soumérnym stiidavym cyklem. Z obrazkd je pa-
trné, Ze kritické misto z hlediska MSUP se nachdzi v poloze Cy, tj. v poloze krajniho osazeni
na previslém konci (znaceni poloh osazeni, viz obrdzek (6.15)). Nomindlni napéti v mistech Ay,
By a C, = C; je teba brat s rezervou. Napjatost v t€chto oblastech se miZe liSit v zavislosti na
readlném provedeni uloZeni.

VYHODNOCENIi PRUHYBU
PRUHYBY HRIDELE
T T

T T T T T T T
004~ e SRR - S A i, o 4
€ 0.02 - "':""‘::::::::"“T T "‘"-...,.\... i
£ M‘,.‘“\‘..‘ ...,
= ofp S
T 233N P UOS SO SO0 OO U OSSO0 OO O OO0 000 S OO SO0 U O O SO0 00000 000000 O 05 S0 JOC OO SO0 0O s SRS TO
| | | | | | | | i)
0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800
X [mm]
§TABIL!TA ITERATIVNIHO RESENI o [ MKP (statické prihyby)
. 0051 I MKP (priihyby za provozu)
g —© Model tirovné 1 (statické priihyby)
= O Model drovné 1 (prihyby za provozu)
2° 0.045 7 X poloha prihybu w,
0 5 10 15 20 25 30

lterace

Obr. 6.32: Prihyby hiidele elektromotoru.
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o

M [Nmm]

[MPa]

nom

x 108
T

/ Model trovné 1 MKP RSD [%]
Wey [mm] | x [mm] | wey [mm] | x [mm] | we, | x
1| 007448 | 6975 30,0 | 1,00
5| 004948 | 6975 | (ucin | q075 | 153 | 100
20 | 0,04892 | 721,0 0,73 | 1,34
100 | 0,04890 | 711,6 0,70 | 0,41

Tab. 6.3: Pfresnost stanoveni maximdlniho prihybu wy,.

VYHODNOCENiI NOMINALNICH NORMALOVYCH NAPETI

PRUBEHY OHYBOVEHO MOMENTU
T T T T T

—O— Model Urovné 1

ez ©
1 | 1 1 1 | 1 1 L
0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800
X [mm]
NOMINALNi NORMALOVA NAPETI
T T T T T T T T T
L el s, [ MKP
"""""""""""""""" D-. —© Model trovné 1
J.(P T |T 1 1 1 1 T TI j« T 1 T
0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800
X [mm]
Obr. 6.33: Nomindlni normdlova napéti hiidele elektromotoru.
VYHODNOCENiI NOMINALNICH SMYKOVYCH NAPETI
%108 PRUBEHY KROUTiICIHO MOMENTU
2 L T T T T T T C T T m C T T
—_ e e MKP
E O Model trovné 1
£ 1r -
s
0 l i) | | 1 | 1 | | |
0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800
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NOMINALNi SMYKOVA NAPETI
T T T T T T T T T
—_ 4 N KTy MKP -
g —O Model trovné 1
= | e
20 e 7
L T T
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X [mm]

Obr. 6.34: Nomindlni smykova napéti hiidele elektromotoru.
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V tabulce 6.4 jsou vypsany hodnoty prvnich kritickych otacek n; ziskané s pouzitim Dun-
kereyova vztahu a Rayleighovy energetické metody. Hodnoty ziskané pomoci MKP, s pouZzitim
modelu z obrazku 6.31, vystihuje s vétsi presnosti Rayleighova metoda.

VIiv Cpg Model urvovne 1 MKP RSD [%]
Metoda Reseni n1 [ot-min~!] | n; [ot-min~!]

Ne Dunkerleytv vztah 4286.,4 4652.1 5,79
Rayleighova metoda 45927 0,91

Ano Rayleighova metoda 3835,9 3852,8 0,31

Tab. 6.4: Priblizné stanoveni prvnich kritickych otacek n;.






KAPITOLA 7. MODELOVANI OHYBOVE TUHEHO ROTORU NA UROVNI 1 59

7 Modelovani ohyboveé tuhého rotoru na
urovni 1

V kapitole 6 byl sestaven zjednoduSeny model ohybové paddajného rotoru tvoreny nehmot-
nym poddajnym odstuptiovanym hiidelem se soustfedénymi hmotami. PouZiti tohoto zjedno-
duseného modelu je omezeno na bézné rotory elektrickych stroju sestavené z odstupnovaného
hiidele, paketu rotorovych plechi, klece a dalSich dil¢ich komponent. V soucasné dobé se lze
rovnéz setkat s vysokootaCkovymi elektrickymi stroji s masivnimi rotory, pro které je typické,
Ze hiidel a paket rotorovych plechii je zhotoven z jednoho kompaktniho kusu materidlu. Rizna
konstruk¢i provedeni masivnich rotort jsou dohledatelnd v [32].

V réamci této kapitoly je cilem sestavit zjednoduSeny vypoctovy model masivniho rotoru
uloZzeného na pruznych podporach, jehoZz chovéni bude popsatelné pomoci jednoduchych rov-
nic. Pro demonstrativni tcely bude pouZzit model geometrie masivniho rotoru patrny z obrazku
7.1, kde tuhost podpor k; = 10°N-mm~!. Magneticky tah, piisobici na stfedovy tsek rotoru,
bude zadan hodnotou magnetické tuhosti G, = 10°N-mm~'. UvaZovanym materidlem bude
béZna konstrukéni ocel (materidlové charakteristiky viz tabulka 6.1).

AR

e

Obr. 7.1: ZjednoduSeny model geometrie masivniho rotoru.

UvaZujme, Ze rotor z obrazku 7.1 se nachézi za klidového stavu (@ = Orad-s~!) v tihovém
poli Zemé. Maximdlni deformacni posuv ve stfedu rotoru je imérny tuhosti rotoru k a tuhostem
pruznych podpor k;. V piipadé masivnich rotorti bohuZel nelze stanovit tuhost k& analyticky,
jako v pripadé stihlych hiideli. Hodnoty k& masivnich rotorti v§ak Casto byvaji vyznamné vyssi
oproti tuhostem k. Na zdkladé€ této skutecnosti budeme naddle rotor modelovat jako dokonale
ohybové tuhy. Chyby, kterych se v disledku tohoto predpokladu dopustime, budou pro pripad
rotoru z obrazku 7.1 vyhodnoceny pomoci relativnich odchylek v porovnani s feSenim pomoci
MKP v programu Ansys Workbench.
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7.1 Ekvivalentni tuhost rotoru

Povazujeme-li vysetfované masivni rotory za dokonale ohybové tuhé, pak celkovd tuhost sou-
stavy zdvisi pouze na tuhosti pruznych podpor k. Je-li didle model geometrie rotoru symetricky
vici uloZeni, pak lze vySetfovat jeho chovani v pruzném uloZeni pomoci zjednoduseného re-
dukovaného modelu patrného z obrazku 7.2, tj. soustfedéné hmoty m, odpovidajici hmotnosti
rotoru, uloZen€ na pruziné€ o ekvivalentni tuhosti k4, pro kterou z [33] plyne vztah

ke = 2. (7.1)

Obr. 7.2: Ekvivalentni tuhost ohybové tuhého rotoru.

Pro uvazovany model rotoru z obrazku 7.1 je m = 2,92kg a kg = 2 - 10°N-mm~!.

7.1.1 Posuv rotoru v dusledku deformace pruznych podpor

Uvazujme zjednoduseny model ohybové tuhého rotoru z obrazku 7.2. Za provozu pusobi na
tuhy rotor, reprezentovany hmotou m, tthova sila Fg = mg, magneticky tah F,o = Cy,out a v opac-
ném sméru plsobici pruzna sila Fy = kequ, kde u je stla¢eni pruznych podpor. Je-li spInéna pod-
minka Gy, < k.4, viz kapitola 3, pak silova soustava dospéje pii urCit€ hodnoté u; do statické
rovnovahy. Hodnota u; pfedstavuje posunuti rotoru jako ohybové tuhého celku, v dasledku
deformace pruznych podpor. Posuv u; se spole¢né s radidlnim posuvem u,, ktery je vyvolan
setrvacnymi objemovymi silami od rotace (dale viz podkapitola 7.2), podili na vymezeni vile
0 mezi rotorem a statorem. Z podminky statické rovnovahy, sestavené pro uvolnénou hmotu m,
obdrzime pro posuv u; nasledujici vztah

mg

—_ 7.2
keq — Cing (7-2)

Up =

i, [mm] | RSD [%]
Ohybové tuhy rotor (vztah (7.2)) | 1,44-1074
Poddajny rotor (MKP) 1,72-1074

12,75

Tab. 7.1: Posuv u;, rotoru z obrazku 7.1.

V tabulce 7.1 jsou vyhodnoceny posuvy u; pro model rotoru z obrdazku 7.1. Hodnota uy,
ziskanad pomoci MKP, zohledfiuje rovnéz tuhost rotoru k. Odtud je patrné, Ze pfi uvaZovani

Vv s

dokonale ohybové tuhého rotoru obdrzime hodnotu u; 0 12,75 % niZsi.
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7.1.2 Priblizné stanoveni prvnich kritickych otacéek

Pfi hledani prvni kritické ihlové frekvence Q| vyjdeme z podminky silové rovnovéahy pii krou-
Zivém hmiténi. Jednd se o pristup popsany v kapitole 6.2, viz rovnice (6.97). Tuhost hiidele &
v rovnici (6.97) nahradime tuhosti k... Rovnici déle rozSifime o magneticky tah, tj. dostaneme
MU + Cpgt — kegit = 0, (7.3)
(m1@* + Cng — keg)u = 0. (7.4)

Rovnice (7.4) m4 netrividlni feSeni tehdy, jestlize vyraz v zdvorce je roven nule, tj.
M1 ®* + Cpg — keg = 0. (7.5)

Stladeni pruznych podpor u pak miZze nabyvat libovolné vysoké hodnoty. Uhlov4 frekvence @
vyjadiend z podminky (7.5) odpovida hledané prvni kritické uhlové frekvenci

[koy — C
Q= % (7.6)

Pro model rotoru z obrdzku 7.1 byla s pouzitim MKP v programu Ansys Workbench pro-
vedena moddlni analyza. Ziskand hodnota prvni kritické thlové frekvence €| pro dopfednou
precesi je v tabulce 7.2 srovndna s hodnotou ziskanou pomoci vztahu (7.6). Odtud je patrné, Ze
hodnota € ziskand s uvazovanim ohybové tuhého rotoru je 0 5,72 % vyssi.

Qi [rad-s~!] | RSD [%]
Ohybové tuhy rotor (vztah (7.6)) 8255,5
Poddajny rotor (MKP) 7613,5

5,72

Tab. 7.2: Prvni kriticka thlova frekvence € rotoru z obrazku 7.1.

7.2 Deformacné-napét’ovy stav rotoru

Podstatnym zatiZzenim vysokorychlostnich masivnich rotort je zatiZeni setrvacnymi objemo-
vymi silami od rotace. Jelikoz velikost téchto sil je imérna kvadréitu vzdalenosti od osy rotace,
extrémy napéti a radidlnich posuvil, vyvolané témito silami, budou situovdny v oblasti tseku
s nejveétsim vnéjSim primérem. V piipadé rotoru z obrazku 7.1 se jedna o tsek s mezikruho-
vym pii¢nym priifezem o vnitinim poloméru | = 3mm a vnéj§im poloméru r, = 35mm. Pro
popis napjatosti a deformace na tomto tseku zavedeme cylindricky souradny systém z, r, @,
viz obrazek 7.1. Snahou v této podkapitole bude analyticky aproximovat pribéhy normalovych
napéti v tomto soufadném systému (tj. prib€hy radidlniho napéti o,(r), tangencidlniho napéti
o;(r) a axidlniho napéti o,(r), které jsou schématicky zndzornény na obrazku 7.1), pribéh re-
dukovaného napéti oyeq(r) a radidlniho posuvu u,(r). Z praktického hlediska je pfitom kli¢ové
priblizné stanoveni hodnoty redukovaného napéti oyeq v kritickém misté, které se nachazi v po-
loze r = ry, a hodnoty radidlniho posuvu u,(r;), ktery se spolecné s posuvem u; podili na
vymezeni vile mezi rotorem a statorem. V piipadé¢ feseni pomoci MKP budou zkoumané pra-
béhy napéti a deformace vyhodnocovany podél predem definované cesty, ktera leZi v prisecnici
merididnového fezu a radidlniho fezu totozného s rovinou symetrie zkoumaného useku.
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Napjatost a deformace uvazovaného rotoru je vyvoldna soucasnym ptisobenim setrvaénych
objemovych sil od rotace, tthovych sil a vzniklého magnetického tahu. Pro model geometrie
rotoru z obrdazku 7.1 byla pomoci MKP v prostiedi programu Ansys Workbench provedena
statickd strukturdlni analyza pro dva pfipady uloZeni a zatiZeni.

(A) Rotor je ulozen na pruznych podporach o tuhosti k1. Uvazovéno zatiZeni tthovym zrychle-
nim g = 9,81 m-s~! a setrvaénymi objemovymi silami od rotace. Pfi uvazovaném zatizen{
a uloZeni vznikd nenulovy magneticky tah.

(B) Rotor uloZen na dokonale tuhych podporach. Uvazovano pouze zatiZeni setrvaénymi ob-
jemovymi silami od rotace. Magneticky tah je pfi uvaZzovaném zatiZeni nulovy.

V obou pifpadech byly rotoru piedepsdny oticky 30000t-min~!. Na obrizku 7.3 vlevo jsou
vykresleny ziskané priibéhy normdlovych napéti. Odtud je patrné, Ze zatizeni vlastni tihou
nemd podstatny vliv na pribéhy radidlniho a tangencidlniho napéti. Pribéhy axidlniho napéti
se vSak postupné rozchazeji smérem k vnéjSimu povrchu (r = r,), kde rozdil mezi hodnotami
napéti o, dosahuje maxima. Relativni odchylka hodnot o ¢ini v tomto misté 22,7 %. Pod-
statnou otazkou je, jak se bude situace ménit pii zvySujicich se otackdach. Pro oba uvazované
zpusoby uloZeni a zatizeni byla proto provedena parametricka staticka strukturalni analyza.
Otacky, jakoZto vstupni parametr, byly postupné navySovany o hodnotu 10000t-min~! v in-
tervalu (3000 < 20000)ot-min~!. Sledovanymi vystupnimi parametry byly extrémni hodnoty
napéti o(r;), které jsou v zdvislosti na otdckach vykresleny na obrazku 7.3 vpravo. Rozdil
mezi ptislu§nymi hodnotami o, (r;) ¢ini nezévisle na otd¢kach 0,021 MPa. Jedna se o piispévek
od ohybu, ktery je vyvolan pisobenim tithovych sil a magnetického tahu. S rostoucimi otackami
se tento prispévek napéti stivd nepodstatnym, coZ potvrzuji rovnéZ niZze vykreslené hodnoty
relativnich odchylek. JiZ pfi ota¢kach 140000t-min~! je relativni odchylka mensi nez 1 %.

NORMALOVA NAPETI (3000 otmin™) NAPETI o (r,)=f(n)
09 T T T T T T T T T
[ 0
== = o_varianta (A) — ®x ®
08 ‘ ' 1 © L
o, Varianta (A) o B
varianta (A 2 b ®
0.7 f \ —, N1 = ®
o, varianta (B) =, ® &
0.6 - \ CLE LA varianta (B) | 7 ; 2 ®
\ o) | 1 .
5 o5l === 0, varianta (B) | | 8 4l[ % varianaa) % w |
% \\ O varianta (B) ?
= o4l ~ < - ‘ ‘
E . “\\ 05 1 15 2
Z 03 / Ve ™, 1 Otacky n [ot-min™'] x10%
&
.4 *, \ T T T
02t |f N T *
] .’/ X ‘o 20 |
01 F '.' ’\"m 8 ﬁ
. & a
!-.---.-rr.-lrr.q.-_._.___. . (% 10
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0.1 i ; ; i i ; 0F i i X
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Polomér r [mm] Otacky n [ot~min'1] x10%

Obr. 7.3: Pribéhy hlavnich napéti o,, o; a 0.

Masivni rotory jsou pouzivany zejména pro vysokootackové stroje. V dlisledku toho budeme
naddle uvazovat variantu uloZenfi a zatizeni (B), kterd umoZiiuje vysetfovat zkoumané prubéhy
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napéti a deformace v libovolném merididanovém fezu. Tato skutecnost nds opraviiuje fesit ilohu
pomoci MKP jako 2D rotané symetrickou.

Zjednodusme ulohu déle tim, Ze budeme modelovat pouze vySetfovany usek rotoru. Pou-
zitym modelem geometrie bude rotujici vilcové téleso patrné z obrdzku (7.4). Do jaké miry je
tento (znacné zjednoduSeny) model geometrie pro analyzu vySetfovanych zdvislosti postacujici,
bude predmétem nasledné diskuze.

@70

@10

HimAY

Obr. 7.4: Rotujici vélcové téleso.

Rotujici valcové téleso bylo feSeno pomoci MKP v programu Ansys Workbench jako dloha
2D rotacné symetrickd, a to pro tfi rizné varianty okrajovych podminek.

(a) Volné deformujici se rotujici valcové téleso, s omezenym axidlnim posuvem v jediném
bodg. Pretvoreni €, (r,z) v tomto piipadé proménné.

(b) Rotujici valcové téleso se svazanymi axialnimi posuvy uzll ndleZicich podstavam. Pod-
stavy setrvavaji béhem deformace rovinné a pretvoreni & (r,z) je konstantni.

(c) Rotujici vdlcové téleso se zamezenymi axidlnimi posuvy podstav. Pietvofeni &(r,z) je
v pripadé téchto okrajovych podminek nulové.

Zpusoby, jakymi se uvaZovand valcova télesa deformuji, 1ze vidét na obrazku 7.5. Z tohoto
obrazku jsou rovnéz patrné definované cesty, ze kterych byly odecitany hledané hodnoty napéti
a radialnich posuvii. Ve viech piipadech byly pfedepsany otacky 14000 ot-min~!.

C: Varianta (a) D: Varianta (b) E: Varianta (c)
sigmaR. sigmaR sigmaR
Type: Normal Stress(X Axis) Type: Normal Stress(X Axis) Type: Normal Stress(X Axis)
Unit: MPa Unit: MPa Unit: MPa
Global Coordinate System Global Coordinate System Global Coordinate System
Time: 1 Time: 1 Time: 1
25.03.2019 14:17 25.03.2019 14:19 25.03.2019 14:21
7.6451 Max 7,4067 Max 7,4067 Max D D
6,7957 D D 6,5839 D 6,5839
59464 57611 > — 57611
50971 49382 4,9382
4,2477 41154 4,1154
3,3984 3,2926 3,2926
2,549 24697 24697
1,6997 1,6469 1,6469
0,85033 0,62406 0,82406
0,0009877 Min X 0,0012237 Min N 0,0012237 Min N
000 20,00 {mm) L;» x 0,00 2000 (mm) LL> s 0,00 20,00 (mm) I’—.> x

10,00 10,00 10,00

Obr. 7.5: Radidlni napéti valcového télesa pfi riznych okrajovych podminkach.

Pribéhy normalovych napéti ziskané s pouZitim riiznych modeld vélcovych téles jsou na
obrazku 7.6 srovnany s pribéhy ziskanymi pomoci 3D modelu geometrie rotoru z obrazku
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7.1 pro variantu zatiZeni a uloZeni (B). Stejnym zptisobem jsou dale na obrazcich 7.7 a 7.8
srovnany prubéhy redukovanych napéti (stanovenych dle podminky HMH — ,.Equivalent von
Mises*) a radidlnich posuvil. V tabulce 7.3 jsou pak vyhodnoceny relativni odchylky hodnot

ur(r2), Ored(r1) a hodnot normélovych napéti v polohéch r, ve kterych dosahuji extrémau.

PRUBEHY NORMALOVYCH NAPETI (14000 otmin™)

VARIANTA (a) VARIANTA (b) VARIANTA (c)
T T L— T T L— T T LA—
1 -u-arvélec(a) llllUrVéleC(b) llllUrVéIeC(C)
=I (RN atvélec(a) (RN UtVé|eC(b) (RN UtVé|eC(C)
15 18 srero vélec(@|] 157 == xx 0, vélec (b) 151 & wuun o, vélec (0) ]
H o, rotor (B) : o, rotor (B) L o, rotor (B)
“‘ == u= 0 rOtOr (B) f\“ == u= 0 rotor (B) 'l; = === o, rotor (B)
Q(Y 10 + \Q nmmmo, rotor (B) Dﬂf 10 + “' nmmmo, rotor (B) D“_) 10 + “' mmno, rotor (B)
= Yoy, s Y, = Yoy
= e = ‘e, = %,
= pR T, @, ot 'y SO <l
>g s "r "5 8 9“ ““ "'l 8 e Yo, "'l
© 8 > %, © N ” V3 © N « l'
z ’ o %, z ’ % 4 z kS Yo, ‘4,
5+t 1 )Q* Q‘. 5F [ <<( l" 5 ¥ --.... <(< "
E ", % :‘ <{(\ 4 :' ".,.i(( ‘l‘
m 'w Booay, <¢ m "f;,,
Ellll........ *,*k :....."'.'$§~ \‘)\ :---..,...... ’:
O ..." v O .-"““ « O ._... A
"'4 ..’:ﬂ .'0
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Obr. 7.6: Aproximace pribéhtl o,, 0; a 6, pomoci valcovych téles.
PRUBEHY REDUKOVANYCH NAPETI (14000 otmin™)
. VARIANTA (a) —_ VARIANTA (b) —_ VARIANTA (c)
© © T T T ©
o ] o : o ]
= 157 & semnvilec(a)| | = 15 ¢ semnvilec(b)| | = O B == un yalec (c)
kel 1] === rotor (B il - =mmE Ot B kel g == ot B
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Obr. 7.7: Aproximace pribéht c,.q (HMH) pomoci vélcovych téles.
PRUBEHY RADIALNICH POSUVU (14000 otmin™)
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Obr. 7.8: Aproximace pribéht u, pomoci valcovych téles.
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RSD [%]
r [mm)]
Varianta (a) | Varianta (b) | Varianta (c)

o(r) 10 0,14 2,21 2,21
o (r) 3 0,61 3,08 3,08

3 8,32 39,33 87,91
oy(r)

35 4,90 19,44 -
uy(r) 35 0,16 2,79 22,97
Ored(7) 3 1,29 5,33 9,87

Tab. 7.3: Relativni odchylky mezi hodnotami napéti a radidlniho posuvu.

Pozn: Relativni odchylka pro o,(r = 35 mm) varianty (c) neni vyhodnocena, nebot’ posuzovand
napéti maji opacny smer.

<10 RADIALNI POSUV ur(r2)=f(n) NAPETI ared(r1)=f(n)
o A S 7 [ Ty
= O  rotor - varianda (B) % % O rotor - varianda (B) o X
£ X valec - varianta (b) K = 30 | X valec- varianta (b) o X
107 g % = Q %
ES % Eool 8
® & 154
2 @ S Q
> “—
8 5 2 % S Q %
a R © 10 K
1 1 1 1 Z 1 1 1 1
1 1.2 1.4 1.6 1.8 2 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
Otacky n [ot-min™'] x10% Otacky n [ot-min™'] x10%
_ 6 _ 6 : : : :
2 2 ¥ F R K K K X Kk K
Q4r a4
n n
o * K K Kk Kk ¥ Xk Kk ¥ o
2 1 1 1 1 2 1 1 1 1
1 1.2 1.4 1.6 1.8 2 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
Otacky n [otmin™] %104 Otagky n [ot:min™'] %104

Obr. 7.9: Zavislost relativnich odchylek hodnot u,(r) a Geq(r;) na otackéch.

Pfipomerime, Ze na$im hlavnim cilem je analyticky aproximovat hodnoty Geq(r1) a u,(r2),
v tabulce 7.3 proto vénujeme zvySenou pozornost zvyraznénym hodnotdm relativnich odchylek.
Z vykreslenych pribéht a hodnot relativnich odchylek je patrné, Ze varianta (a) volné deformu-
jictho se vélcového télesa aproximuje priibehy napéti a radidlntho posuvu s nejvetsi presnosti.
Maximadlni relativni odchylky vykazuji hodnoty o,. Tyto odchylky vSak (v disledku nizkych
hodnot 6;) nemaji na pfesnost aproximaci eq(r1) a u,(r2) vyznamny dopad. Pro variantu volné
deformujiciho se valcového télesa vSak v dostupné literatuie nebylo nalezeno analytické feSent,
pro naSe ucely proto neni pouzitelnd. Vyhodou variant (b) a (c) je, Ze jsou analyticky feSitelné
v uzavieném tvaru. Lze si pov§Simnout, Ze s pouZitim libovolné z téchto dvou variant dostaneme
tytéZ prubéhy napéti o,(r) a o;(r). Je-li totiz splnéna podminka &,(r,z) = konst., pak jsou hod-
noty o, a 0; na deformaci v axidlnim sméru nezavislé (stejné jako u valcového télesa zatizeného
tlaky, viz [13]). Rizné hodnoty &(r,z) v8ak vyznamné ovliviiuji pribéhy o,(r) a u,(r). Vari-
anta (c) je pro aproximaci hodnot Gyeq(r1) a u,(r2) v disledku vysokych relativnich odchylek
nepiipustnd. Pro naSe ucely je proto pouZitelnd pouze varianta (b) — rotujici véalcové téleso se
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svdzanymi axidlnimi posuvy podstav. Hodnoty relativnich odchylek 2,79 % v ptipadé¢ radidl-
niho posuvu u,(r2) a 5,33 % v piipad€ napéti G,q(r1) jsou pro pfibliznou aproximaci prijatelné.
Provedenim parametrické strukturdlni analyzy v programu Ansys Workbench byly stanoveny
hodnoty t&chto relativnich odchylek v rozsahu otacek (10000 =-20000) ot-min~'. Z obrazku 7.9
je patrné, Ze relativni odchylky hodnot u,(r;) a Geq(r1) nejsou na otidckéch zavislé.

7.2.1 Rotujici valcové téleso

z ¥ 2

V piedchozim textu byly aproximovany pribehy napéti a deformace na stfedové ¢asti masivniho
rotoru s pouzitim riznych modeld rotujicich vélcovych téles. Uzito bylo pfistupu variacniho,
ktery spo¢iva v minimalizaci urcitého funkciondlu a na kterém je zaloZzena MKP. V rdmci této
podkapitoly bude napjatost a deformace rotujicich valcovych téles feSena pristupem diferencial-
nim. Postup feSeni je podrobné popsan v [13] nebo [34] pro pripad vélcového télesa zatizeného
tlaky. Podstatou je feSeni systému rovnic obecné pruznosti, ktery v ptipadé deformacni varianty
feSeni pfimé Ulohy pruznosti tvofi:

* rovnice rovnovahy elementarniho prvku,

» geometrické rovnice

* a konstitutivni vztahy [13].

Zde budeme postupovat analogicky dle [13] a [34] s tim, Ze rovnice rovnovahy doplnime
o elementdrni objemové sily vzniklé v dusledku rotace. Omezime se pritom pouze na piipady
rotujicich vdlcovych téles, které spliuji podminku &;(r,z) = konst., tj. na varianty valcovych
téles (b) a (c) z kapitoly 7.2. ReSeni pak vede na oby&ejnou nehomogenni diferencialni rovnici
druhého tadu Eulerova typu (stejné jako v pfipadé rotujici kruhové a mezikruhové stény, viz
[13]), kterd je snadno feSitelnd v uzavieném tvaru. Pracovat budeme v cylindrickém soufadném
systému r, z, @, ktery je v pripadé€ variant (b) a (c) hlavnim soufadnym systémem deformace 1
napéti — normélova napéti o, 0, a 0; odpovidaji hlavnim napétim. V obecném pfipadé vznika
v bodé vélcového télesa trojosy stav deformace a obecnd trojosa napjatost. V souradém systému
z, r, @ pak maji tenzory napéti a deformace nésledujici tvar

g(r) 0 0 o(r) O 0
Te=| 0 &) 0|, Te=| 0 o) O
0 0 &r) 0 0 o)

Nezévislymi deformaénimi posuvy jsou radidlni posuv u,(r) a axidlni posuv w,(z) [13].

Pro ucely sestaveni rovnic rovnovahy uvolnime dvéma merididanovymi, dvéma valcovymi
a dvéma radidlnimi fezy dvojndsobné elementérni prvek, viz obrazek 7.10.

Zo Oz
)
/ [8 Or Ot
dFo
; / Gt or + dGr
—

Oz

Obr. 7.10: Dvojnéasobné elementarni prvek valcového télesa (vychdzi z [34]).
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Pro elementarni objemovou silu dF, miZeme psat
dF, = aodm = (0°r)(pdV) = (0*r)(p - rde -dr-z),
dF, = pw*r’zodrde. (7.7)

Rovnice rovnovéhy v axidlnim sméru je splnéna identicky. Jedinou pouZzitelnou rovnici rovno-
vahy je proto rovnice rovnovahy v radidlnim sméru [34].

d
Y F,=0: (0,+do,)(r+dr)dez — o,rdpzo —20,drsin T‘PZO + pw*rzodrde =0

Uvéazime-li, Ze pro velmi maly dhel d¢ plati pfibliZzna rovnost sin d7<p = d7<P’ pak po zanedbani

Clent s diferencialy druhého fadu a drobné dpravé prejde rovnice rovnovahy do tvaru
(ot )

d
Or— O +r— = —pw’r’. (7.8)
dr

Ziskana rovnice rovnovahy ma stejny tvar jako v pfipadé€ rotujici kruhové a mezikruhové stény
[13]. Systém rovnic obecné pruznosti doplnime o geometrické rovnice

c du, c Uy c dw,
— t — —_ .
Tdr’ r’ ©dg

(7.9)

Konstitutivni vztahy pro obecnou trojosou napjatost (zobecnéni Hooktiv zakon) mohou byt vy-
jadfeny v nasledujicim tvaru pro napéti

o, = lfu :e,+ 1—‘12# (£,+st+ez):, (7.10)
o; = lfu :£,+ 1—“2u (Sr—l—S,—i—SZ):, (7.11)
o, = 1fli :£z+ 1_qu (£r+et+8z):, (7.12)
nebo pro pretvoreni
& = % [0r— u(o; +02)], (7.13)
& = é [0 —u(o,+0.)], (7.14)
£ = é[cz—u(oﬁuct)]. (7.15)

Systém rovnic obecné pruznosti je v této fazi kompletni, a mizeme tak ptistoupit k samot-
nému feSeni. Do rovnic (7.10) a (7.11) dosadime z geometrickych rovnic (7.9)

E | du, u du, u,
S B (G 7.16
or 1+u{dr+1—2u(dr+r+&ﬂ’ (7.16)

E |u u du,  u,
_ ur duy | ur , 1
o l+u[r+l—2u(dr+r+gz>] (7.17)
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Nyni zderivujeme rovnici (7.16) podle r, tj.

do, E {dzur u (du% u-du,  u, %)}

dor _ dur 7.1
& T4p|d? T1o2u (7.18)

a2 " r dr 2 dr

Omezime-li se pouze na piipady, pro které plati &,(r,z) = konst., pak ¢len % = 0. Po dosazeni
z rovnic (7.16), (7.17) a (7.18) do rovnice rovnovédhy (7.8) a ndsledné dpravé obdrzime oby-
¢ejnou nehomogenni diferencidlni rovnici druhého fadu Eulerova typu vyjddfenou v nezavislé
proménné, kterou je radidlni posuv u,

d®u,  1du, u, (1—2u)(14u)

_ 2
D e (T pw°r. (7.19)

Diferencialni rovnice (7.19) se 1i$i od pfipadu valcového télesa zatiZeného tlaky nenulovou
pravou stranou. Od ptipadu rotujici kruhové a mezikruhové stény se liSi pouze tvarem pravé
strany, viz [13]. ReSeni rovnice (7.19) se sklddd z homogenni a partikuldrni ¢asti

C
u,:C1r+—2+up, (7.20)
r

kde C; a C; jsou integracni konstanty. Partikuldrni feSeni hleddme analogicky dle [13] jako
v piipadé€ rotujici stény, tj. ve tvaru u, = Qr3. Dosazenim do rovnice (7.19) dostaneme

(0r)  1d(r) (@r) _ (1-2p)(1+p) o

o a2 T T omE PO (7.21)
o d=2u)(+p) s
Q=- (I—)E po-. (7.22)

Obecné feseni diferencidlni rovnice pak dostaneme ve tvaru

B G (1-2p)(1+p)
R T3

Zpétnym dosazenim z rovnice (7.23) do geometrickych rovnic (7.9) a ndsledné do konstitutiv-
nich vztaht (7.10), (7.11) a (7.12) 1ze vyjadfit hlavni sloZKy tenzoru napéti ve tvaru

C
poozr3 :C1r+—2—|—Qr3. (7.23)
r

A Bp 37 22
o=A o +D 8(1—u)pw re, (7.24)
A B, 32 55
Gt—A+r2+D 8(1—u)pw re, (7.25)
_ (I-p)E u 22
GZ—2;LA+(1+“)(1_2“)£Z 2(1—u)pwr’ (7.26)
kde
_ ECy _ EC, _ Eu .
(1+p)(1=2p)° I+’ (I+p)(1—=2p)

Pro @ = Orad-s™! prechédzi rovnice (7.24), (7.25) a (7.26) do tvaru odvozeného v [13] pro
védlcové téleso zatiZené tlaky.

V ptipadé€ varianty (c) — rotujici vélcové téleso se zamezenymi axidlnimi posuvy podstav —
plati, Ze €, = 0. Nadale se budeme zabyvat pouze variantou (b) — rotujici vélcové téleso ze sva-
zanymi axidlnimi posuvy podstav. V piipadé varianty (b) vyjadiime pfetvoreni €, z nasledujici
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podminky prevzaté z [34], kterd iikd, Ze integrdl napéti o, pres plochu prifezu véilce musi byt
roven celkovému zatiZeni v axidlnim sméru. JelikoZ v naSem pfipad€ uvazujeme valcové téleso
v axidlnim sméru nezatiZené, plati

rn
/ 21r0.dr = 0. (7.27)
rt

Dosazenim z rovnice (7.26) do rovnice (7.27) a ndslednym feSenim obdrzime

(I+p=2u)|r5-rf u
r%—r%4(l—u)

ST E(1-w

Odtud je patrné, Ze skute¢né plati &,(r,z) = konst. Po dosazeni za &, z rovnice (7.28) do rovnic
(7.10), (7.11) a (7.12) dostaneme po tpravé pro variantu (b)

pw>—2uA |. (7.28)

2u ) B ( u>  r—rt 3-2u 2) 5

o=\" A=pt - 2 )pe?,  (729)
( 1-u 2 \4(l-p)?ri—r} 8(1—u) p

2 B L St s G & ) (EEA P
= 1_ A _ N .
” ( 1- > +r2+(4(1—u)2r§—r% s(1—pu) )PY (7.30)
_ 1’,421_,,4]1 2 u 2
0= (Er%—rf - 2(1_u)pw : (7.31)

JelikoZ napéti 6,, 0; a o; jsou zaroven hlavni napéti, redukované napéti o4 dle podminky
HMH obdrZime dosazenim do rovnice

Ored = \/% [(6,=0)*+ (0, —0r)? +(0,— )] [8]. (7.32)

Valcové téleso s vnitinim otvorem

Zbyva stanovit konstanty A a B. Ty uréime pro piipad véalcového télesa s vnitinim otvorem
z okrajovych podminek pro radidlni napéti o,. UvaZované rotujici valcové téleso je zatiZeno

pouze objemovymi silami od rotace, hranicni valcové plochy nejsou zatizeny Zadnymi vnéjSimi
pretlaky. Plati tedy, Ze pro

r=ri: o, =0, (7.33)
r=ry: o, =0. (7.34)

Okrajové podminky (7.33) a (7.34) piedstavuji soustavu dvou rovnic o dvou neznidmych. Rege-
nim, napiiklad s pouZitim programu Maple, obdrzime konstanty A a B ve tvaru

13=5u)(ri+13) 5

A=l o2, (7.35)
8 (- Diu-1P
1ri3@ep-3)

Funkéni zavislosti 6,(r), 0;(r) a 0;(r) obdrzime zpétnym dosazenim konstant A a B do rovnic
(7.29), (7.30) a (7.31). Funk¢ni zavislost redukovaného napéti Oyeq(r) dle podminky HMH je
ddna rovnici (7.32). Pfi hleddn{ funkéni zdvislosti pro radidlni posuv u,(r) 1ze s vyhodou vyuzit
rovnice (7.14). Dosazenim za & z geometrickych rovnic (7.9) dostaneme po drobné tpravé

[0 — (o +0)]. (7.37)

ur:

&y~



70 KAPITOLA 7. MODELOVANI OHYBOVE TUHEHO ROTORU NA UROVNI 1

Na obrazku 7.11 jsou vykresleny pribéhy napéti a radidlniho posuvu rotujiciho valcového
télesa varianty (b) ziskané diferencidlnim pfistupem a variaCnim pristupem s pouZzitim MKP.
Mira shody pfislusnych priibéht potvrzuje spravnost analytického feSeni. Na obrazku 7.12 je
pak odvozené analytické feSeni pouZito k aproximaci pribéhti napéti a deformace modelu rotoru
z obrazku 7.1 pfi uvazovani zatizeni a uloZeni varianty (B).

ROTUJICI VALCOVE TELESO - VARIANTA (b) (14000 otmin™")
HLAVNIi NAPETI REDUKOVANE NAPETI (HMH)

T T T T i~
o_diferencialni pristup o diferencialni pfistup
' = 1571 [ RN ] iéni ofi MKP 1
o, diferencialni pfistup - varicni pfistup ( )
- ®
15 o, diferencialni pfistup o 10
= = u = o_variaéni pfistup (MKP) S
r o 5
= LR variaéni pfistup (MKP) ‘ZG ; : ;
% 10 == = = 0, variacni pfistup (MKP) | | 0 10 20 30
% Polomér r [mm]
>
& %1074 RADIALNi POSUV
Z 5t ] T .

r

diferencialni pfistup
= = m = yariaéni pfistup (MKP)
n 1 I

Posuv u_[mm]
I

. . . . . . 2 .
0 5 10 15 20 25 30 35 0 10 20 30

Polomér r [mm] Polomér r [mm]

Obr. 7.11: Deformace a napjatost rotujiciho valcového télesa varianty (b).

APROXIMACE ANALYTICKYM RESENIM (14000 otmin™")
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> "ran,,
12k == = = 0, rotor (B) (variacni pfistup - MKP) | | S 51 =

= = === o rotor (B) (variaéni pFistup - MKP) Z . . .

£ 1or ] 0 10 20 30
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Obr. 7.12: Aproximace pribéhu napéti a radidlniho posuvu pomoci analytického fesent.

Pfesnost, s jakou analytické feSeni aproximuje hodnoty u,(r2) a Oreq(r1), je vyjadiena pomoci
relativnich odchylek v tabulce 7.4. V obou ptipadech jsou relativni odchylky mensi nez 5 %.
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Ored (rl ) [MPa] ur("’Z) [mm]
Vilcové téleso (b) (diferencidlni ptistup) 16,75 6,24-1074
Model rotoru (B) (variacni pfistup) 17,52 6,49-10~*
RSD [%] 3,19 2,80

Tab. 7.4: Relativni odchylky hodnot Oyeq(r1) a u,(r2).

Valcové téleso bez vnitiniho otvoru
V pripadé rotujiciho védlcového télesa bez vnitiniho otvoru, pro které je r; = Omm, stanovime
integracni konstanty A a B z nésledujicich okrajovych podminek
r=0: u, =0, (7.38)
r=rnry: Gr = 0_ (7.39)

Z obecného feSeni (7.23) plyne, Ze aby byla splnéna geometrickd okrajovd podminka (7.38),
musi C; = 0. Odtud pak dostaneme

B=0 [13]. (7.40)
Ze silové okrajové podminky (7.39) dostaneme dosazenim do rovnice (7.29) po Upravé

(3-5u)r 2
(w2 Dau - i

Funkéni zdvislosti o,(r), 6;(r) a o;(r) obdrzime zpétnym dosazenim konstant A a B do rov-
nic (7.29), (7.30) a (7.31). Funkéni zavislost radidlniho posuvu u,(r) je ddna rovnici (7.37)
a funkéni zdvislost redukovaného napéti Oyeq(r) dle podminky HMH rovnici (7.32). Extrém
redukovaného napéti se vzdy nachazi v poloze r = r; = Omm.

A=1
8

7.3 Model ohybové tuhého rotoru trovné 1

S pouzitim rovnic odvozenych v podkapitolach 7.1 a 7.2 byl v programu Matlab sestaven zjed-
noduSeny vypoctovy model ohybové tuhého rotoru uloZeného na pruznych podporich. Pouziti
vypoctového modelu je omezeno na vysokorychlostni masivni rotory. Sestaveny vypoctovy mo-
del je dohledatelny v ptiloze v podobé M-souboru: Ohybove_Tuhy_Rotor.m.

Obr. 7.13: Model ohybové tuhého rotoru drovné 1.
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Vstupni parametry:

celkova hmotnost rotoru m [kg],

provozni ota¢ky n [ot-min~'] a tthové zrychleni g [m-s~2],

poloméry r; [mm] a r, [mm] pri¢ného prifezu iseku s nejvétsim primérem,
vule mezi rotorem a statorem 6 [mm],

modul pruznosti v tahu E [MPa], Poissoniiv pomér i [-] a hustota p [kg-m_3],
tuhost pruznych podpor k; [N-mm™!],

magnetickd tuhost Cy;;g [N-mm~1].

ReSeni:

Prvnim krokem feSeni je prevod vstupnich parametrti do konzistentnich jednotek a zavedeni
vektoru poloh r € (ry,r,). Nédsleduje vypocet ekvivalentni tuhosti k., dle vztahu (7.1). S pouZi-
tim vztahu (7.2) je nasledné stanoven posuv u; rotoru jako tuhého celku v disledku deformace
pruznych podpor. S pouzitim rovnice (7.6) je pfiblizné€ stanovena hodnota prvni kritické ihlové
frekvence Q). Nésleduje aproximace zavislosti 6,(r), 6;(r), 6;(r), Ored(r) a u,(r) pomoci zjed-
noduseného modelu rotujiciho vélcového télesa se svdzanymi axidlnimi posuvy podstav. V za-
vislosti na zadané hodnoté€ vnitfniho poloméru r; program rozhodne, zda se jedna o rotor s vniti-
nim otvorem ¢i bez vnitinitho otvoru. Pro model rotoru s vnitinim otvorem (r; # Omm) jsou
konstanty A a B dany vztahy (7.35) a (7.36), pro model rotoru bez vnitiniho otvoru (r; = Omm)
pak vztahy (7.41) a (7.40). Zavislosti 6,(r), 6;(r) a 6,(r) jsou ziskdny dosazenim konstant A a B
do rovnic (7.29), (7.30) a (7.31). Z téchto jsou ndsledné vyhodnoceny zavislosti redukovaného
napéti opq(r) dle podminky HMH a radidlniho posuvu u,(r) dle rovnic (7.32) a (7.37). Na-
sledné je stanovena hodnota extrému redukovaného napéti o.q(r1) a celkového deformac¢niho
posuvu rotoru u., ktery je dan souctem

ue = ug +up(ry). (7.42)

Na zdkladé hodnoty deformacniho posuvu u. je rozhodnuto, zda dochazi k dosaZeni mezniho
stavu deformace, tj. vymezeni viile mezi rotorem a statorem.

! : detail
| | 5 (r2)
Ul I

s S OO (N y :
N i ¢ O — - 3

| -

ki ki
| PR | S

Obr. 7.14: Celkovy posuv ohybové tuhého rotoru.

Vstupy programu:

vykreslené pribéhy zavislosti 6,(r), o;(r), 0;(r), Ored(r) a u,(r),

vypis hodnoty prvnich kritickych ota¢ek n; [ot-min~!],

vypis hodnoty extrému redukovaného napéti G,.q(r) [MPa],

vypis hodnoty celkového deformacniho posuvu rotoru u, [mm], doplnény o informaci,
zda dochézi nebo nedochézi k vymezeni vile 0 mezi rotorem a statorem.
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8 Modelovani rotoru na vyssich arovnich
s pouzitim MKP

MKP umoZiiuje modelovat rotor na mnoha réiznych trovnich. Uroveti pouZitého vypo&tového
modelu ma zajisté vliv na presnost ziskanych vysledkil a potfebny vypoctovy cas. Klicové je
dosdhnout ur¢itého kompromisu, tj. prijatelné presnosti vysledkl za pfijatelnou dobu vypoctu.
Cilem v této kapitole je posoudit rizné pfistupy k vypoctovému modelovani rotoru pomoci
MKRP pfi deformacné-napét’ové a modalni analyze. Zarovenl by mélo byt demonstrovano, jak
pri téchto analyzéach efektivné postupovat. Pracovat budeme v programu Ansys Workbench.
V pripadé deformacné-napét’ové analyzy bude pouzit blok ,,Static Structural®, v pfipad€ mo-
délni analyzy blok ,,Modal“.

Jednotlivé komponenty zadaného modelu geometrie jsou patrné z obrdazku 8.1. Jednd se
o predbéZzny ndvrh vysokorychlostniho masivniho rotoru, s poZzadovanymi pracovnimi otic-
kami n = 50000 0t-min~!. T&lo je zhotoveno z kompaktniho kusu oceli 41CrMo4. Klec rotoru,
zhotovend ze slitiny CuCrZr, se sklada ze 26 ty¢i a 2 kruht. TyCe jsou vsazeny do predem
vyvrtanych dér v t€le rotoru a ndsledné pdjeny ke kruhiim. Na kruhy jsou nalisovany zdére,
zhotovené z titanové slitiny Titan Grade 5, s presahem 0,1 mm. Vile mezi rotorem a statorem
(tj. Sitka vzduchové mezery) 8 = 1,6 mm. Potiebné rozméry jsou vykresleny na obrazku 8.2.

télo rotoru tyce zdéte

S22l g g 212|g/q

S8l a & ISERSH R SERSY Z
Zis
;—1
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]
[
[
A 20

21 152 41

Obr. 8.2: Rozméry modelu geometrie zadaného rotoru.
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Na previsly konec t€la rotoru je nalisovdn ventilator zhotoveny z duralové slitiny. Model
geometrie ventilatoru byl poskytnut ve formdtu step. Behem vypoctového modelovéani pomoci
MKP bude ventilator v programu Ansys Workbench nahrazen pomoci prvku typu MASS21, tj.
[35]. Hustota duralové slitiny p = 2800kg-m~>. Pomoci programu Autodesk Inventor byla
spo¢tena hmotnost ventildtoru m, = 0,093 kg a hlavni momenty setrvacnosti /; = 58,681 kg-mm?,

Vvev

patrné z obrazku 8.3.

@22

N"\
N

Obr. 8.3: Model geometrie ventildtoru.

V mistech A a B, viz obrazek 8.2, je rotor uloZen v pruznych loZiscich se zadanymi tuhostmi
kA =102-10°N-mm~" a kB = 101 - 103N-mm~!. Tuhosti loZisek jsou uvaZzovany konstantni
v horizontdlnim i vertikdlnim sméru. NevyvaZeny magneticky tah je zaddn hodnotou magne-
tick€ tuhosti Cy,g = 333N-mm~!. V programu Ansys Workbench budou loZiska modelovéna
s pouzitim loZiskovych prvki COMBI214 se zadanymi tuhostmi k% = kb, = k™ a kB, = k5, = kB
[36]. Magneticky tah bude modelovan s pouzitim dvou pruzinovych prvki typu COMBIN14 se
zadanymi zdpornymi tuhostmi k = —C,.

Potfebné modely materidli jsou v programu Ansys Workbench definovany v prvni fazi
preprocessingu v kolonce ,,Engineering Data“. V pripadé vSech komponent je uvazovan ho-
mogenni, izotropni, linedrné pruzny model materidlu (,,Linear Elastic — Isotropic Elasticity*).
Zadané hodnoty modulu pruznosti v tahu E, Poissonova poméru p, hustoty p a meze kluzu oy
jsou pro ocel 41CrMod4, slitinu CuCrZr a slitinu Titan Grade 5 v tabulce 8.1.

E [MPa] | p[-] | p[kgm™’] | o [MPa]
41CrMo4 200000 | 0,3 7850 760
CuCrZr 108000 | 0.3 8900 450
Titan Grade 5 | 114000 | 0,3 4450 828

Tab. 8.1: Materidlové parametry komponent rotoru.

8.1 Deformacné-napét’ova analyza rotoru

V ramci deformacné-napét'ové analyzy budou vySetiovany dva riizné mezni stavy, mezni stav
pruznosti a mezni stav deformace. Mezni stav pruznosti nastane tehdy, jestlize redukované na-
péti v kritickém misté dosdhne meze kluzu o} daného materidlu. Mezni stav deformace pak
nastane tehdy, jestlize dojde k vymezeni vile 6 mezi rotorem a statorem ¢i vymezeni piesahu
mezi kruhy a nalisovanymi zdéfemi. VySetfovdn bude chod rotoru pfed prohfitim, tj. nebude
uvazovéano teplotni zatiZeni. RovnéZz nebude uvazovén kroutici moment, nebot’ z hlediska po-
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méru vykonu a otdcek zadaného rotoru nedosahuje vyznamnych hodnot. Prvotni vypocet bude
proveden s pouZzitim plného modelu geometrie s pomérné hrubou siti. O dalSim postupu bude
rozhodnuto na zakladé ziskanych vysledki.

8.1.1 Plny model rotoru

Preprocessing

Po zadefinovani modeli materidlu v kolonce ,,Engineering Data* nasleduje tvorba modelu ge-
ometrie v kolonce ,,Geometry ‘. Model geometrie rotoru byl vytvoren v prostredi ,,Design Mo-
deler* v programu Ansys Workbench. S pouzitim funkce ,,Slice* byl nasledné rozsegmentovan
tak, aby umoznil vytvoreni pravidelné mapované konecno-prvkové sité. V preprocessingu po-
kracujeme v kolonce ,,Model““. Zde je model geometrie doplnén o prvek typu MASS21 (,,Point
Mass ) reprezentujici ventilator. Prvek je vztazen ke stykové vélcové ploSe téla rotoru s venti-

Vvew

je v konecné podobé€ patrna z obrazku 8.4. Pouzity byly elementy typu SOLID186 [37].

Mesh Mesh Ventilator
01.04.2019 13:16 01.04.2019 13119 01.04.2019 13:30

. Ventilator
Mass Magnitude: 9,3e-002 kg
Location: 2,2;0,0, mm

Y
- . Q S
40,00 (v gladg 000 ()
] Z

Obr. 8.4: Vyslednd kone¢no-prvkovd sit’ a model ventildtoru.

V zéloZce ,,Connections* byly ndsledné definovany kontakty mezi dil¢imi komponentami
rotoru. Uvazovany byly kontakty typu ,,Frictional* se zaddnim hodnoty koeficientu tfeni O, 1.
Jak v pripadé kontakti mezi té¢lem rotoru a kleci, tak v piipadé kontaktti mezi kleci a zdéfemi
byly stykové plochy nalezici kleci definovany jako ,,Contact* a stykové plochy nélezici t€lu ro-
toru a zdéfim jako ,,Target®. Po stykovych plochéach definovanych jako ,,Contact* program au-
tomaticky vygeneruje kontaktni prvky typu CONTA174, po stykovych plochich definovanych
jako ,,Target pak prvky typu TARGE170. Pfesah mezi kruhy a zdéfemi byl nastaven s pouZi-
tim funkce ,,Offset”. V pfipadé vSech kontaktli byla pouZita metoda ,,Augmented Lagrange“,
ktera je kombinaci metody ,,Pure Penalty“ a metody ,,Normal Lagrange* [38].

Prvky typu COMBI214 nalezneme v zdloZce ,,Connections pod ndzvem ,,Bearing‘. Tyto
prvky lze predepsat k jediné ploSe, jedinému bodu ¢i vzddlenému bodu (tzv. ,,Remote Point*)
[36]. Vnéjsi valcové plochy v polohdch A a B jsou vsak v disledku segmentace modelu geo-
metrie rozdéleny na dvé ¢asti. Z tohoto diivodu byly loZiskové prvky vztazeny ke vzdalenym
bodliim definovanym nad t€émito valcovymi plochami. Obdobnym zptisobem bylo postupovano
v pripadé prvki typu COMBIN14, pouzitych k modelovani magnetického tahu. Tyto prvky se
nachazi v zédloZzce ,,Connections“ pod nazvem ,,Spring*. Vzdaleny bod byl v tomto pripadé
definovan nad vnéjsi valcovou plochou téla rotoru mezi zdéfemi. Pouzité vzdilené body jsou
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situovany v tézistich vztaznych vélcovych ploch. Vztazné vélcové plochy a dilc¢i modely lozisek
a magnetického tahu jsou patrné z obrazku 8.5.

Cmg.y
01.04.2019 12:56

B cmoy
. Cmg_z
. Bearing_B
. Bearing_A

0,00 50,00 100,00 {mim)
i

25,00 75,00

Obr. 8.5: Dil¢i modely lozisek a magnetického tahu.

Zbylé stupné volnosti rotoru — axidlni posuv a rotace kolem osy rotoru — byly odebrany
s pouzitim okrajové podminky ,Remote Displacement* aplikované na krajni mezikruhovou
plochu previslého konce téla rotoru. Model rotoru byl nésledné zatiZen vlastni tihou, tj. tiho-
vym zrychlenim g = 9,81 m-s~!, orientovanym v zaporném sméru osy y (,,Standard Earth Gra-
vity“), a setrvaénymi objemovymi silami od rotace pii provoznich otdckach n = 50000 ot-min~!
(,,Rotational Velocity ‘).

Postprocessing

Na obrazku 8.6 vlevo jsou vykresleny hodnoty radidlnich posuvi téla rotoru v lokdlnim cylin-
drickém soufadném systému. Maximdlni radidlni posuv, nachdzejici se na vnéjsi valcové plose
téla rotoru, nabyva hodnoty 15,2- 107> mm. K vymezeni ville § mezi rotorem a statorem ne-
dochdzi. Na obrazku 8.6 vpravo je vykreslen ,,Contact Status‘ mezi kruhy a zdéfemi. Odtud
je patrné, Ze télesa se chovaji jako pevné spojend. K vymezeni presahu mezi kruhy a zdéfemi,
vlivem setrvaénych objemovych sil, nedochazi.

C: D-N Analyza
Directional Deformation
Type: Directional Deformation(X Axis)

C: D-N Analyza
Status
Type: Status

.btt

Unit mm Time: 1
Cylindrical 14.04.2019 21:59
Time: 1 /
Custom . Over Constrained
Max: 0,13669
Min: 0,00035104 . Far
01.04.2019 20:49 [ | Near
[[] sliding
0,015231 . Sticking

0,013577
0,011924
0,010271
0,0086174
0,0069641
0,0053109

v ‘
Zﬁjlx / ‘
00036576 An’

0,0020043 " 0.00 30,00 (mm) T
0,00035104 1250 3750 _:15’00

Obr. 8.6: Radidlni posuvy téla rotoru a ,,Contact Status“ mezi kruhy a zdéfemi.
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Na obrazku 8.7 jsou vykresleny hodnoty redukovaného napéti dil¢tho modelu téla rotoru sta-
novené dle podminky HMH (,,Equivalent von Mises*). Globalni maximum, dosahujici hodnoty
277,7MPa, se nachazi na vnitini valcové plose priblizné ve stiedu tseku s nejveétsim primérem.
K dosaZeni mezniho stavu pruznosti nedochézi. Lokdlni extrémy se nachdzi v oblastech dér, do
kterych jsou vsazeny tyCe klece rotoru. Na obrazku 8.7 vpravo je vykreslen detail oblasti jedné
z téchto dér, kde lokdlni extrém redukovaného napéti dosahuje hodnoty 261,0 MPa. Z tohoto
detailu je rovnéZz patrné, Ze v téchto oblastech vznikaji vysoké gradienty napéti. Hranice mezi
konturami by se v idedlnim pfipadé mély bliZit hladkym kiivkdm, coz zde jednoznacné splnéno
neni. Z této skuteCnosti plyne, Ze pouZitd sit’ je pfili§ hruba na to, aby vysoké gradienty napéti
postihla. Ziskané vysledky lokdlnich extrému napéti proto nelze povazovat za vérohodné.

C: D-N Analyza
Equivalent Stress
Type: Equivalent (von-Mises) Stress
Unit: MPa
Time: 1

Custom

Max: 453,69
Min: 0,65072
14.04.2019 21:31

277,67
247,54
217,41
187,28
157,15
127,02
96,89

66,76
1663 0,00 25,00 50,00 (mm)
4 I O

65007 12,50 37,50

Obr. 8.7: Télo rotoru — redukované napéti ,,Equivalent von Mises .

Na obrazku 8.8 jsou vykresleny hodnoty redukovaného napéti dil¢ich modeli klece rotoru
a zdéfi. V piipadé téchto dil¢ich modeli patrné nedochdzi k dosaZeni mezniho stavu pruZnosti.
Je vSak otdzkou, zda Ize tyto hodnoty napéti povazovat za platné. Zejména v piipade dilcitho
modelu klece rotoru je na prvni pohled zavadéjici, Ze v oblastech ostrych prechodii mezi kruhy
a ty¢emi nedosahuje redukované napéti vyznamné zvySenych hodnot. Pfi¢inou miiZze byt pouZiti
prili§ hrubé konecno-prvkové sité, kterd neni schopna postihnout gradienty napéti v této oblasti.
Detailni analyza napjatosti v té€chto oblastech bude provedena v nasledujici podkapitole 8.1.2.

C: D-N Analyza
Equivalent Stress
Type: Equivalent (von-Mises) Stress

C: D-N Analyza
Equivalent Stress
Type: Equivalent (von-Mises) Stress

Unit: MPa Unit: MPa
Time: 1 Time: 1
Custom Custom
Max: 456,42 Max: 456,42
Min: 0,66407 Min: 0,66407
01.04.2019 17:15 01.04.2019 17:12
168,04 456,42
149,44 443,96
130,84 431,51
112,25 y 419,05
93,649 ’ A 406,59
75,052 3 394,14
56455 381,68 \
37,858 Z,‘}f 369,22 Z.‘?f
19,261 0.00 20,00 40,00 (mm) 356,77 0,00 25,00 50,00 (mm)
056407 e e 34431 - T

Obr. 8.8: Klec a zdére — redukované napéti ,,Equivalent von Mises*.
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8.1.2 Vysecovy model rotoru

Z obrazki 8.6, 8.7 a 8.8 je patrné, Ze deformace a napjatost vysetfovaného rotoru vykazuje znac-
nou miru periodické opakovatelnosti. Pro model rotoru z predchozi podkapitoly byla provedena
statickd strukturdlni analyza

(A) suvazovanim vlastni tihy rotoru,
(B) bez uvaZzovani vlastni tihy rotoru.

Pro uvaZované varianty zatiZeni byly vyhodnoceny deformacni posuvy u, v roviné xy global-
niho soufadného systému podél vnitini a vnéjsi valcové plochy téla rotoru, viz obrazek 8.9.
Z vykreslenych priibéhd je patrné, Ze vliv setrvacnych objemovych sil od rotace znacné preva-
Zuje nad vlivem tihovych sil a magnetického tahu. Hodnoty u, varianty (A) jsou vii¢i hodnotdm
uy varianty (B) mirn€ posunuty v zdporném sméru osy y. Tyto odchylky jsou z podstatné Casti
zptisobeny deformaci pruznych lozisek. Prispévek od ohybu nema na tyto odchylky podstatny

vliv. Rotor lze proto modelovat jako dokonale ohybové tuhy.

DEFORMACNIi POSUVY ROTORU u = f(x)

0.015 T T T T T T X
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Obr. 8.9: Posuvy u, v rovin€ xy po vnéjsi a vnitini vdlcové plose t€la rotoru.

Skute€nosti uvedené v predchozim odstavci nds opraviiuji pouZit pro posouzeni deformacné-
napét'ového stavu rotoru vyseCovy model geometrie. Pfi zjemiovani konecno-prvkové sité,
ktera se v predchozi podkapitole prokazala jako nedostacujici, pak s pouzitim vysecového mo-
delu geometrie docilime znacné dspory prvki.

Preprocessing

VyseCovy model geometrie byl vytvoren v prostfedi ,,Design Modeler®, v programu Ansys
Workbench. Pomoci dvou merididnovych fezt, s pouzitim funkce ,,Slice*, byla z plného mo-
delu geometrie separovdna nejmensi periodicky se opakujici jednotka. Podstatou je docilit toho,
aby na plochy fezu bylo mozné aplikovat symetrické okrajové podminky. Ziskany model geo-
metrie je spolu s detailem zjemnéné konecno-prvkové sité patrny z obrazku 8.10. Sit” je tvofena
prvky typu SOLID186. Kontakty mezi dil¢imi komponentami rotoru byly formulovany stejnym
zptisobem jako v piipadé plného modelu rotoru, viz podkapitola 8.1.1.
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Obr. 8.10: VyseCovy model geometrie rotoru — kone¢no-prvkova sit’.

Symetrické okrajové podminky byly formulovdny zamezenim tangencidlnich posuvi uzla
ndleZicich meriadidnovym plochdm fezu. Pro tyto tcely bylo tfeba definovat v ose rotoru lo-
kdln{ cylindricky soufadny systém. Zbyly stupeii volnosti — axidlni posuv — byl odebrdan pomoci
okrajové podminky ,,Remote Displacement aplikované na hrani¢ni plochu previslého konce
téla rotoru. Model rotoru byl nésledné zatizen setrvacnymi objemovymi silami od rotace pfi
pozadovanych provoznich otackach.

Postprocessing

Na obrazku 8.11 vlevo jsou vykresleny hodnoty radidlnich posuvi téla rotoru v lokdlnim cylin-
drickém soufadném systému. Maximdlni radidlni posuv, nachdzejici se na vné&jsi valcové plose
téla rotoru, nabyva hodnoty 14,8 - 1073 mm. Pro posouzeni mezniho stavu deformace je viak
tieba pouzit plny model rotoru zahrnujici rovnéz deformaci pruznych lozisek v disledku tihy
rotoru a magnetického tahu. Na obrdzku 8.11 vpravo jsou vykresleny hodnoty kontaktniho tlaku
a ,,Contact Status“ mezi kruhy a zdéfemi. K vymezeni pfesahu mezi kruhy a zdéfemi nedochazi.

C: Sector Model C: Sector Model C: Sector Model
Directional Deformation . Pressure Status
Type: Directional Deformation(X Axis) ] Type: Pressure Type: Status
Unit: mm Unit: MPa Time: 1

Time: 1 03.04.2019 18:45

Cylindrical(Mechanical Model)
Time: 1

Custom Obsolete

Custom Max: 133,03 . Over Constrained
Max: 0,1371 Min: 0 . Far
Min: -0,00024341 03.04.2019 18:45 D Near
03.04.2019 18:39
148,41 [] sliding
0,015047 131,92 B sticking
0,013348 11543
0,011649 98,941
0,0099504 82,451
0,0082515 65.961
0,0065525 v 49,471
0,0048535 3298
0,0031545 L)(_" 2 16,49 Y)s Y)s
0,0014556 800 (M) 0 0,000 3,000 (mm) L z 0,000 3,000 (mm) L z
-0,00024341 5,000 15,000

1,500 1,500

Obr. 8.11: VyseCovy model — radidlni posuvy téla rotoru a kontakt mezi kruhy a zdéfemi.

Na obrazku 8.12 jsou vykresleny hodnoty redukovaného napéti (,,Equivalent von Mises ‘)
dil¢iho modelu téla rotoru. Zjemnéna sit’ jiz vystihuje vysoké gradienty napéti v oblasti vyusténi
ty¢i vérohodné. V této oblasti se nachdzi globdlni maximum redukovaného napéti dosahujici
hodnoty 293,3 MPa. Pri¢inou tohoto extrému je vyznamna deformace kruhi v radidlnim sméru.
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Kruhy jsou pevné spojeny s ty¢emi vsazenymi do dér téla rotoru. Tyce jsou pak v této oblasti
v disledku rozpinani kruhti vtlacovany do dér téla rotoru. Lokaln{ extrém redukovaného napéti,
nachdzejici se na vnitfni valcové ploSe téla rotoru, dosahuje hodnoty 287,8 MPa. K dosazeni
mezniho stavu pruznosti v piipadé téla rotoru nedochdzi.

C: Sector Model C: Sector Model C: Sector Model

Equivalent Stress Equivalent Stress Equivalent Stress

Type: Equivalent (von-Mises) Stress Type: Equivalent (von-Mises) Stress Type: Equivalent (von-Mises) §
Unit. MPa Unit. MPa Unit: MPa

Time: 1 Time: 1 Time: 1

Custom Custom Custom

Max: 643,08 Max: 643,08 Max: 643,08

Min: 047634 Min: 047634 Min: 0,47634

03.04.2019 17:56 03.04.2019 18:06 03.04.2019 18:13

293,33 293,33 293,33
261,15 261,15 261,15
228,97 228,97 228,97
196,78 196,78 196,78
1646 164,6 164,6
132,41 132,41 132,41
100,23 Y 100,23 100,23
68,047 k 68,047 68,047
35,864 0,000 5,000 10,000 (mm) z 35,864 500 35,864 09
3,68 2500 7500 3,68 3,68

Obr. 8.12: VyseCovy model, télo rotoru — ,,Equivalent von Mises ‘.

Na obrazku 8.13 jsou vykresleny hodnoty redukovaného napéti dil¢ich modeli klece rotoru
a zdéfi. V pripadé€ zdéfi dosahuje globdlni maximum redukovaného napéti hodnoty 458,8 MPa.
K dosaZeni mezniho stavu pruZnosti v ptipadé zdéii nedochazi.

V ptipadé dil¢iho modelu klece rotoru se maximélni hodnoty redukovaného napéti nachazi
v oblasti ostrého pfechodu mezi kruhy a tyCemi. Tyto extrémy plny model rotoru, v disledku
prili§ hrubé konecno-prvkové sité, nezachycuje. Globalni maximum redukovaného napéti na-
byvé hodnoty 643,1 MPa. Tato hodnota pfesahuje mez kluzu slitiny CuCrZr téméf o 200 MPa.
Patrné se vSak jednd o napét ovou singularitu. Stav napjatosti v oblasti prechodu mezi kruhy
a ty¢emi bude podrobné posouzen v nésledujici podkapitole.

C: Sector Model
Equivalent Stress
Type: Equivalent (von-Mises) Stress

C: Sector Model
Equivalent Stress
Type: Equivalent (vo

C: Sector Model
Equivalent Stress
Type: Equivalent (von-Mises) Stress

Unit MPa Unit MPa Unit: MPa
Time: 1 Time: 1 Time: 1
Custom Custom Custom
Max: 643,08 Max: 643,08 Max: 643,08
Min: 0,47634 Min: 047634 Min: 0,47634

03.04.2019 19:24 03.04.2019 19:26 03.04.2019 19:31

643,08 643,08 458,77

571,68 571,68 445,65

500,28 500,28 432,54

428,88 41942

357,48 406,3

286,08 393,18

214,68 380,06

143.28 A 366,94 M
71876 0,000 9,000 (mm) k‘ 4 35382 0,000 8,000 (mm) k’ z
047634 I ) 340,71 [

4,500 4,000

Obr. 8.13: VyseCovy model, klec rotoru a zdére — ,,Equivalent von Mises ‘.
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8.1.3 Sub-model klece rotoru

Podstata ,,Sub-modellingu* spociva ve vytvoreni dil¢tho vypoctového modelu oblasti global-
niho vypoctového modelu, kterd vyzaduje detailn€jsi zpracovani modelu geometrie, konecno-
prvkové sité apod. V naSem pripadé je globdlnim modelem vysecovy model rotoru z podkapi-
toly 8.1.2. Cilem je posoudit stav napjatosti v oblasti piechodu mezi kruhy a ty¢emi klece rotoru.
Model geometrie sub-modelu byl vytvoren v ,,Design Modeleru‘ programu Ansys Workbench
separaci z vyseCového modelu geometrie pomoci funkce ,,Slice*. Z pohledu definovani okra-
jovych podminek je vyhodné, pokud se sub-model nachazi ve stejné poloze jako na globalnim
modelu. Dalsi feSeni spocivd v propojeni kolonky ,,Solution* globalniho modelu s kolonkou
»etup‘ sub-modelu, jak je patrné z obrazku 8.14.

- A - B

Sector Model 6 | @3 Solution

- Cc - D - E
2 @ﬂ Geometry v . 2 @ Engineering Data v a 2 ﬁ Model v . 2 m Geometry v 4 2 Q Engineering Data v B
Sector Geometry \. 3 @) Geometry v 4 3 @ setp v Submodel Geometry 3 ) Geometry v .,
4 | @ Mesh v 4 Solution v, 4 @ Model v,
Mechanical 5| @ Results v 5 @ Setup v
v
v .

7 @ Resuts

Submodel 1

Obr. 8.14: Propojeni bloki ,,Static Structural globalniho modelu a sub-modelu.

Propojenim bloki ,,Static Structural globalniho modelu a sub-modelu vznikne v kolonce
»Model* zédlozka ,,.Submodeling®. Zde je tieba formuloval okrajové podminky sub-modelu.
V naSem piipadé byla pouZita podminka ,,Cut Boundary Constraint* aplikovand na plochy
fezu sub-modelu. Uzly néleZici plochdm fezu jsou zatiZeny deformacnimi posuvy pievzatymi
z globélniho modelu, jak je patrné z obrdzku 8.15.

G: Submodel 1

Im ported Cut Boundary Constraint
Time: 1,5

All

Unit mm

03.04.2019 19:39

0,0355417 Max
0,0337079
0,0318741
0,0300403
0,0282066
0,0263728
0,024539
0,0227052
0,0208714
0,0190377 Min

i

0,000 4.000 8,000 (mrm)
1

2,000 6,000

Obr. 8.15: Sub-model oblasti prechodu mezi kruhem a tyci.

S pouzitim sub-modelu byla pozorovéana Spickovd hodnota redukovaného napéti v oblasti
ostrého prechodu mezi kruhem a ty¢i pfi riznych hustotdch kone¢no-prvkové sité. Jak je patrné
z obrazku 8.16, pfi postupném zjemiiovani sité¢ prudce nartistaji maximdalni hodnoty redukova-
ného napéti, a to nejen v oblasti Spickové hodnoty, ale rovnéz po celé délce ostrého prechodu.
Jednd se tedy skute¢né o napét ovou singularitu. Pro posouzeni stavu napjatosti v této oblasti
byly ostré piechody opatfeny radiusy o polomérech zaobleni 0,1 mm. Uprava ostrych piechodi
je spolu s kone¢no-prvkovou siti patrnd z obrazku 8.17. Na obrazku 8.18 jsou pak vykresleny
hodnoty redukovaného napéti.
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H: Submodel 2
Equivalent Stress
Type: Equivalent (von-
Unit: MPa

Time: 1

03.04.2019 21:01

I: Submodel 3
Equivalent Stress
Type: Equivalent (von
Unit: MPa

Time: 1

03.04.2019 21:10

G: Submodel 1
Equivalent Stress
Type: Equivalent (von-|
Unit: MPa

Time: 1

03.04.2019 21:08

575,07 Max 927,83 Max

746,88

1520,9 Max

WL R ant il
[k ne il

%’4‘!“'@"‘!@1%‘551’ﬁﬁ&éﬁmﬁ%ﬁﬁ?’“

@,ggg,«gggggm%m i

i

Obr. 8.17: Zaobleni ostrych prechodi mezi kruhem a ty¢i.

E: Submodel r=0,1mm

Equivalent Stress

Type: Equivalent (von-Mises) Stress
Unit: MPa
Time: 1

Obr. 8.18: Napéti ,,Equivalent von Mises* v misté zaoblenych prechodd.

Jak je patrné z obrdzku 8.18, maximélni redukované napéti zna¢né prekracuje mez kluzu
slitiny CuCrZr (nabyva témér trikrat vyssi hodnoty). Z tohoto divodu byla dédle provedena
deformacné-napét'ova analyza s uvazovanim idedlné pruzné-plastického modelu materidlu —
zavislost o—¢ je vykreslena na obrdzku 8.19. V programu Ansys Workbench byl pouZzit bili-
nearni model materidlu, tj. model ,.Isotropic Elasticity“, se zaddnim hodnot E, u a p, v kom-
binaci s modelem ,,Bilinear Isotropic Hardening*, ktery vyZzaduje zadani hodnoty meze kluzu
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o a teného modulu zpevnéni Ep [MPa] (smérnice piimky zpevnéni). Pro uvazovany idedlné
pruzné-plasticky model materidlu je Er = OMPa.

0 IDEALNE PRUZNE-PLASTICKY MODEL MATERIALU (CuCrZr)

© 400 - .
o
=300 - 1
)
3 200 1
&
Z 100 - |
O 1 1 1 1 1 1
0 0.002  0.004  0.006  0.008 0.01 0.012  0.014
Pretvoreni e [-]

Obr. 8.19: Zavislost o—¢ idealné pruzné-plastického modelu materiélu slitiny CuCrZr.

Pro dcely mapovani deformacné-napét’ové odezvy materidlu béhem zatéZovani byl v fe-
$i¢i nastaven pocet substeptl na 20. Ddle byla aktivovana funkce ,,Large Deflection®, aby feSic¢
respektoval zmény matice tuhosti v disledku pfipadnych geometrickych nelinearit.

Na obrazku 8.20 jsou vykresleny hodnoty redukovaného napéti a celkového redukovaného
pietvoreni €, dle podminky HMH, kter€ je ddno souCtem redukovaného elastick€ho pretvoreni

el 2 c 1z > v . .pl v el pl - ) . .
€4 a redukovaného plastického pietovieni €. Slozky €, ; a €., jsou definovany rovnicemi

1 1

8feld=l_u,\/g[(8f1—851)2+(851—8§1)2+(€§’—8f’)2] kde  p'=p
1 1

et A e e )] e =03

Veli¢ina t’ se nazyva efektivni Poissoniiv pomér a €, &, & jsou hlavni pfetvoreni [39]. Z ob-
rdzku 8.20 je patrné, Ze uvaZzovany model materidlu skute¢né nepfenasi napéti vyssi, neZ je mez
kluzu slitiny CuCrZr o = 450MPa. K lokédlnimu zplastizovani dos§lo na okraji hranice mezi
tyCi a kruhem. Tato oblast vSak neni nikterak rozsihla.

Obr. 8.20: Redukované napéti a celkové redukované pretvoreni ,,Equivalent von Mises .

Deformacéné-napét’ ové odezva materidlu, béhem procesu zatéZovani, byla pozorovédna ve
trech uzlech konec¢no-prvkové sité¢ vyznacenych na obrdzku 8.21. Uzel ,Node 1* se nachdzi
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v poloze maximalniho celkového redukovaného pretvoreni. Ziskané zavislosti 6.4 na celkovém
redukovaném pietvofeni €, jsou vykresleny na obrazku 8.22. V poloze uzlu ,,Node 1 nabyva
redukované plastické pretvoreni hodnoty £r’;ld =1,38-1073. V redlném piipadé viak bude tato
hodnota nizsi v disledku zpevnéni materidlu. V polohach uzlt ,,Node 2 a ,,Node 3 ke vzniku

trvalé plastické deformace nedochazi.

Node1 A
12.04.2019 22:10 ] ?:%g %E:l :;%E
T T g

A Nodet pe LR SReEEsRat

. Node2 m&“%‘%‘ﬁzﬁﬁ TF

. Node3 ERKEREL

Obr. 8.21: Mista pozorovani deformacné-napét ové odezvy materidlu.
PRUZNE-PLASTICKA ODEZVA MATERIALU
Node 1 Node 2 Node 3

500 : : 500 500 : :
= 400 400 1 = 400
o o
=] s

300 o[ 5300 [

. .
= 200 200 = 200
Q. Q.
z z

100 1 100 100

0 0 : 0 :
0 2 4 6 0 2 4 6 0 2 4 6
Pretvofeni e” [] 193 Pretvofenic” [] 103 Pretvofenic” [] 108

Obr. 8.22: Deformacné-napét’ ova odezva materidlu.

8.1.4 Zhodnoceni vysledki

V ramci deformacné-napét’ ové analyzy zadaného rotoru bylo zjisténo, Ze k dosazeni mezniho
stavu deformace, tj. k vymezeni viile 6 mezi rotorem a statorem ¢i k vymezeni presahu mezi
kruhy a zdéfemi, nedochdzi. Mezniho stavu pruznosti bylo dosaZeno v uzké oblasti pfechodu
mezi kruhy a tyCemi. Pfi uvaZovani poloméru zaobleni pfechodu 0,1 mm a idedln€ pruzné-
plastického modelu materidlu nabyva maximum redukovaného plastického pretvoreni hodnoty
8rl;ld =1,38-1073. Déle by bylo vhodné provést analyzu vyvoje deformaéné-napét ového stavu
v této oblasti za zvySenych teplot, pripadné pfi cyklickém zatéZovani.

8.2 Modalni analyza rotoru

V ramci této podkapitoly bude cilem stanovit prvni kritické otdcky zadaného rotoru. V pripadé

vSech sestavenych vypoctovych modeli budou pouzity tytéz diléi modely materiald, ventilatoru,
loZisek a magnetického tahu jako v podkapitole 8.1.1.

Vyhodnoceni prvnich kritickych otd¢ek bude provedeno s pouzitim Campbellova diagramu,
predstaveného v kapitole 4.2. Pro jeho sestaveni je tfeba s pouZzitim MKP stanovit vlastni frek-
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vence rotoru odpovidajici prvnimu vlastnimu ohybovému tvaru. Jak je patrné z obrazku 4.3,
pfi zahrnuti gyroskopickych ucinku dochézi k rozStépeni vlastnich frekvenci pro dopfednou
a zpétnou precesi. Zavislost vlastnich frekvenci na otackéach vSak obecné neni linearni. Vypocet
vlastnich frekvenci je proto tfeba, v mezich pozorovaného rozsahu otacek, provést pfi nékolika
ruznych otackach. Znacné tspory Casu lze docilit, mdme-li k dispozici zjednoduseny vypoctovy
model, ktery umozni v kratkém Case alespon piiblizné¢ odhadnout hledané kritické otacky. Pri
naslednych modalnich analyzach, s pouZzitim propracovangjSich vypoctovych modelt, pak se-
stavujeme Campbelliv diagram pouze v rozsahu otacek blizkych odhadnuté hodnoté.

JelikoZ vySetrovany model rotoru se vyznacuje znacnou ohybovou tuhosti, 1ze predpoklé-
dat, Ze zasadni vliv na prvni kritické otacky budou mit tuhosti loZisek a magneticky tah. Pro
priblizny odhad prvnich kritickych otdcek byl sestaven model rotoru MO patrny z obrazku 8.23.
Konecno-prvkova sit’ je tvorena prvky typu SOLID185 s linedrnimi bazovymi funkcemi. Kruhy,
tyCe a zdéfe jsou reprezentovany pouze svoji hmotnosti, viz tabulka 8.2. Hmotnost kruhu a zdéte
se spolecnym téZistém je zadana pomoci jednoho prvku typu MASS21. Obdobnym zpiisobem
je pomoci jediného prvku typu MASS21 zaddna celkovd hmotnost tyci.

kruh zdgf tyd
m [kg] | 14,379-1072 | 3,867-1072 | 0,783-1072

Tab. 8.2: Hmotnosti kruht, zdéi a tyci.

Mesh
13.04.2019 22:119

Ventilator
13.04.2019 22:18

. KruhZderA
. KruhZderB

. Tyce

L4 L
0,00 40,00 (rmm) 0,00 40,00 (mm)
[ E— [ ]

20,00 20,00

Obr. 8.23: Model rotoru MO.

Kritické otacky rotoru jsou ovlivnény gyroskopickymi ucinky vzniklymi v disledku rotace.
Pii nastaveni feSice v ,,Analysis Settings“ je pro zahrnuti gyroskopickych ucinki tieba v zaloZce
,,Rotordynamics Controls‘ aktivovat Coriolisovy ucinky. Ackoliv nefeSime tlumenou modalni
analyzu, pro zahrnuti gyroskopickych ucinkd, tj. feSeni pohybové rovnice ve tvaru (4.4), je tieba

v zéloZce ,,Solver Controls‘ pfepnout moZznost ,,Damped‘ na ,,Yes* [40].

Vlastni frekvence, odpovidajici prvnimu vlastnimu ohybovému tvaru, byly vyhodnocovény
v rozméni otacek (0 -+ 80000)ot-min~! se zvolenym krokem 10000 ot-min~!. Ot4¢ky byly za-
dany tabulkou pomoci podminky ,,Rotational Velocity* ze zdlozky ,,Inertial“. Z Campbellova
diagramu, z obrdzku 8.24, je patrné, Ze hledané prvni kritické otdCky se nachdzi v intervalu
ota¢ek (60000 < 70000) ot-min~!.



86 KAPITOLA 8. MODELOVANI ROTORU NA VYSSICH UROVNICH S POUZITIM MKP

CAMPBELLUV DIAGRAM - Model M0

1045 T
E —C *‘r—‘ F .—6—_—"
fl} r—
E X: 62564
o Nabéhova pfimka i
_5 —®— Zpétna precese
o —@— Dopredna precese :

1035 . . :

0 1 2 3 4 5 6 7 8

Otacky n [ot min™"] %x10%

Obr. 8.24: Campbelliiv diagram — model rotoru MO.

V ndsledujicich podkapitoldch budou predstaveny tfi vypoctové modely rtiznych drovni.
Campbellovy diagramy budou sestavovany v rozmezi otaéek (60000 =-70000) ot-min~'. Jak je
patrné z obrazku 8.24, hodnoty vlastnich frekvenci se v tomto intervalu otd¢ek méni v zavislosti
na otdckdch jen nepatrné. Interval proto neni tfeba podrobit dalsimu déleni. Vlastni frekvence
budou vyhodnocovany pouze pfi otdackach 60000 ot-min—! a 70000 ot-min~'. Hodnoty vlastnich
frekvenci uvnitf intervalu budou aproximovéany pomoci linearnich funkci.

8.2.1 Model rotoru M1.1

Model rotoru M1.1 se od modelu rotoru MO odliSuje vyssi urovni zpracovdni modelu geome-
trie. Ten je spolu s kone¢no-prvkovou siti patrny z obrazku 8.25. Sit’ je tvofena prvky typu
SOLID185 s linedrnimi bazovymi funkcemi. Mezi dil¢imi modely téla rotoru, klece a zdéii
jsou uvazovany linearni kontakty typu ,.Bonded* — pevna spojeni.

Mesh
13.04.2019 20:40

!
f
|
\\

o\
£
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.
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o

0.00 25.00 50,00 (mm)
T 1

1250 37.50

Obr. 8.25: Model geometrie a konecno-prvkova sit’ modelu M1.1.

V tabulce 8.3 jsou hledané vlastni frekvence rotoru, odpovidajici prvnimu vlastnimu ohy-
bového tvaru, pfi otac¢kich 600000t-min~! a 700000t-min~—!. Na zikladé ziskanych hodnot
vlastnich frekvenci byl sestaven Campbelliiv diagram patrny z obrazku 8.26. Hodnota prvnich
kritickych otd¢ek pii doptedné precesi je n; = 64329 ot-min~!.
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Vlastni frekvence f; [Hz]

n = 600000t-min~! | n = 700000t -min"!
Zpétna precese 1071,5 1071,4
Doptednd precese 1072,1 1072,2

Tab. 8.3: Model M1.1 — vlastni frekvence pro prvni vlastni ohybovy tvar.

1100

MODEL M1.1

Campbelluv diagram

1080 [

1060 |

1040

Frekvence f [Hz]

1020

1000

Nabéhova pfimka
—®— Zpétna precese
—&— Dopredna precese

Frekvence f [Hz]

1 1

1 1 H

6.2 6.4

6.6 6.8 7

Otacky n [otmin™'] x10%

Detail
1073
1072.5 X: 64329
Y:1072.1
1072
1071.5
1071
6.426 6.43 6.434 6.438

Otacky n [otmin™]  x10*

Obr. 8.26: Campbelliiv diagram — model rotoru M1.1.

8.2.2 Model rotoru M1.2

Model rotoru M1.2 vychazi z modelu M1.1. V piipadé t€la rotoru je pouZita stejnd konecno-
prvkova sit’, kruhy, zdéfe a tyCe jsou vSak nahrazeny hmotnymi body pomoci prvki typu
MASS?21, jak lze vidét na obrazku 8.27. Hmotnosti dil¢ich komponent jsou vypsany v tabulce
8.2. Kruhy a zdéfe s odpovidajici polohou tézisté byly stejné jako v piipadé modelu MO na-
hrazeny spole¢nym hmotnym bodem — v pfipadé téchto dil¢ich modelti byly kromé hmotnosti
zadany rovnéz hlavni momenty setrvacnosti patrné z tabulky 8.4.

Model

Items: § of 29 indicated

13.04.2019 17:56

. Ventilator(Model M1)
B KruhzderatModel M1)
B KkruhzderB(Madel M1)

B tyciModel M1y
[E Tyc2Model M1)
B Tyc3(Model M1)
B tycaModel M1y
A Tycs(Model M1)

0,00 40,00

20,00 60,00

80,00 (mm)

Obr. 8.27: Model rotoru M1.2.
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kruh zdéf | kruh + zdér
I [kg-mm?] 134,170 | 51,382 | 185,551
L =13 [kgemm?] | 68,283 | 26,013 | 94,296

Tab. 8.4: Hlavni momenty setrvac¢nosti kruhti a zdéfi.

Na zdklad¢ ziskanych hodnot vlastnich frekvenci z tabulky 8.5 byl sestaven CampbellGv
diagram, viz obrazek 8.28. Z vykresleného detailu patrné, Ze hodnota prvnich kritickych otacek
pfi doptedné precesi je n; = 63890 ot-min~!.

Vlastni frekvence f; [Hz]

n = 600000t-min~! | n=700000t-min~"
Zpétnd precese 1064,1 1064,1
Dopredna precese 1064,8 1064,9

Tab. 8.5: Model M 1.2 — vlastni frekvence pro prvni vlastni ohybovy tvar.

MODEL M1.2

Campbelliv diagram Detail

1100 1065.5 — T . .
X: 63890
E 1080 ¢ ; . ] E 1065 Y:1064.8
1060 [ -
e £ 1064.5
(0]
S 1040 | >
S Nabghova piimka I
w 1020 t —8— Zpétna precese w1064
—&— Dopredna precese
1000 : : : : i 10635 F—r————
6 6.2 6.4 6.6 6.8 7 6.382 6.386 6.39
Otagky n [otmin'] %104 Otacky n [otmin™] x10*

Obr. 8.28: Campbelliiv diagram — model rotoru M1.2.

8.2.3 Model rotoru M1.3

Modalni analyza z principu neumoziuje zahrnout nelinedrni kontakty mezi télesy. Nelinedrni
kontakty jsou v programu Ansys Workbench pfi modalni analyze automaticky prepnuty na li-
nedrni kontakty typu ,,Bonded*. Dil¢{ télesa se pak chovaji jako pevné slepend i v mistech, kde
redln¢ dochdzi k jejich oddalovani, coz mize v nékterych pripadech vést ke znacnym nepres-
nostem. Moznosti, jak pfi modélni analyze zohlednit skute¢ny stav kontaktl je provedeni tzv.
prednapét ové“ modalni analyzy, kterd se skladd ze dvou kroki.

1. Prvnim krokem je feSeni statické strukturdlni analyzy (v programu Ansys Workbench
blok ,,Static Structural*), pfi které je rotor zatiZzen setrvacnymi objemovymi silami od
rotace pii pozadovanych otdckach. V nasem pfipadé byla provedena statickd strukturdlni
analyza zv1ast pfi otackach 600000ot-min~! a 70000 ot-min .

2. Druhym krokem je feSeni modalni analyzy pfi tychZ otdCkach. Blok ,,Modal* je napo-
jen na kolonku ,,Solution* bloku ,,Static Structural®, jak je patrné o obrazku 8.29. Pro
zahrnuti skute¢ného stavu kontaktii pfi daném zatiZeni je ndsledné tfeba v zdlozce ,,Pre-
Stress““ modalni analyzy nastavit ,,Contact Status* na ,,Use True Status* [41].
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4 |§@ Mesh v 4 Solution v 4 4 Solution v 4
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Obr. 8.29: Propojeni blokd ,,Static Structural“ a ,,Modal*.

Nelinearni kontakty mezi dil¢imi komponentami byly formulovany analogicky jako v pfi-
padé deformacné-napét’ ové analyzy plného modelu rotoru, viz podkapitola 8.1.1. V piipadé
téla rotoru byla pouzita kone¢no-prvkova sit' modelu M1.1 s tim, zZe prvky SOLID185 byly na-
hrazeny prvky SOLID186 — bdzovymi funkcemi jsou polynomy 2. fddu. Kone¢no-prvkova sit’
klece rotoru byla upravena tak, aby stykovym plochdm, definovanym jako ,,Contact®, nélezela
jemnéjsi sit’. V tabulce 8.6 jsou vyhodnoceny hledané vlastni frekvence rotoru odpovidajici
prvnimu vlastnimu ohybovému tvaru. Z Campbellova diagramu, z obrazku 8.30, je patrné, Ze
hodnota prvnich kritickych ota¢ek pii dopfedné precesi n; = 63794 ot-min~!.

Vlastni frekvence f; [Hz]

n = 600000t-min~! | n=700000t-min~!
Zpétna precese 1062,6 1062,6
Dopredna precese 1063,2 1063,3

Tab. 8.6: Model M1.3 — vlastni frekvence pro prvni vlastni ohybovy tvar.

MODEL M1.3
Campbelliv diagram
1100 . X i
— 1080 | _
T N
= L
— & o =
o 1060 [ | -
2 o
3 :
S 1040 | o
S Nab&hova pFimka S
t 1020 —8— Zpétna precese i L
—&— Dopredna precese
1000 : . . ; i

6 6.2 6.4 6.6

Otacky n [otmin™"]

6.8 7
x10%

Detail
1064
X: 63794
1063.5 Y: 1063.2
1063 /
1062.5
1062
6372  6.376 6.38 6.384
otagky n [otmin™]  x10*

Obr. 8.30: Campbelliv diagram — model rotoru M1.3.
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8.2.4 Zhodnoceni vysledki

V tabulce 8.7 jsou srovnany hodnoty prvnich kritickych otacek, které byly stanoveny v predcho-
zich podkapitolach s pouZzitim vypoctovych modeld M1.1, M1.2 a M1.3. Model M1.3 nejvé-
rohodnéji vystihuje skutecny stav kontaktd mezi diléimi télesy, pfisuzujeme mu proto nejvyssi
uroven spravnosti. Modely M1.1 a M1.2 Ize z tohoto pohledu povaZovat za zjednoduSené, jejich
vyhodou je vSak podstatné niz§i vypoctova naro¢nost.

Model M1.1 vykazuje v disledku uvazovani pevnych spojeni mezi dil¢imi télesy vyssi ohy-
bovou tuhost, nez je skute¢na. Hodnoty prvnich kritickych otacek proto nadhodnocuje. V porov-
nani s modelem M1.3 byla ziskdna o0 0,59 % vyssi hodnota n;. V ptipadé modelu M1.2 bychom
ocekavali, Ze v dusledktl zanedbani tuhosti klece rotoru bude hodnota prvnich kritickych otacek
vuci modelu M1.3 nizsi. Jak je vSak patrné z tabulky 8.7, model M1.2 poskytuje hodnotu n;
0 0,11 % nadhodnocenou. Pfi¢inou je, Ze hmotné body reprezentujici kruhy a zdéfe jsou vzta-
Zeny ke stykovym valcovym plochdm téla rotoru. Za rotace vSak vznikd mezi kruhy a télem
rotoru mezera, tj. stykové valcové plochy kruhi a téla rotoru se vzajemné oddaluji. Hmotnost
kruhti a zd€fi je pak prostfednictvim ty¢i prenesena do useku mezi zdéfemi. Tuto skute¢nost
zohlednuje model M1.3, v porovnéani s modelem M1.2 proto vykazuje vy$Si poddajnost.

Zjednodusené modely | Model M1.3 RSD [%]
Model | n [ot-min~!] | n; [ot-min~]

MI1.1 64329 63794 0,59
Ml1.2 63890 0,11

Tab. 8.7: Zhodnoceni modelt M1.1 a M1.2 ve vztahu k modelu M1.3.

Navzdory velmi nizkym hodnotdm relativnich odchylek je patrné, Ze vypoctovy model
M1.1, uvazujici pevnd spojeni mezi dil¢imi komponentami modelu geometrie, vede k pomérné
nepresnym vysledkim. VyZaduje-li situace pouZit pro vyhodnoceni prvnich kritickych otdc¢ek
zjednoduseny model rotoru s niz§i vypoctovou narocnosti, pak presnéjsich vysledkti dosdhneme
s pouzitim vypoctového modelu M1.2.

8.3 Zhodnoceni modelu ohybové tuhého rotoru tirovné 1

Nyni se podivejme, do jaké miry a s jakou presnosti 1ze popsat chovani zadaného rotoru s pou-
Zitim modelu ohybové tuhého rotoru urovné 1 sestaveného v kapitole 7. Srovnani deformacné-
napét’ ového stavu bude provedeno pro plny model rotoru z podkapitoly 8.1.1, srovndni hodnot
kritickych otdcek bude provedeno pro model M1.3 z podkapitoly 8.2.3.

Na obrazku 8.31 je vykreslena cesta, podél které byly vyhodnocovany zévislosti c,(r),
0;(r), 0;(r), Ored(r) a u,(r). Cesta je orientovand ve sméru pusobeni tihového zrychleni, tj.
v zaporném sméru osy y globdlniho soufadného systému. V odecteném pribéhu radidlniho
posuvu jsou tudiz zahrnuty rovnéZz deformace pruznych lozisek vyvolané vlastni tihou rotoru
a magnetickym tahem. Pro tplnost zdliraznéme, Ze v pfipadé modelu drovné 1 je posuv rotoru
v disledku deformace pruznych podpor vyhodnocen samostatné jakozto posuv u.
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C: D-N Analyza

Figure

Type: Directional Deformation(X Axis)
Unit: mm

Cylindrical

Time: 1

13.04.2019 16:31

0,014217 Max
0,01358
0,012943
0,012305
0,011668

0,011031 I
0,0091184 E *

0,010393
0,0097558

0,0084811 Min 0,00 20,00 40,00 (mm)
4 [ E—— ES—
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Obr. 8.31: PIny model rotoru — definovana cesta.

Vstupni parametry:

Zpisob zadani vstupnich parametrit do programu Ohybove_Tuhy_Rotor.m je patrny niZe. Cel-
kova hmotnost rotoru m = 4,1258kg byla odectena z programu Ansys Workbench (zdlozka
»Geometry““ — ,,Properties ‘). Ddle je tfeba poznamenat, Ze model drovné 1 uvazuje pruzné pod-
pory tychZ tuhosti. Konzervativnim piistupem byla zaddna hodnota k; = kB = 101103 N-mm~!.

N W N =

0 3 AN

10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20

%% VSTUPNI PARAMETRY

% hmotnost rotoru: m [kg]

= 4.1258;

% vnéjsi polomér: rl [mm]; vnitrni polomér: r2 [mm]
rl =6; r2 = 38.8;

vile mezi rotorem a statorem: delta [mm]

delta = 1.6;

3

o®

% provozni otdcky: n [ot/min]; tihové zrychleni: g [m/s"2]
= 50000; g = 9.81;

5

P

materidlové parametry:

% modul pruznosti v tahu: E [MPa]; Poissondv pomér: mu [—]
mu = 0.3; E = 200000;

% hustota: rho [kg/m"3]

rho = 7850;

% Tuhost pruznych podpor: k1 [N/mm]; Magnetickd tuhost: Cmg [N/mm]
kl = 101000; Cmg = 333;

Vystupy programu:

Na obrazku 8.32 jsou vykresleny pribéhy napéti a deformace rotoru aproximované s pouzitim
modelu tdrovné 1, tj. pomoci rotujiciho vélcového télesa se svdzanymi axidlnimi posuvy. Od-
chylky v oblasti r € (30 =+ 38,8) mm jsou zptisobeny odli§nou tuhosti rotoru v oblasti dér, do
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kterych jsou vsazeny tyCe klece rotoru. Presnost, s jakou je aproximovana hodnota redukova-
ného napéti v kritickém misté Oyeq(r1), hodnota celkového posuvu u,. a hodnota prvnich kritic-
kych otacek nj, je vyhodnocena v tabulce 8.8 pomoci relativnich odchylek. Relativni odchylka
nabyva nejvyssi hodnoty v piipadé posuvu u.. Hlavni pficinou této odchylky je pouZzity model
rotujiciho valcového télesa, které v dusledku uvazovani svazanych axidlnich posuvil vykazuje
niz8i hodnoty radidlnich posuvti. Tato skute¢nost je patrnd jiz z obrazku 7.8 z podkapitoly 7.2.
K odchylce podstatnou mérou prispiva rovnéz odliSnd tuhost rotoru v oblasti dér.

APROXIMACE PRUBEHU NAPETI A DEFORMACE (50000 otmin™')
NORMALOVA NAPETi REDUKOVANE NAPETI (HMH)

300 < 300
L . « o y . -
o, model trovné 1 s Model drovné 1
o, model drovné 1 = 200 + == == MKP (model rotoru) | |
250 . « 1 .2 .
o, model Urovné 1 o Jvau,,
= Suraga, Ny
o, MKP (model rotoru) 2 100
L
200 = === o, MKP (model rotoru) |7 § . | . e
== s = 0, MKP (model rotoru) 0 10 20 30
= N
& 150 ] P(lalomer r [mm],
= 0.018 RADIALNI A CELKOVY POSUV
= X I T T T
Lo Ny e radialni posuv u (r)
o 100 0.016 r 4
pd . posuv u, + ur(r)
E 0.014 || © Posuvu=u + ur(rz) LR
50 = = === MKP (model rotoru) “-“"
.
3 0.012 * - :
2 <
o
0 o 0.01
0.008 |
_50 1 1 1 L 1 L
10 20 30 0 10 20 30

Polomér r [mm]

Polomér r [mm]

Obr. 8.32: Deformacné-napét’ ova odezva materidlu.

Cred(r1) [MPa] | u. [mm] | nj [ot-min~!]
Model tdrovné 1 263,51 1,244-1072 66763
MKP (model rotoru) 277,66 1,422-1072 63794
RSD [%] 3,70 9,44 3,22

Tab. 8.8: Relativni odchylky hodnot Gyeq(71), uc a ny.
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9 Zavér

Diplomova prace ze zabyva dil¢i oblasti mechanického navrhu rotoru tocivého elektrického
stroje, konkrétné posouzenim deformacné-napét’ ového stavu a kritickych otdcek rotoru. Prak-
ticka Cast prace je v souladu s cili prace rozdélena do dvou sekci — modelovdni rotoru na virovni
1 amodelovdni rotoru na vyssich iirovnich s pouZitim MKP. Vzhledem k rozsahu prace byla pro-

blematika ohrani¢ena pouze na posouzeni mezniho stavu pruznosti a mezniho stavu deformace,
vyhodnocovany byly pouze prvni kritické otacky rotoru.

V ramci sekce modelovdni rotoru na virovni 1 bylo cilem sestavit zjednoduseny vypoctovy
model rotoru, ktery bude reSitelny pomoci jednoduchych rovnic a umozni tak v kratkém case
priblizné stanovit deformacné-napét ové pomery a prvni kritické otacky. Zadmérem bylo doci-
lit dspory Casu pfi sestavovéni prvotniho ndvrhu geometrie rotoru. Sestaveny byly celkem dva
vypoctové modely rotoru drovné 1 — model ohybové poddajného rotoru na tuhych podpordch
a model ohybové tuhého rotoru na pruznych podpordch. Oba vypoctové modely jsou zpraco-
vany v programu Matlab v podobé M-soubor, viz piiloha.

Model geometrie ohybové poddajného rotoru drovné 1 tvofi letmo uloZzeny nehmotny pod-
dajny odstupfiovany hiidel zatizeny tthami soustfedénych hmot. Mezi podporami jsou soustie-
déné hmoty rozloZeny rovnomérné po tseku s nejvétsim primérem pii¢ného prifezu. Do téchto
hmot je prerozdélena hmotnost m, paketu rotoru, pfipadné dalSich komponent (tyce, kruhy,
atd.). Pro ziskani konzervativnich vysledki Ize tuto hmotnost navysit o hmotnost hiidele mezi
podporami. Soustfedénd hmota m, na letmém konci predstavuje femenici. Kromé vlastni tihy
je déle uvazovéno zatiZzeni tahem femene F,, pfendSenym krouticim momentem M, a magne-
tickym tahem, ktery je definovan magnetickou tuhosti C,. Redeni spoliva v sestaveni matice
poddajnosti hiidele @ (matice pti¢inkovych soucinitelli), s pouZitim které jsou nasledné vyhod-
noceny pruhyby v polohach soustfedénych hmot a prvni kritické otacky. Prithyby se zahrnutim
magnetického tahu jsou feSeny metodou prosté iterace, prvni kritické otacky jsou vyhodnoceny
s pouzitim Dunkerleyova vztahu a Rayleighovy energetické metody. Model ddle umoZziiuje sta-
novit nomindlni normélovd a smykova napéti v polohdch soustfedénych hmot a v polohdch
osazeni hfidele pfi zatiZeni, které odpovidd maximdlnim prithybim. Pro tyto tcely jsou pou-
zity vztahy vychdzejici z teorie prostého ohybu a krutu nosnikt. Pouziti tohoto zjednoduseného
modelu je omezeno na bézné rotory elektrickych stroji, sestavené z odstupniovaného htidele,
svazku rotorovych plecht, klece a dalSich komponent.

Pouziti modelu ohybové tuhého rotoru trovné 1 je omezeno na vysokorychlostni masivni
rotory, pro které plati, Ze jedinym podstatnym zatiZenim jsou setrvaéné objemové sily od rotace.
S pouzitim redukovaného modelu — hmoty m, odpovidajici hmotnosti rotoru, uloZené na linedrni
pruzin€ o tuhosti k., ekvivalentni tuhostem pruznych podpor — je stanoven posuv rotoru jako
tuhého celku, v disledku deformace podpor, a prvni kritické otacky. Model ddle umoziuje apro-
ximovat deformacéné-napét’ovy stav rotoru vyvolany pisobenim setrva¢nych objemovych sil od
rotace. Konkrétn€ se jedna o priibéhy normalovych napéti v cylindrickém soufadném systému,
pribeh redukovaného napéti dle podminky HMH a pribéh radidlniho posuvu, ve stfedu tseku
s nejveétsim primérem. Pro tyto ucely je pouZit model rotujiciho véalcového télesa se svazanymi
axidlnimi posuvy, ktery je feSitelny diferencidlnim pfistupem v uzavieném tvaru.

V rdmci sekce modelovdni rotoru na vyssich tirovnich s pouZitim MKP byly pfedstaveny
rizné pristupy k modelovani rotoru pii deformacné-napét’ové a modalni analyze. Analyzy
byly provedeny pro zadany predbéZny ndavrh vysokorychlostniho masivniho rotoru. V rdmci
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deformacné-napét ové analyzy byl vysetiovan jeden konkrétni provozni stav — chod rotoru za
studena. Predstaveny byly dva vypoctové modely rotoru. Prvotni vypocet byl proveden s pou-
Zitim plného modelu geometrie s pomérné hrubou siti. Vysledky prokézaly, Ze zatiZeni vlastni
tthou a magnetickym tahem nemd na deformacné-napét’ovy stav rotoru podstatny vliv. Dalsi
analyza byla proto provedena s pouZitim vyse€ového modelu geometrie. Konecno-prvkova sit’
byla zjemnéna tak, aby vérohodné postihla vysoké gradienty napéti v kritickych mistech. Je-
diny lokalni extrém redukovaného napéti, presahujici mez kluzu, se nachédzel v oblasti ost-
rého prechodu mezi kruhem a tyci, tj. v oblasti singularity. Stav napjatosti v této oblasti byl
ddle analyzovén s pouZitim sub-modelu. Ostré prechody byly opatifeny zaoblenimi o poloméru
0,1 mm. Pfi uvazovani idedlné pruzné-plastického modelu materidlu bylo dosazeno mezniho
stavu pruznosti lokdlné na okraji prechodu. Extrém redukovaného plastického pretvoreni do-
sahoval v tomto mist€¢ hodnoty £r1;ld = 1,38-1073. Vyvoj deformacné-napét ového stavu v této
oblasti by bylo vhodné dale zanalyzovat za zvySenych teplot, pfipadné pii cyklickém naméhdni.

Z predeslého plyne nasledujic zavér. Prokaze-li se, Ze jedinym podstatnym zatiZenim rotoru
jsou setrva¢né objemové sily od rotace, pak lze docilit znacné Gspory prvkil s pouZitim vyseco-
vého modelu geometrie. Pfi hodnoceni mezniho stavu deformace (vymezeni viille mezi rotorem
a statorem) je vSak tieba mit na paméti, Ze tento model nezahrnuje posuv rotoru jako tuhého
celku v pruzném uloZeni, ktery je vyvolany tihou rotoru a magnetickym tahem.

V ramci modalni analyzy byly s pouZzitim Campbellova diagramu vyhodnocovany prvni
kritické otdCky rotoru n. Prvotni odhad hodnoty n; byl stanoven s pouZitim znacné zjednodu-
Seného vypoctového modelu MO. Pro tyto tcely by bylo mozné pouZzit rovnéZ model ohybové
tuhého rotoru drovné 1. Kritické otaCky n; byly dile vyhodnoceny s pouZitim tif riznych vy-
poc¢tovych modelti, M1.1, M1.2 a M1.3. Campbelltiv diagram byl v piipadé téchto modeld se-
stavovdan na tzkém intervalu otacek blizkych odhadnuté hodnoté. V rdmci tohoto intervalu bylo
mozné aproximovat zavislosti vlastnich frekvenci na otackach linedrné, ¢imZ bylo dosaZeno
znacné uspory Casu. Model M1.1 uvazoval pevna spojeni dil¢ich komponent (kontakty typu
,Bonded*), v pfipadé vypoctového modelu M1.2 byly dil¢i modely klece a zdéfi nahrazeny
pomoci prvkl typu MASS21. V piipadé modelu M1.3 byla provedena prednapét’ ovd modalni
analyza. Tento model ma nejvySsi uroven, nebot’ nejvérohodnéji vystihuje skuteCny stav kon-
takt. Nevyhodou je vSak fadové vyssi vypoctova narocnost. Ze ziskanych vysledki vyplynulo,
Ze v ptipadé nutnosti pouZit vypoctové méné ndrocny model je vhodné;jsi volbou model M1.2.
Model M1.1 vykazuje v disledku uvazovani kontaktt typu ,,.Bonded‘ vyssi ohybovou tuhost,
nez je skute¢nd. Hodnoty n; proto vyznamné nadhodnocuje.

Ve vztahu k vySetfovanému masivnimu rotoru bylo na zavér provedeno zhodnoceni mo-
delu ohybové tuhého rotoru drovné 1. Pribéhy normalovych napéti, redukovaného napéti, ra-
didlniho posuvu a hodnoty prvnich kritickych otacek byly navzdory znacnym zjednodusSenim
aproximovany s pfijatelnou pfesnosti. Relativni odchylka lokdlnich extrémi redukovaného na-
péti nachédzejicich se na vnitini valcové ploSe téla rotoru ¢ini 3,7 %. K dosaZeni mezniho stavu
pruznosti vSak dochézi v oblasti prfechodu mezi kruhy a tyCemi, tj. mimo oblast popsatelnou
pomoci jednoduchych rovnic.
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Seznam symbolu, velicin a zkratek

Velicina/Symbol Jednotka Popis

I, ] Lagrangetv potencial

W 7] celkové energie napjatosti télesa
P J] potencidlni energie vnéjsich sil
E J] mechanickd energie soustavy
E, 7] potencidlni energie

Ey J] kinetickd energie

K globdlni matice tuhosti

U matice deformacnich posuvil
F globdlni matice zatiZeni

M globalni matice hmotnosti

G matice gyroskopickych ucinkt
a matice poddajnost hridele

J matice ekvivalentnich momenti setrvacnosti
Te [—] tenzor pretvoren{
To [MPa] tenzor napéti

f [Hz] frekvence (kmitocet)

® [rad-s '] tihlové frekvence

n [ot-min~!] otacky

fi [Hz] Jj-ta vlastni frekvence
Q; [rad-s~!] Jj-ta vlastni (kriticka) dhlova frekvence
n; [ot-min~!] j-té kritické otacky

A vlastni ¢islo

k [N-mm~!] tuhost

ki [N-mm~!] tuhost pruznych podpor
keg [N-mm~!] ekvivalentni tuhost rotoru

g [N-mm~!] magnetickd tuhost

o [mm-N~1] pric¢inkovy soucinitel

F [N] sila

Fg [N] tthova sila



100 SEZNAM SYMBOLU, VELICIN A ZKRATEK

Fing [N] magneticky tah

F, [N] tah femene
dF, [N] elementdrni objemova sila od rotace
M, [N-mm] ohybovy moment

My [N-mm|] kroutici moment

g [m-s—2] tthové zrychleni

c [MPa| normalové napéti

T [MPa| smykové napéti

o [MPa] radidlni napéti

o; [MPa] tangencialni napéti

o, [MPa] axidln{ napéti
Ored [MPa] redukované napéti
A, B integracni konstanty rotujicitho valcového télesa
& [—] radidln{ pfetvofeni

& [—] tangencidlni pfetvofeni

g, [—] axidlni pretvofeni
€4 [—] celkové redukované pietvoreni
e [—] redukované elastické pretvoreni
er’;ld [—] redukované plastické pretvoren{

d [mm] pramér

r [mm] polomér

L [mm] rozpéti lozisek

a, b, c [mm] rozméry odstupiiovaného hiidele

0 [mm] vile mezi rotorem a statorem

Jy [mm?] moment setrvacnosti pfi¢ného prafezu
Jij [mm?] ekvivalentni moment setrvacnosti prifezu
Jp [mm?] polarni moment setrvacnosti prifezu
Wo [mm?] modul prifezu v ohybu

Wi [mm?] modul prifezu v krutu

m [kg] hmotnost

mp [kg] hmotnost paketu rotoru

my [kg] hmotnost femenice

I,b, 15 [kg-mm?| hlavni momenty setrva¢nosti

I [—] pocet déleni dseku zatiZzeného hmotnosti m,,
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~

N =

RSD

MKP
vvU

HMH

MSUP

)
2 2

E}
e

deformacni posuv
pruhyb
radidlni posuv
posuv ohybové tuhého rotoru v dusledku

deformace pruznych podpor

minimalni hodnota rezidua

maximdalni pocet iteraci

hustota
Poissoniv pomér
efektivni Poissoniiv pomér
modul pruznosti v tahu

mez kluzu
relativni odchylka (Relative Standard Deviation)

metoda konecnych prvki
vnitini vysledni ucinek
Huber-von Mises-Hencky (energeticka
hypotéza)

mezni stav inavové pevnosti
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Prilohy

Soudésti elektronické piilohy jsou vypoctové modely rotoru urovné 1 sestavené v podkapitolach
6.3 a 7.3. Vypoctové modely jsou zpracovany v programu Matlab v podobé M-soubort:

e Ohybove_Poddajny_Rotor.m,
e Ohybove_Tuhy_Rotor.m.

Dostupné z: https://www.vutbr.cz/studenti/zav-prace/detail/117004.


https://www.vutbr.cz/studenti/zav-prace/detail/117004
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