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ABSTRAKT

Tato prace se zabyva deterministickym chaosem a vybranymi moznostmi jeho
stabilizace. Prace stru¢né pfiblizuje problematiku deterministického chaosu a uvadi bézné
pouzivané nastroje analyzy dynamickych systému vykazujicich chaotické chovani.
Dale je uveden vycet nejcastéji studovanych chaotickych systémi, nasledovany popisem
metod stabilizace chaosu a optimalizace téchto metod. Prakticka cast prace se vénuje
stabilizaci dvou modelovych systémi a jednoho realného systému pomoci popsanych
metod.

ABSTRACT

This thesis focuses on deterministic chaos and selected methods of chaos control.
It briefly describes the matter of deterministic chaos and presents commonly used tools
of analysis of dynamical systems exhibiting chaotic behavior. A list of frequently studied
chaotic systems is presented and followed by a description of methods of chaos control
and the optimization of these methods. The practical part is dedicated to the stabilization
of two model systems and one real system with described methods.
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UvVOD

[Mavta petl (panta rhei) — vse plyne. Vice nez 2500 let stary vyrok antického filozofa
Hérakleita poukazuje na to, Ze svét kolem nds neni staticky. Pravé naopak jde o systém,
ktery se neustale méni, vyviji a pohybuje. Snaha popsat tento pohyb a pokusit
se predpovédet jeho budouci chovani, ¢lovéka pritahovala odeddvna. Piikladem mohou
byt napt. snahy astronomu popsat, jak se po obloze pohybuji viditelné hvézdy a planety.
S popisem dynamickych systémi V jejichz chovani se dal vysledovat ur€ity fad ¢i jista
pravidelnost problém nebyl. Opacné na tom byla klasifikace systémi jejichz chovani bylo
nepravidelné, n¢kdy az matouci. Zdalo se, Ze chovani nékterych systému je ovlivnéno
¢irou nadhodou. Tento druh chovani byl oznacen feckym slovem Xdog — chaos. Systémy,
které vykazovaly chaotické chovani nebyly dlouhou dobu viibec studovany, jelikoz
mnozstvi vypocti provedené Cclovékem zdaleka nestacilo k odhaleni ,,skrytych®
zakonitosti, takze oznaceni tohoto chovani za dilo nahody bylo pochopitelné. Néznak
zmény v tomto trendu lze pozorovat jiz v prubéhu 19. stoleti, kdy P. Laplace ptisel
s myslenkou absolutniho determinismu, ale skute¢ny zlom nastal az s pfichodem pocitact
Vv poloviné 20. stoleti. Jednim z prikopnikti moderni védy o chaosu byl E. Lorenz, ktery
se zabyval studiem zjednodusené¢ho modelu pocasi. Studoval zavislost chovani systému
na jednom z parametru a zjistil, Ze pro jisté hodnoty sledovaného parametru se systém
zatina chovat podivné (chaoticky). Povsiml si také velmi vysoké citlivosti na pocateéni
podminky. Dva velmi blizké pocatecni body nejdiive opisuji stejné trajektorie, nacez
se nahle rozdéli a za¢nou se pohybovat naprosto odlisné€. Tento jev vstoupil do povédomi
Siroké vefejnosti pod poetickym nazvem ,,efekt motylich kiidel* a rozsifil se 1 do oblasti,
které maji s teorii chaosu spole¢ného velmi malo.

Tato prace se zabyva deterministickym chaosem a jeho stabilizaci. Prvni kapitola
je vénovana zakladnimu uvodu k deterministickému chaosu, aparatu popisu a vybranym
metodam analyzy dynamickych systémil vykazujicich chaotické chovéani. Nasleduje
kapitola, kterd se zamé&fuje na popis Casto studovanych a dobfe znamych chaotickych
systémui. Dale se prace vénuje vybranym metodam stabilizace chaosu (TDAS a ETDAS),
véetné optimalni parametrizace téchto stabiliza¢nich metod pomoci optimaliza¢nich
algoritmu, konkrétné metody Nelder—Mead, ptipadné genetického algoritmu. Prakticka
Cast prace je obsahem paté kapitoly, kde jsou testovany metody stabilizace a jejich
optimalizace pro periody orbitti 1, 2 a 4 na dvou modelovych (logistické a Hénonové
map¢) a jednom redlném systému (Duffingové map¢).
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1 DYNAMICKE SYSTEMY A CHAQOS

Chaos a iad obvykle existuji v t&sné blizkosti. Casto stati nepatrné pozménit jeden
z tidicich parametrii a periodicky prubéh se zvrtne v chaos a naopak. Aby vSak mohl
chaos v dynamickém systému vzniknout, je zapotiebi aby byl tento systém nelinearni.
Dynamickym systémem rozumime deterministicky model popisujici dynamické chovani
soustavy pomoci zavislosti stavovych proménnych na case a fidicich parametrech.
Piikladem miZze byt jiz zminény Lorenzv systém modelujici chovani pocasi.
K posouzeni vlastnosti nelinearnich dynamickych systému existuje ur¢ité mnozstvi

vvvvvv

1.1 Deterministicky chaos

Chaos je casto povazovan za projev nahody. Nepiedvidatelné trajektorie chaotickych
systémi evokuji predstavu, ze se tento typ dynamickych systéml netidi zaddnymi
pravidly. Opak je vSak pravdou. Systémy vykazujici chaotické chovani se fidi
jednoduchymi nelinedrnimi pravidly, které vibec nezahrnuji vliv ndhody, Sumu nebo
pravdépodobnosti. Tento typ chovani charakterizuje pojem deterministicky chaos.
Neptedvidatelnost chovani je zplisobena extrémni citlivosti na sebemens$i zménu
pocatecnich podminek nebo fidicich parametrt. Tato citlivost zptisobi, ze se dvé zdanlive
identické trajektorie po néjaké dobé néhle rozdéli a jejich dalsi vyvoj je naprosto odlisny.
Kazdé redlné méfeni ma pouze konecnou piesnost. Rozdil namétené a redlné hodnoty
je tedy zatizen urcitou chybou. Tato chyba, byt nesmirné mala, se vSak pozdé&ji projevi
adiky ni se chaoticky systém bude vyvijet jinak, nez bylo pfedpovézeno pomoci
naméfené hodnoty. Ukézka dvou chaotickych pribéht jejichz pocatecni body se lisi jen
velmi nepatrné se nachazi na Obr. 1.1.

1 T T

0.8

0.6
=

0.4

0.2

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
terace

Obr. 1.1: Chaotické priibéhy pro pocatecni bod 0,2 (¢ervené) a bod 0,2001 (modre)

Z obrazku je patrné, Ze béhem prvnich desiti iteraci modry a ¢erveny pribéh prakticky
splyvaji vjeden fialovy. Okolo jedenacté iterace se objevuji prvni pocatky rozdilu
a podobnost mezi obéma priabéhy se velmi rychle vytraci.

17



USTAV AUTOMATIZACE
A INFORMATIKY
Prvni zminky o deterministickém chaosu pochazeji z prace [1] B. Van der Pola
z roku 1927, ve které se zabyval studiem elektrickych obvodi s vakuovymi trubicemi.
Van der Pol objevil stabilni oscilace, které nazval ,relaxaénimi oscilacemil*. Kdyz
se frekvence budiciho signalu dostateéné priblizi frekvenci téchto oscilaci, vysledna
periodicka odezva posune svou frekvenci smérem K budicimu signalu. Obrazné fe¢eno
se obvod nechd ,,unést” budicim signdlem. Tvar vysledné odezvy mize byt obecné velmi
slozity. Casto je tvofen slozenim mnoha harmonickych a subharmonickych frekvenci.

Van der Pol tento signal popsal jako nepravidelny Sum. Tento ,,Sum® byl jednim z prvnich
experimentalnich dikazii deterministického chaosu.

1.2 Atraktory dynamickych systémi

Atraktor predstavuje mnozinu hodnot, ke kterym dynamicky systém s postupem ¢asu
sméfuje? pro uréitou mnozinu poéatecnich stavil. Pro diskrétni ¢as jde o mnozinu bodd,
pro spojity cas je atraktor tvotren fazovou kifivkou. Pokud je atraktor tvofen neuzavienou
hranici, systém se bude chovat chaoticky. Existuje n€kolik rtiznych druht atraktort
a to jmenovité [2]:

e atraktor v podobé¢ pevnych bodui

e atraktor v podobé¢ (kvazi)periodickych boda

e atraktor chaoticky

e atraktor podivny.

Nabyva-li atraktor podoby pevnych bodi, jde o ptipad, kdy se systém postupné ustaluje
a nakonec se ve stabilnim stavu zastavi. Pfikladem muze byt model kyvadla uvazujici
vliv tfeni. Pokud budou atraktorem periodické, resp. kvaziperiodické body, systém
se ustali ve stavu, kdy postupné prochazi mezi nékolika riznymi stavy. Piikladem miize
byt nd$ Mésic, ktery se po predchozim nestalém prabehu ustalil v periodickém orbitu
okolo Zem¢. Chaoticky atraktor, jak jiz ndzev napovidad, nema ,,konecny stav®, ktery
by bylo mozné predpovédét. Opét je potieba zdlraznit, Ze to neni zplisobeno vlivem
nahody, ale extrémni citlivosti na poc¢ate¢ni podminky. Jako piiklad si lze predstavit
dokonale hladkou kouli na Spi¢ce jehlanu. PfestoZze je tento systém V rovnovaze,
sebemensi zasah rovnovahu narusi a koule spadne. Na kterou stranu jehlanu vsak nejsme
schopni dopiedu urcit. Dtilezitou vlastnosti vSech chaotickych atraktort je jejich fraktalni
struktura. Poslednim typem atraktoru je atraktor podivny. Tento typ atraktoru vznika
vV systémech se tfemi a vice diferencidlnimi rovnicemi. Jeho chovani je podobné
chaotickému atraktoru, ale li§i se v tom, Ze vykazuje jistou miru pravidelnosti. Piiklad
podoby chaotického atraktoru se nachazi na Obr. 1.2.

! Tyto oscilace jsou v dnesni dob& znamy jako limitni cykly.
2 Tento stav je pro dynamicky systém pfitazlivy = atraktivni — odtud nazev atraktor.
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Obr. 1.2: Tinkerbell atraktor

1.3 Bifurka¢ni diagramy

Pojmem bifurkace oznacujeme jev, pii kterém dochazi k velkym kvalitativnim zménam
vnitiniho stavu dynamického systému v piipad€, ze se vstupni parametry zméni jen
nepatrné. U vétSiny systému obvykle k bifurkacim nedochazi. Systémy se zpravidla
S postupnou zmeénou fidicich parametri méni pouze nepatrné, nékdy dokonce jen
linearné. Existuji vSak systémy, U kterych se po prekroceni kritické hodnoty fidiciho
parametru na vstupu objevi prudké zmény vnitiniho stavu. Dochézi ke zdvojovani period,
objevuji se nestability a systém mutze ptejit az do chaotického stavu. Grafickou zavislosti
limitnich stavii systému na fidicich parametrech je bifurkacni diagram. NejpopuldrnéjSim
casto uvadénym bifurkaénim diagramem je diagram logistické rovnice, kterd popisuje
vyvoj populace. Logisticka rovnice a jeji bifurka¢ni diagram jsou detailné popsany v kap.
2.1. Priklad bifurkac¢niho diagramu se nachazi na Obr. 1.3. Je to bifurkacni diagram
Gaussovy mapy, ktera ma dva fidici parametry. Jde o fez trojrozmérnym diagramem pro
konstantni hodnotu fidiciho parametru & = 4,9. Gaussova mapa je dana piedpisem (1.1).

Xpsy = €70 4 B (1.1)

0.6 0.8 1

Obr. 1.3: Bifurkacni diagram Gaussovy mapy
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1.4 Ustalené stavy nelinearnich systému

V rovnovaznych stavech systému jsou derivace stavovych veli¢in nulové [3].

dxl_o_ ’—de—O- , dxz
dat T g TU BT T

Nelinearni systémy maji takové mnozstvi rovnovaznych stavi, kolik je feseni soustavy

X1 = 0; ... (1.2)

rovnic (1.2). Obecné¢ téchto feSeni muze byt kone¢né mnoho, nekone¢né mnoho nebo také
nemusi existovat zadné. Témto ustalenym stavim odpovidaji body stavové roviny,
ve kterych smérnice stavové trajektorie nejsou definovany. Prvnim typem ustalenych
stavil jsou singuldrni body. Piiklad singularniho bodu typu uzel se nachazi na Obr. 1.4.

X2 X2

Obr. 1.4: Singularni bod typu stabilni uzel (vlevo) a nestabilni uzel (vpravo) [3]

Pokud stavové trajektorie sméfuji do singularniho bodu, jde o bod stabilni. Naopak,
pokud stavové trajektorie vychazeji ze singularniho bodu smérem ven, jednd se o bod
nestabilni. Druhym typem ustalenych stavl jsou mezni cykly, které ve stavové roviné
nabyvaji podoby uzavienych trajektorii. Na Obr. 1.5 se nachazi vybrané mezni cykly
Rosslerova systému v ustdleném stavu. Charakteristickou vlastnosti, ktera je na tomto
obrazku zietelné vidét, je skokové zdvojovani periody mezniho cyklu v zavislosti
na zméne¢ fidiciho parametru c. KtiZeni kiivek je pouze zdanlivé, nebot’ jsou prostorové.

6
ar 5
20
=~ 0 = 0T
ok
4l 5
6F
10 .
5 0 5 10 -10 5 0 5 10
X X
10 20
5 10
> 0 = 0f
5 -10
1of 201
. . : . . -30 ¢
-10 -5 0 5 10 -20 -10 0 10 20
X X

Obr. 1.5: Mezni cykly Rosslerova systému pro ¢ = 4 (perioda 1), ¢ = 6 (perioda 2),
¢ = 8.5 (perioda 4) a ¢ = 18 (chaos)
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Stabilita meznich cykli zavisi na sméru okolnich trajektorii. Sméfuji-li vSechny
trajektorie z blizkého okoli k tomuto cyklu, jde o cyklus stabilni. Analogicky, vzdaluji-li
se blizké trajektorie od cyklu z obou stran, jde on nestabilni cyklus. K polostabilnimu
cyklu se trajektorie blizi zvenku a zevniti oddaluji, u polonestabilniho cyklu je tomu
naopak. Singularni body i mezni cykly tedy mohou byt stabilni nebo nestabilni. Obecnou
predstavu stability formuloval matematik Ljapunov [4]. Podle Ljapunova je rovnovazny

stav stabilni, pokud stavova trajektorie, kterd zac¢ina v néjakém okoli & od rovnovazného
bodu nikdy neptesahne hranice okoli € [5].

Ix(to)ll <8 = llx(®)ll <e (1.3)

Pokud stavova trajektorie za¢ind v okoli & a spostupem casu jde vzdalenost
od rovnovazného bodu limitné k nule, jedna se o stav asymptoticky stabilni.

lx(to)ll <8 = lim x(t) = 0 (1.4)

Pokud neplati podminky (1.3) ani (1.4), znamena to, ze je tento stav nestabilni. Grafické
znazornéni stabilniho, asymptoticky stabilniho a nestabilniho stavu se nachazi na Obr.
1.6.

Obr. 1.6: Stavoveé trajektorie v blizkém okoli singuldrnich bodu typu stied (vlevo),
ohnisko (uprostied) a sedlo (vpravo) [5]

1.5 Ljapunovova metoda vySetieni stability

Na rozdil od linearnich systému neni vySetfovani stability nelinearnich systému trivialni
zalezitosti. Jsou vyuZzivany riizné pfistupy, mezi které patii i Ljapunovova metoda.
Princip této metody spociva v nalezeni Ljapunovovy funkce ke konkrétnimu systému.
Pokud nalezneme vhodnou funkci, miizeme okamzit& posoudit, zda bude systém stabilni
¢1 nestabilni. Pokud vSak zvolime funkci nespravnou, nebude mozné stabilitu posoudit.
Nejveétsi problém této metody spociva praveé v nalezeni spravné Ljapunovovy funkce,
predevsim kvuli faktu, ze pro tuto ¢innost neexistuje univerzalné spravny postup. Tato
metoda je pouzitelnd pro systémy jakéhokoliv tadu. Pfedpokladejme tedy obecny
nelinearni systém n—tého fadu popsany soustavou rovnic prvniho fadu (1.5).
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x1 = f1(X1, X2, o, Xp)

Xé = fZ(xl'xZi ;xn) (1 5)

Xn = frn(X1, X2, o, Xn)
V ptipadé¢, Ze by néjakd z rovnic méla fad vyssi nez 1, je potieba ji pfevést na soustavu
rovnic prvniho fadu pomoci jednoduché substituce. Dale predpokladejme, Ze ma tento
systém singularni bod v poc¢atku soufadnicové soustavy. Pokud by tomu tak nebylo,
je potieba ho, za pouziti vhodnych transformaci, do po¢atku posunout. Ljapunovova
metoda predpokladé nalezeni vhodné spojité (Ljapunovovy) funkce

V(x1, %2, o, Xp) (1.6)
proménnych x4, X5, ... ,X,, pro které plati, ze jsou zaroven proménnymi daného
nelinedrniho systému. Déle musi tato funkce mit spojité prvni parcidlni derivace a musi

, ey . . . . C g av ..
byt pozitivné definitni®. Zkoumanim definitnosti funkce V a jeji derivace -, mizeme

posoudit stabilitu systému (1.5) v rovnovazném stavu.

Derivaci funkce V ziskame jednoduse jako derivaci slozené funkce (1.7).
dV. dV dx; dV dx, dv dx,

R + +o—
dt dx, dt dx, dt dx, dt

. dx; .. . , . C e , dx;
Za derivace ﬁ muzeme dosadit pravé strany rovnic f; z (1.5), jelikoz plati ﬁ =X;.

!

.7

Derivace funkce V pak piejde do tvaru (1.8), kde vSechno potiebné jiz zname.
, dv.odv av dv

4 =E=d_x1f1+d_xzf2+m+d_xnf” (1.8)
Pokud je derivace Ljapunovovy funkce V' negativné definitni, je rovnovazny stav
asymptoticky stabilni. Pokud je V' negativné semidefinitni®, pak je rovnovazny stav
pouze stabilni. V piipadé€, ze je V' pozitivné definitni ¢i pozitivné semidefinitni, bude
rovnovazny stav nestabilni. Jakmile vSak bude V' indefinitni, neziskali jsme Zadnou
informaci o stabilit¢ v disledku zvoleni nevhodné Ljapunovovy funkce. Jak bylo jiz
zminéno, metoda nefesi, jak urcit funkci V. Tuto komplikaci lze obejit riznymi zptsoby,
napi. podle [3] vyuZitim ztabelovanych funkci. Pro obecny systém druhého fadu (1.9) Ize
pouzit funkei (1.10).

ay” + b(my” + ny$)[e(y) + f)+cyt =0 (1.9)
PEPLIL S @10
at+1 "1 2

3 Pozitivng definitni funkce ma v po&atku nulovou hodnotu a mimo pocatek pouze kladné hodnoty.
Analogicky mizeme popsat negativné definitni funkci — mimo pocatek ma pouze zaporné hodnoty.

4 Pozitivné semidefinitni funkce nabyvaji pouze nezapornych hodnot. Analogicky negativné semidefinitni
funkce nabyvaji pouze nekladnych hodnot.
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Nachazi-li se dynamicky systém v nestabilnim stavu, 1ze dokazat, ze se jeho dvé blizké

1.6 Ljapunovovy exponenty

trajektorie vzdaluji rychleji nez polynomiadlné [2]. Mé&me dvé blizké trajektorie,
na kterych vybereme dva velmi blizké body. Zménu vzdalenosti r mezi témito dvéma
body lze aproximovat vztahem (1.11).

r(t) = ryett (1.11)

Parametr A piedstavuje lokalni Ljapunoviiv exponent. V piipad¢ vicerozmérného
stavového prostoru méa kazdd stavova veli¢ina svij vlastni Ljapunoviiv exponent,
pro ktery plati vztah (1.12).

(1.12)

Jsou-li zndmy vSechny hodnoty A;, je mozné ohodnotit stabilitu chovani dynamického
systému. Pokud jsou vSechny Ljapunovovy exponenty nekladné, dynamicky systém bude
stabilni. Je-1i alespoii jeden z exponentl kladny, systém se bude chovat chaoticky. Pokud
je kladnych exponentt vice, systém se bude chovat hyperchaoticky [6]. I kdyz je vypocet
Ljapunovovych exponentli obtiznou zalezitosti, s jejich pomoci mizeme jednoznacné
urcit chaotické chovani systému. Porovndni bifurkacniho diagramu a odpovidajicich
Ljapunovovych exponentt se nachazi na Obr. 1.7.
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Obr. 1.7: Srovnani Ljapunovova exponentu a bifurkacniho diagramu

Na obrazku je zfetelné¢ vidét, ze hodnota Ljapunovova exponentu postupné roste
ave chvili, kdy dochazi k bifurkacim, je rovna nule (lokalni maxima). Hodnota
exponentu pak postupné klesd, dokud nedosdhne minima a proces se opakuje. Prvni
kladné hodnoty dosahne pro r =~ 3,57 coz odpovida ptechodu k chaosu.
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1.7 Fraktaly

Jak bylo jiz zminéno v kap. 1.2, vSechny chaotické atraktory maji fraktalni strukturu.
Fraktal lze definovat jako nekone¢né& Clenity utvar, ktery je sob&podobny®. Pfestoze
se tvary fraktali mohou zdat slozité, vétSinou jsou generovany velmi jednoduchymi
pravidly. Jednim z nejprimitivnéjsich fraktalti je Cantorova mnozina. Tento fraktal vznika
postupnym odebiranim prostfednich tietin usecek a prvnich 5 iteraci se nachazi na Obr.
1.8. Sobépodobnost 1ze demonstrovat pomoci zakryti horni tisecky. Dvé zbylé Cantorovy
mnoziny jsou pouze zmensenou variantou ptivodni mnoziny.

Obr. 1.8: Cantorova mnozina

Jednim z nejznaméj$ich fraktdli je Mandelbrotova mnozina, kterou predstavil
B. Mandelbrot v [7]. Ta je tvofena pomoci ptedpisu (1.13).

Zn41 =Zp +C (1.13)
Mandelbrotova mnoZina je pak mnoZzinou vSech komplexnich ¢isel ¢, pro ktera plati, ze
posloupnost z,, z;, z, ... je omezena. To znamena, ze pro vSechny prvky posloupnosti
plati |z,| < b. Bylo dokazano, Ze posloupnost generovana predpisem (1.13) nediverguje
pro b < 2. To lze vyjadfit pomoci podminky (1.14) .

c EM < lim sup|z, 1| <2 (1.14)
n—oo

Viibec prvni podoba Mandelbrotovy mnoziny nachazejici se na obr. 1.9 byla vykreslena
na pocitaci jiz v roce 1982.
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obr. 1.9: Prvni pocitacem vykreslend podoba Mandelbrotovy mnoziny [8]

> Sobé&podobné utvary tvofeny Castmi, které jsou Uplné (nebo alespori pfiblizn€) podobné celku.
To znamena, Ze PO spravném pribliZzeni 1ze pozorovat opét ptivodni (nepiiblizeny) tvar.
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Zajimavé je také blizké okoli Mandelbrotovy mnoziny. Zjistime-li pocet iteraci,
po kterém bod prekroci maximalni dovolenou vzdalenost, miizeme témto bodim piifadit
konkrétni barvu (podle ,,rychlosti* divergence). Mandelbrotova mnozina s obarvenym
okolim pak tvoii krasny fraktalni obrazec. Piiklad obarveni se nachazi na Obr. 1.10. Opét
si mtizeme povSimnout, Ze detail je prakticky totozny s levou ¢asti mnoziny.
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Obr. 1.10: Mandelbrotova mnozina kompletni (vlevo) a detail (vpravo)

Mandelbrotové mnoziné jsou velmi podobné Juliovy mnoziny. K jejich generovani
je pouzit stejny piedpis (1.13). Rozdil spociva v tom, Ze je tentokrat komplexni parametr
¢ konstantni a méni se soufadnice bodu v komplexni roviné z,. Ukazka dvou Juliovych
mnozin se nachazi na Obr. 1.11.
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Obr. 1.11: Juliovy mnoziny pro ruzné hodnoty parametru ¢
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Fraktalni strukturu mizeme pozorovat také v bifurkacnich diagramech. Ptiklad takovéto
struktury se nachazi na Obr. 1.12. Vlevo muzeme vidét klasicky bifurka¢ni diagram,
vpravo se nachazi piiblizeny pravy horni roh diagramu. Rozdily mezi obéma obrazky

jsou minimalni. Pfiblizenim jsme dostali podobnou strukturu, kterd se opét i u detailu
V pravém hornim rohu opakuje.
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Obr. 1.12: Bifurkacni diagram logistické mapy (vlevo) a detail pravého
horniho rohu (vpravo)

Poslednim piikladem fraktalu je sobépodobna kiivka, kterou ptedstavil M. Gardner
ve svém ¢lanku z roku [8]. Pojmenovana byla podle mytického stvoieni, které vzdalené
pfipomind. Pomoci sledu velmi jednoduchych operaci 1ze dosdhnout pozoruhodné
komplexni struktury. Vychozim (prvnim) stavem je usecka. Postup tvorby této kiivky lze
ilustrovat také napft. na tenkém prouzku papiru. Na prouzku vyznacime stied a podle n¢j
pravou stranu pieklopime na levou (pokud bychom prouzek papiru rozlozili, dostali
bychom tvar pismene V). Na pielozeném pruhu opét vyznacime stfed a pielozime podle
n¢j pravou stranu na levou. Takto postupné piekladame pruh na poloviny. SloZeny pruh
pak po urcitém poctu pieloZeni rozlozime tak, aby vSechny sklady sviraly 90°. Tvar
vysledné kiivky se nachazi na Obr. 1.13.
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Obr. 1.13: Draci kfivka pro riizné pocty prelozeni

Vysledna kiivka se nikde nekiiZi a tvoii Ctverce, které se dotykaji pouze svymi rohy.
Na obrazku si mizeme povSimnout, Ze s rostoucim poctem pielozeni roste ,,0strost®
vysledného tvaru. Misto tseCky lze pouzit rizné dalsi tvary jako napft.: tvar pismene
S nebo W, ptipadné rizné obloucky.
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2 BEZNE STUDOVANE CHAOTICKE SYSTEMY

V dnesni dob¢ existuje velké mnozstvi studovanych chaotickych systémui. Nékteré z nich
jsou piimymi modely redlnych dé&jt a soustav (napt. Duffingiiv oscilétor), jiné jsou spise
matematickou ,hfickou®, ktera je idedlni ke zkoumani vlastnosti deterministického
chaosu (napft. Rosslertiv systém). Chaotické systémy jsou bézné zkoumany jak ve spojité,
tak i v diskrétni oblasti.

2.1 Logisticka mapa

Logistickd mapa je jednim z nejpopularnéjsSich bézné studovanych chaotickych systémti.
Ptestoze jde o systém velmi jednoduchy, je schopen velmi komplexniho az chaotického
chovani. Prvni variantu, v podobé& spojité diferencialni rovnice (2.1), publikoval
P. Verhulst jiz v roce 1838 ve své praci [9] z roku 1838.

dP  rP(K —P)
dc K
P ptedstavuje populaci, r miru ristu populace a K nosnou kapacitu prostiedi (nejvyssi
dlouhodob¢ udrzitelnou hodnotu P). Vyd¢lime-li obé strany rovnice K a zavedeme

2.1)

substituci x = g , prejde diferencialni rovnice do tvaru (2.2).

dx
= = — 2.2
P rx(1 —x) (2.2)

Ze substituce je patrné, ze X predstavuje podil aktualni populace viici maximalni mozné,
tudiz bude nabyvat hodnot z intervalu (0,1). Rovnice (2.2) je znama pod oznacenim
logisticka a jejim fesenim je funkce (2.3).

1

(6 =——7 (23)

1+ (x_O_ 1)6‘”

Funkce (2.3) je rozsitenou variantou (logistické) sigmoidy, ktera ma charakteristicky
esovity tvar. Jeji prubéh se nachazi na Obr. 2.1.
_1 [ T T T T T T T

0.8 .
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Obr. 2.1: Prubéh logistické sigmoidy
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Diskrétni varianta logistické rovnice (2.2) byva oznacovana jako logisticka mapa. O jeji

popularitu se zaslouzil biolog R. May, ktery ji vyuzil jako demograficky model ve své
praci [10] z roku 1976.

Xn+1 = "X (1 — 2xp) (2.4)
Chovani logistické mapy zavisi vyhradné na mife rastu populace r. Pokud je mira ristu
prilis nizka, populaci hrozi vyhynuti. Pokud bude naopak mira rustu pfili§ vysoka, mize
dojit k pfemnoZzeni a naslednému vymirani v disledku nedostatku potravy. Tuto zavislost
je mozné ilustrovat pomoci bifurka¢niho diagramu na Obr. 2.2, ktery zobrazuje, na jaké
hodnoté se populace ustali v zavislosti na velikosti parametru r.
1 —
0.8
06

0.4 -

0.2

0 i | | | |
1 1.5 2 2.5 3 3.5 4

r
Obr. 2.2: Bifurkacni diagram logistické mapy

Z diagramu je patrné, ze pro hodnoty r < 1 jde populace x vzdy k 0 (vymieni). Pro
1 < r < 3se velikost populace ustali na piislu$né hodnoté z intervalu (0; 0,666). Okolo
hodnoty r = 3 dojde k bifurkaci (rozvétveni). Po ptekroceni této hodnoty se populace jiz
nedokaze ustalit v dasledku pfili§ velké miry rastu. Ve chvili, kdy nabyde hodnota
populace niz§i ze dvou hodnot (napf. pro r = 3,3 je x; = 0,48), nic ji nebrani v rtstu
a v dalsi iteraci ptejde na vyssi hodnotu (pro r = 3,3 je x, = 0,82). Tato hodnota je vSak
ptili§ vysoka, a proto dojde k thynu ¢asti populace (napt. kvili nedostatku potravy).
Velikost populace se tedy v dalsim kroku snizi na hodnotu x; a cely proces se opakuje.
Z tohoto duivodu velikost populace X pro 3 < r < 3,45 periodicky osciluje mezi dvéma
hodnotami. V blizkosti hodnoty r = 3,45 opét dochazi k bifurkaci na obou vétvich
a po piekroceni této hodnoty systém osciluje mezi ¢tyfmi riznymi velikostmi populace.
Priibéh se s rostoucim r postupné vétvi a pocet hodnot, mezi kterymi populace osciluje,
pfislusné¢ zdvojuje. Se zdvojovanim period dochazi k postupnému zkracovani
bifurkacénich intervald. Tento proces u logistické mapy vrcholi pti hodnoté r = 3,5699
kdy se délky intervala limitné blizi nule. Po piekroceni hranice r = 3,57 se systém zacina
chovat chaoticky.
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Studiem zdvojovani periodickych boda logistické mapy se zabyval
M. Feigenbaum, ktery jako prvni poukazal na to, ze vzdalenosti bifurkaci se zkracuji
V konstantnim poméru [11]. Tento pomér lze vyjadfit pomoci limity (2.5), kde ,
predstavuje hodnotu fidiciho parametru r pro n-t¢ zdvojeni.
Tnei1 — Tn
§ = lim ~=L_n=2 (2.5)
n-=m Ty = Th-1

Pro pfipad n = 3 muZzeme pomér vzdalenosti ilustrovat pomoci Obr. 2.3.
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Obr. 2.3: Detail bifurkacniho diagramu s vyznacenymi vzdalenostmi, které se
pouzivaji k vypoctu Feigenbaumovych konstant

Kdybychom pouzili k vypoctu dvé oznacené délky J,, &,, dostali bychom hruby odhad
§ = 4,2337. Pfesna hodnota § = 4,6692016 dostala jméno Feigenbaumova konstanta §
a predstavuje limitni pomér délek dvou sousednich bifurka¢nich intervald. Jeji velmi
dilezitou vlastnosti je také to, Ze neni nijak zavisld na zkoumaném systému. Bylo
dokazano ( [12], [13]), ze je platna pro vSechny jednorozmérné mapy.

Podobné jako délky bifurkaénich intervalt jsou na tom i §itky rozvétveni. V Obr.

N2

2.3 jsou oznaceny prvni dvé Sitky a4, a,. Pomér Sifek vyjadiuje limita (2.6).

o = lim 2=t~ Iz (2.6)
n-=e Xp — Xp—1

Pro n jdouci k nekone¢nu nabyva a hodnoty 2,5029078. Tato hodnota byla oznac¢ena jako

Feigenbaumova konstanta a. Stejné jako konstanta § neni nijak zavisla na zkoumaném

systému. Diky témto dvéma konstantdm miizeme ziskat predstavu o chovani daného

systému. S jejich pomoci se d4 odhadnout pfechod mezi periodickym a chaotickym

chovanim. Predpoklada se [14], Ze ob¢ konstanty patii mezi transcendentalni ¢isla.
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2.2 Hénonova mapa

Hénonova mapa je dalSim z popularnich bézné studovanych chaotickych systémii. Oproti
logistické map¢ jde o systém dvourozmérny. Tato mapa byla pojmenovana po svém
autorovi, matematiku M. Hénonovi, ktery ji popsal [15] jako zjednoduSeny model
Poincarého mapy Lorenzova systému®. Hénonova mapa je nejéast&ji tvofena soustavou
dvou rovnic (2.7).

Xne1 = 1—axgi +y,

Yns1 = bxy 2.7)
Kde a, b pfedstavuji fidici parametry, které ovliviiuji chovani systému. Nejcastéji
pouzivané hodnoty, pro které Hénonova mapa vykazuje chaotické chovani, jsou a = 1,4
a b =0,3. Existuji modifikace Hénonovy mapy, které lze oznacit jako pftiblizné
»podobné*. Lisi se tim, Ze zvétSuji oblast konvergence mapy k atraktoru. Piikladem
takovéto modifikace je mapa (2.8) [16].

Xnt1 = A — xrzt + by,

(2.8)

Yn+1 = Xn
Atraktor , klasické* Hénonovy mapy se nachazi na Obr. 2.4.

S Eama
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x(n)

Obr. 2.4: Atraktor Hénonovy mapy

Tento atraktor Hénonovy mapy (pro a = 1,4 a b = 0,3) spada do kategorie atraktorti
podivnych (ma fraktalni strukturu). Na Obr. 2.5 se nachazi ¢ast fezu trojrozmérnym
bifurka¢nim diagramem Hénonovy mapy pro b = 0,3.

® Lorenz{iv systém je popsan v kap. 2.4
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Obr. 2.5: Detail bifurkacniho diagramu Hénonovy mapy

Na obrazku si miizeme povsimnout, ze pro a = 1,025 dochazi ke tteti bifurkaci (k prvni
doslo pro a = 0,75 a k druhé pro a = 0,91). Od hodnoty a = 1,06 se systém za¢ina
chovat chaoticky. Vyjimkou jsou intervaly, kde dochéazi k nahlému ustéaleni, po kterém
nasleduje dal$i postupné zdvojovanim period — napi.: (1,063;1,075) ¢i interval
(1,227;1,254).

2.3 Loziho mapa

V roce 1978 ptedstavil R. Lozi svou praci [17], ve které se zabyval dvourozmérnou
mapou, Ktera se podoba znamé Hénonové mapé. Jeho mapa je popsana soustavou dvou
rovnic (2.9). Podobnost s pfedpisem Hénonovy mapy je ziejma. Kvadraticky c¢len
Hénonovy mapy x2 byl nahrazen ¢lenem v absolutni hodnoté |x,,|.

Xne1 = 1 —alxy| + yn

(2.9)
Yn+1 = bxp

Kde a, b pfedstavuji fidici parametry, na kterych zavisi chovani celého systému. Loziho
mapa vykazuje chaotické chovani pro hodnoty a = 1,7 a b = 0,5. Atraktor Loziho mapy
se nachazi na Obr. 2.6.
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x(n+1)

-0.5 0

x(n)
Obr. 2.6: Atraktor Loziho mapy

Opét si mizeme povsSimnout jisté podobnosti s atraktorem Hénonovy mapy. Hladké

ktivky parabolickych tvari byly nahrazeny ostrymi liniemi. Na Obr. 2.7 se nachazi detail
bifurkaéniho diagramu Loziho mapy.

0.5
=
0 :
{
0.5F ;
| | i | | a
1.2 1.25 13 1.35 1.4 1.45 15
a

Obr. 2.7: Detail bifurkacniho diagramu Loziho mapy

Tento bifurkacni diagram se od diive uvedenych znaéné lisi. Diky pfitomnosti absolutni

hodnoty v ptedpisu mapy nedochazi po bifurkacich k oddalovani vétvi postupné (napf.
na Obr. 2.2), ale skokové.
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Lorenzuv systém je nelinearnim trojrozmérnym dynamickym systémem, ktery odvodil

2.4 Lorenziv systém

E. Lorenz [18] vroce 1963. Jde o zjednoduseny systém rovnic popisujicich vice-
rozmérné proudéni tekutin s teplotnim rozdilem. Lorenz sledoval zavislost prib¢hu
proudéni na velikosti Rayleighova ¢isla (jeden z parametrti) a zjistil, Ze systém je velmi
citlivy na pocatecni podminky a pro urcité hodnoty se zacina chovat nezvykle
(chaoticky). Pro zjednoduseni si zavedl systém tii diferencialnich rovnic (2.10) .

dx

-0 -0

dy

b x(p—z)—y (2.10)
dz

ac - Y ke

Proménna X je imérnd intenzit¢ konvektivity, y je umérna teplotnimu rozdilu mezi proudy
a zZ je imérna zméné ve vertikalnim teplotnim profilu. Parametr o ptedstavuje Prandtlovo
¢islo, p odpovida pomérné hodnoté zminéného Rayleighova cisla vici jeho kritické
hodnoté¢ a f je geometricky faktor. VSechny tfi parametry o,p,[ jsou zpravidla
nezaporné. Pro p < 1 ma systém jeden stabilni bod, ktery se nachédzi v poc¢atku. Tento
stav odpovida systému bez konvekce (Sifeni tepla proudénim). V bodé p = 1 dochazi

k bifurkaci a za touto hodnotou ma systém dva stabilni body: [\/ B(p—1), \/ B(p—1),
p— 1] a [—\/ B(p—1), —\/ Bl(p—1), p— 1]. Tyto dva body odpovidaji rovnomérné
konvekci v systému a jsou stabilni pokud plati podminka (2.11) [19].

o+ +3
c—pf+1

Pro p > 24,74 se méni chovani stabilnich bodl z pfitazlivého na odpudivé, coz ma

p<o (2.11)

vyznamny vliv na chovani systému. Trajektorie uz do stabilnich bodd nesméfuji, ale
pouze oba body obihaji. Ridici parametry nejéast&ji nabyvaji hodnot ¢ = 10, p = 28,
B = 8/3, pro které systém vykazuje chaotické chovani. Charakteristicky podivny atraktor
Lorenzova systému je vyobrazen na Obr. 2.8.
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Obr. 2.8: Atraktor Lorenzova systému pro pocatecni bod [4, 4, 4]

Objevily se pochybnosti, zda tento atraktor doopravdy odpovida dynamice Lorenzovych
diferencialnich rovnic a matematicky se toto tvrzeni dlouhou dobu nedafilo dokazat.
V roce 1998 byl tento problém dokonce zafazen mezi 18 nejvétSich nevyfesenych
problémi matematiky’, které sestavil S. Smale [20]. S ifeSenim piisel matematik
W. Tucker [21] v roce 2002.

Kromé toho, ze model reprezentuje proudéni v atmosféfe, pouziva se i v mnoha
dalsich oborech. Lorenzovy rovnice vyuzivaji napft.: zjednodusené modely chemickych
reakci [22], elektrickych obvodu [23], lasert [24], DC motoru [25], dynama [26]
a dokonce nékteré varianty osmozy [27].

2.5 Raossleriv systém

Praci E. Lorenze se zabyval O. Rossler, ktery ptisel s myslenkou jesté vice Lorenziv
systém zjednodusit. V roce 1976 navrhl [28] vlastni systém (2.12), ktery se svym
chovanim tomu Lorenzovu velmi podoba.

" Mezi dodnes nevyiesené problémy patii napt.: Riemannova hypotéza, feSeni Navier—Stokesovych rovnic
nebo P =? NP problém.

34



USTAV AUTOMATIZACE
A INFORMATIKY

dx

P A

dy

E=x+ay (2.12)

dz

pri b+z(x—c)

Parametry a, b, ¢ maji vliv na chovani systému. Piestoze byl tento systém navrzen pouze
S pouzitim teorie, nasel i praktické vyuziti pfi modelovani rovnovahy chemickych
reakci [29]. Atraktor Rosslerova systému pro a = 0,2; b = 0,2; ¢ = 5,7, se nachazi
na Obr. 2.9.

-10
Obr. 2.9: Atraktor Résslerova systému pro pocatecni bod [3, 0, 0]

Podobnost s Lorenzovym atraktorem je zfejma. Hlavni rozdil spo¢iva v poctu bodu které
systémy obihaji. U Lorenzova atraktoru lze zietelné vidét obéh okolo dvou riiznych
stabilnich bod, Rosslertiv systém obiha pouze jeden.

Chovani trojrozmérnych systému se odhaduje velmi obtizn¢. Bifurkacni diagram,
vyjadiujici zavislost stavové proménné (napi. X) na fFidicich parametrech a, b, c
je ¢tyfrozmérny. Urcitou piedstavu ndm mohou dat fezy timto diagramem. Na Obr. 2.10
se nachazi fez pro konstantni a = 0,2; ¢ = 5,7 a proménlivou hodnotu b.
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Obr. 2.10: Bifurkacni diagram Résslerova systému s proménlivym parametrem b

Bifurkaé¢ni diagram Rosslerova systému ma oproti pfedchozim systémtim dvé odlisnosti.
Zaprvé je zrcadlové ptevraceny podél vertikalni osy. To znamena, ze K postupnym
bifurkacim nebude dochazet podél osy b, ale proti sméru této osy. Druhym rozdilem
je chovani systému pro b jdouci k nule. Na obrazku mizeme vidét naznak postupného

ptechodu k vyssim hodnotam (pfiblizné od hodnoty 0,1 a mensi). Pro b jdouci limitné
k nule jde hodnota x do nekonecna.

2.6 Duffingova mapa

Duffingova mapa je diskrétni variantou Duffingovy rovnice, kterou piedstavil G. Duffing
ve své praci [30] z roku 1918. Duffingova rovnice (2.13) [31] je nelinearni diferencialni
rovnici druhého tadu, kterd se pouziva k modelovani pohybu buzenych oscilatorti
S tlumenim.

¥+ 6x + ax + x> = ycos(wt) 2.13)

Neznama x(t) reprezentuje polohu v ¢ase t, x je prvni Casova derivace (rychlost),
X je druha Casova derivace (zrychleni) a ¢isla «, 8, ¥, §, w jsou konstantni parametry.
Fyzikaln¢ 1ze tento systém pro 8 > 0 reprezentovat jako kyvajici se zavazi zavéSené

na pruzing, kterid se neiidi Hookeovym zikonem®

. Pro f <0 mize tento systém
reprezentovat periodicky buzeny systém s ocelovym nosnikem, ktery je stfidavé

pfitahovan dvéma magnety. Na Obr. 2.11 je takovyto systém vyobrazen.

8 Hooketiv zakon (,,Ut tensio, sic vis) lze interpretovat napf. takto: ,,Deformace je pfimo imérna nap&ti.
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Obr. 2.11: Vizualizace Duffingova oscilatoru pro § < 0 [31]

Jednotlivym parametrim lze také ptifadit fyzikalni vyznam. Parametr a odpovida linearni
tuhosti, § mife nelinearity vratné sily, y amplitudé periodické budici sily, § mife tltumeni
a w thlové rychlosti periodické budici sily.

Pocet parametri Duffingovy rovnice je mozno zredukovat zavedenim specifickych

substituci T = tvar a y = xa/y [32], diky kterym prakticky dojde pouze k pieskalovani.

y + 2ny + y + ex3® = cos(at) (2.14)
2
Kde n = % , €= % ao= % . Diky témto Upravam lze sledovat chovani stejného

systému v zavislosti na mensim poctu parametrii. Fazovy portrét buzeného Duffingova
oscilatoru, na kterém je patrna chaoticka trajektorie se nachazi na Obr. 2.12.

Obr. 2.12: Fazovy portrét buzeného Duffingova oscildtoru
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Diferencialni rovnici druhého fadu (2.14) 1ze jednoduchou tpravou pievést na soustavu
dvou diferencidlnich rovnic fadu prvniho. Pokud ob¢ rovnice pirevedeme do diskrétni
podoby ziskame piedpis Duffingovy mapy (2.15) [33].

Xn+1 = Yn

3 (2.15)
Yn+1 = —bx, + aYn — Yn

Chovani této mapy zavisi na parametrech a a b. Duffingova mapa vykazuje chaotické
chovani pro a = 2,75 a b = 0,2. Atraktor Duffingovy mapy se nachazi na Obr. 2.13.

-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5

Obr. 2.13: Atraktor Duffingovy mapy
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3 METODY STABILIZACE

Ptestoze neni mozné chovani chaotickych systémti dlouhodobé ptedpovidat, je mozné
tyto systémy stabilizovat. Jak jiz bylo zminéno v Kapitole 1.4, za urcitych podminek
ptejde dynamicky systém do ustaleného stavu v podobé singularniho bodu nebo limitniho
cyklu. Ukolem stabiliza¢nich metod je tedy pomoci ,,dimysIné“ navrzené perturbace
(zésahu) chaoticky systém do ustaleného stavu dostat. Zptisobd, jak perturbaci navrhnout
a zavést do systému je vice. V ramci této prace se jedna o Pyragasovu metodu TDAS
a jeji rozsifenou variantu ETDAS.

3.1 Metoda zpozdéné zpétné vazby

Metoda zpozdéné zpétné vazby slouzi ke stabilizaci nestabilnich periodickych orbitt
chaotickych systému. Je jednou ze dvou metod, které K. Pyragas predstavil ve své praci
[34] jiz v roce 1992. Tato metoda je také znama pod nazvem TDAS (Time Delayed Auto
Synchronization) a je velmi jednoducha na implementaci. Je vhodna pro stabilizaci orbitt
s niz§i periodou, coz je zaroven nejvice limitujicim faktorem této metody.

M¢jme obecny dynamicky systém P popsany proménnou X a spojitou perturbaci
v podob¢ parametru F jehoz vychozi hodnota je 0 (pro nefizeny systém P). Tento systém
popisuje diferencialni rovnice (3.1).

dx
— =P F(t 3.1)
— = P() +F ()
Perturbace je vyjadiena nasledujicim vztahem:
F(t) = K[x(t — 1) — x(t)] (3.2)

V tomto ptipad¢ T predstavuje dobu zpozdéni. Pokud tato doba odpovida periodé
nestabilni periodické orbity, velikost perturbace se ve stabilnim bod¢ bude rovnat nule.
To znamena, Ze stabilizaci nedoSlo ke zméné feSeni systému. Vahovy parametr K méni
velikost perturbace, ktera je do systému zavedena jako zaporna zpétna vazba (K > 0).
Velikost parametru K je bézné volena v intervalu (0, 1) [35]. Pro hodnoty vétsi nez 1
by mohla perturbace systém spiSe vice rozkmitavat nez ustalovat. Zménou parametru
K dochazi pouze ke zméné priislusného Ljapunovova exponentu. Pozadovaného
(stabilniho) chovani dynamického systému je dosaZzeno optimalnim nastavenim
parametru K. Jednoduchou tpravou rovnic (3.1) a (3.2) ziskame diskrétni variantu
metody TDAS (3.3) vhodnou ke stabilizaci chaotickych map. Hodnota parametru m
je rovna tadu periodického orbitu.
Xne1 = P(xy) + F,

Fy = K[xp—m — xn] (33

Blokové schéma metody se nachazi na Obr. 3.1.
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Obr. 3.1: Blokové schéma metody TDAS

Velkou vyhodou této metody je jeji velmi jednoducha experimentéalni realizace a také
fakt, ze nevyzaduje predbéZnou ani prubéznou analyzu dynamiky systému. Vystaci
si pouze s méfitelnym vystupem a znalosti periody stabilniho orbitu. Je ziejmé,
ze nejvetsi vliv na GspéSnost této metody ma volba parametru K. Zavislost hodnoty
ucelové funkce (hodnotici stabilizaci logistické mapy na orbit s periodou 1) na volbé
tohoto parametru muze vypadat rizné. Piiklad takovéto zavislosti pro stabilizaci
logistické mapy na orbit s periodou 1 se nachazi na Obr. 3.2.

1 5 T T T T

10 7

ITAE

0 I I I I
-0.41 -0.408 -0.406 -0.404 -0.402 -0.4

K

Obr. 3.2: Zavislost hodnoty ucelové funkce na volbé ridiciho parametru pro stabilizaci
logistické mapy na orbit s periodou 1 (pro pocatecni bod xo = 0,34326)

Dalsim faktorem, ktery ma vyznamny vliv na prub¢h stabilizace je volba pocatecniho
bodu. Tato zavislost pro stabilizaci logistické mapy na orbit s periodou 2 je vyobrazena
na Obr. 3.3. MiZeme si pov§imnout Ze tato zavislost ma minimum pobliZz hodnoty 0,37,
kde se shodou okolnosti nachazi jeden z periodickych bodd. Logicky lze tedy
pfedpokladat, Ze ¢im je pocatecni bod bliZe stabilnimu feSeni, tim je proces stabilizace
jednodussi. Kombinovana zavislost (pro totoznou tlohu stabilizace) se nachazi na Obr.
3.4. Tento obrazek znazornuje, jak se méni prubéh hodnoty ucelové funkce v zavislosti
na zméng fidiciho parametru K pro Ctyfi riizné blizké pocatecni body.
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Obr. 3.3: Zavislost hodnoty ucelové funkce na volbé pocatecniho bodu
(minimum je oznaceno cervené)
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Obr. 3.4: Zavislost hodnoty ucelové funkce na volbé parametru K s ohledem
na volbu pocdtecniho bodu

3.2 RozSifena metoda zpozdéné zpétné vazby

Nejvétsi nevyhoda metody TDAS spociva v omezeni velikosti periody orbitu. Kvalita
stabilizace s rostouci periodou orbitu klesa, pro velké hodnoty metoda dokonce selhava.
Je to zplsobeno tim, Ze velikost perturbace zavisi pouze na jednom piedchozim stavu,
jelikoz metoda neni schopna uchovat informace o vice pfedchozich stavech. Timto
problémem se zabyvali J. Socolar, D. Sukow a D. Gauthier [36], ktefi ptisli s roz§ifenou
(angl. extended) variantou vypoctu perturbace (3.4), ktera uchovava informace o vétSim
poctu predchozich stavi (teoreticky vsech). Rozsifena verze metody TDAS byva
V literatuie oznacovana jako ETDAS (Extended TDAS).
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F(t) = K[(1-R) Z R™ 1 x(t — m1) — x(1)] (3.4)

Parametr R nabyva hodnot 0 < R < 1, pficemz varianta R = 0 odpovida plvodni
metodé TDAS. Stejné jako u metody TDAS plati, ze pokud je systém stabilni, jde pro
libovolné hodnoty parametri K, R velikost perturbace k nule. To znamena, Ze stabilizaci
nedoslo ke zmén¢ feSeni. Nahradou sumacniho c¢lenu ekvivalentnim vyrazem
(diferencialni rovnici se zpozdénim) se vypocet perturbace rozpadne na dvé rovnice [37].

F@) = K[(1 = R)S(t — 1) — x()]

S(t) = x(t) + RS(t — 1) (3.5)

Upravou (diskretizaci) rovnic (3.5) ziskame diskrétni variantu metody ETDAS.
Xny1 = POp) + B,

F, = K[(1 = R)Sp_m — xn] (3.6)
Shn=xp +RSp—m

Oproti metodé¢ TDAS dosahuje jeji rozSifend varianta lepSich vysledki. Rozdil je patrny
hlavné v piipadé stabilizace na orbit s vé&tsi periodou, ktera je cCasto rychlejsi,
a efektivngj$i. Obdobné jako u metody TDAS uspésnost metody zavisi na volbé fidicich
parametri K a R. Piiklad zavislosti hodnoty ucelové funkce (pro piipad stabilizace
logistické mapy na orbit s periodou 1) na volbé parametri K a R se nachazi na Obr. 3.5.

Obr. 3.5: Zavislost hodnoty ucelové funkce na volbé ridicich parametrii metody ETDAS
(pro stabilizaci logistické mapy na orbit s periodou 1, xo = 0,5)
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4 METODY OPTIMALIZACE

Ukolem optimaliza¢nich metod je nalézt to nejlepsi feSeni z mnoziny viech feSeni
ptipustnych. Abychom vS§ak mohli feseni kvalitativné porovnavat, je zapotiebi je nejdiive
ohodnotit. K tomu vyuzijeme ucelovou funkci, ktera predstavuje zavislost kvality feseni
na volbé rozhodovacich proménnych. V praxi pak optimalizace spociva v nalezeni
konkrétni hodnoty x*, pro kterou nabyva tucelova funkce extrému ze vSech pfipustnych
feseni x. Vzhledem k faktu, ze ucelova funkce neni spojita, nelze k optimalizaci vyuzit
metod, které pracuji s gradientem funkce. Proto byla k optimalizaci pouzita metoda
z kategorie negradientnich. Negradientni metody hledaji extrém funkce pomoci
porovnavani funkénich hodnot. Konkrétnimi pouzitymi metodami byla metoda Nelder—
Mead a geneticky algoritmus.

4.1 Utelova funkce a jeji modifikace

Hodnota ucelové funkce ndm davé predstavu o kvalité feSeni optimaliza¢ni tlohy. Pro
stabilizaci chaotickych systému na orbit s periodou 1 byla jako ucelova funkce pouzita
diskrétni varianta integralniho kritéria ITAE (Integral Time-weighted Absolute Error).

n
Sitag = Zleil "1 (4.2)
i=1

Toto kritérium minimalizuje jak odchylku ej (rozdil zddané a skute¢né hodnoty), tak
I dobu stabilizace i, ktera v tomto ptipadé predstavuje ptislusny krok. Existuji rizné
varianty tohoto kritéria, které mohou vahové modifikovat jednotlivé slozky [38].

n
Sitag = Z:|ei|S 0" (4.2)
i=1

Ptestoze pro stabilizaci na orbit s periodou 1 je kritérium (4.1) pln¢ dostacujici, pro vyssi
periody neni pfili§ vhodné. Nema moZnost uvazovat vice stabilnich bod{, natoZ jejich
potadi. Proto byla pro stabilizaci orbitli s periodou vét§i nez 1 pouZzita modifikovana verze
této ucelové funkce (4.3), ktera zminéné nedostatky odstranuje.

n n n
SiTaEm = min{Zlelil "1 ,Z|€2i| 0 ,---.Z|€ui| : i} (4.3)
i=1 i=1 i=1

S rostouci periodou orbitu roste umérne€ 1 pocet periodickych bodl, kterymi systém
postupné prochazi. Pocet vSech moznych uspotadani u konkrétniho poctu p periodickych
bodl odpovidad hodnoté pl. V ramci této prace jde o hodnoty 2! = 2 a 4! = 24. Tato
modifikovana ucelova funkce vypocte hodnoty kritéria pro vSechny varianty uspofadani,
ze kterych nakonec vybere tu nejmensi. Pravé ta nejlépe odpovida skutecnému pribéhu.
Je to zpiisobeno tim, Ze dopfedu nezname spravné potadi periodickych bodt, ani misto,
kde se systém na stabilni cyklus ,,napoji®.
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4.2 Metoda Nelder—-Mead

Tato numerickd iteraéni metoda, zndmd také jako metoda simplext® [39], vyuziva
k hledani tfeSeni vrcholti simplexu. Pro dvourozmérny problém se jedna o vrcholy
trojihelniku, pro trojrozmérny problém se vyuziva Ctyistén. Simplex se prostorem
pohybuje jako améba a pomoci postupnych transformaci se ptiblizuje k feSeni. I kdyz
se na prvni pohled miize algoritmus této metody jevit jako slozity, jeho zdkladni myslenka
je veelku prosta. Po zjisténi hodnoty ucelové funkce ve vSech vrcholech simplexu
vybereme vrchol s nejhorSim ohodnocenim x,, a nahradime ho novym vrcholem,

v

ve kterém je ohodnoceni piiznivéj$i. Novy vrchol hledame na polopiimce vychazejici
ze zminéného vrcholu s nejhorsim ohodnocenim, kterd prochazi t¢zistém vsech ostatnich
vrcholti. Zpusobu, jak lze simplex transformovat je celkem pét a jejich vizualni

interpretace se nachazi na Obr. 4.1.

A%

1) Reflexe —novy bod x, je obrazem bodu x,, ve sttedové soumérnosti podle t&zisté

2) Expanze — pokud dosahl reflektovany bod lepsi hodnoty ucelové funkce nez
nejlépe ohodnoceny vrchol simplexu x;,, otestuje se také bod x,, ktery se nachazi
ve dvojnasobné vzdalenosti reflektovaného bodu a nejhorsiho vrcholu ve sméru
poloptimky vii¢i bodu x,,,

3) Kontrakce vnéjsi — v ptipadé, Zze x, ani x, nedosahly lepsiho feSeni, otestuje
se stfed x., UseCky tvoiené bodem x,. a tézistém

4) Kontrakce vnitini — analogicky se testuje stfed x.; GseCky tvofené bodem x,,

5) Redukce — pokud vSechny ptedchozi pokusy nenalezly lepsi feSeni, dojde
k redukci simplexu. Vrchol simplexu s nejlep$im ohodnocenim x; zistava
zachovan a vSechny ostatni vrcholy se k nému pfiblizi na polovinu pivodni
vzdalenosti

A

Algoritmus postupné prochazi kroky 1 — 4 a kdyZ nalezne lepsi fesSeni, dojde k ptislusné
transformaci simplexu. Pokud lepsi feSeni nenalezne, dojde k redukci simplexu. Vypocet
opakujeme do chvile, kdy jsou vzajemné vzdalenosti vrcholi simplexu mensi nez
pozadovana piesnost a vrchol s nejlepsim ohodnocenim x;, prohlasime za feSeni. Druhou
mozZnosti zastaveni vypoctu je situace kdy po urcity pocet iteraci nedoslo ke zlepSeni, coz
V pieneseném vyznamu znamend, e simplex se nachazi na roving. Cim je podet
proménnych minimalizované funkce mensi, tim je obvykle feSeni nalezené touto metodou
leps$i a 1 kdyZ je o konvergenci této metody znamo velice malo [40], dosazené vysledky
jsou vynikajici.

Znacnou nevyhodou této metody je nutnost zadat vychozi hodnoty
optimalizovanych parametri. KdyZ totizZ zvolime pocatecni hodnoty ,,nest’astné*, mize
nam feSeni zkonvergovat k lokalnimu minimu ¢i dokonce zdivergovat. Metoda Nelder—
Mead je metodou lokalni optimalizace, coZ je pro tcely stabilizace nedostatecné, jelikoz
ma tato metoda pouze malou nadéji na nalezeni nejlepsiho feseni. Tento problém byl

® Nezaméhovat se simplexovou metodou (algoritmem linedrniho programovani)
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vyfeSen mirnou modifikaci optimalizacni metody. Odhad startovniho bodu je nahrazen
intervalem, ve kterém se budou optimalizované parametry nachéazet. Napt. pro metodu
ETDAS se oba vahové parametry nachazeji v intervalu (0, 1). Intervaly pro jednotlivé
optimalizované proménné jsou ekvidistantné rozd€leny a algoritmus poté optimalizuje
vSechny mozné kombinace proménnych. V pieneseném vyznamu je jeden startovni bod
nahrazen miizkou, diky které si mizeme zavislost hodnoty ucelové funkce na
optimalizovanych parametrech vizualizovat (napi. Obr. 3.5) a ziskat tak piedstavu, o
poloze globalniho minima. Za ti¢elem zvySeni pfesnosti je mozné tento postup opakovat
pro zpiesnéné¢ odhady intervall, ve kterych se nachazi globalni minimum. Tato
modifikace umoznila efektivni vyuziti metody Nelder—-Mead Vv kontextu globalni
optimalizace.

xw xh

Obr. 4.1: Vizudlni interpretace transformaci simplexu [41]

4.3 Geneticky algoritmus

Geneticky algoritmus je heuristickd optimalizaéni metoda, zaloZend na principu
pfirozen¢ho vybéru — procesu, ktery je pomyslnym hnacim motorem evoluce.
V inicializa¢ni fazi algoritmus vygeneruje nultou populaci (mnoZinu jedinct). Kazdy
jedinec nese urcitou informaci v podobé chromozomu slozeného z jednotlivych gent
(napf. bitll). Nultd populace se vétSinou skladd z ndhodné vybranych jedincii. Cela
populace je nejdiive ohodnocena fitness funkci, ktera umozni kvalitativni porovnavani.
Ke tvorbé nové generace dochazi pomoci k7izeni a mutace. Selekce (vybeér) ,,rodica
k reprodukci mtize byt realizovana napt. ruletovym kolem [42], kdy méa kazdy jedinec
pravdépodobnost vybéru umérnou jeho fitness ohodnoceni. Pfi kiiZzeni dochazi
k vzajemné vyméné dvou casti chromozoml a pfi mutaci k ndhodnym zménam
jednotlivych genti. Nova populace, vytvotfena kiizenim a mutaci je opét ohodnocena
fitness funkci a pokud neni splnéna ukoncujici podminka, algoritmus se vraci zpét
k selekci, tentokrat s novou populaci. Podminkou ukonceni mize byt napt. dosazeni
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maximalniho poc¢tu populaci nebo dlouhodobé neménna hodnota fitness. Populace
se postupné ,,vyviji“ smérem k optimalnimu feSeni. Nespornou vyhodou je fakt,
ze se V kazdé¢ iteraci (generaci) na hleddni optimalniho feSeni podili celd populace,
na rozdil od klasickych algoritmi, které bézné rozvijeji pouze jedno pocatecni feseni.
Nemodifikovany geneticky algoritmus je algoritmem ,slepého” prohledavani [43],
jelikoz k orientaci nevyuziva Zadnou informaci.

[ Inicializace ’

/—>[ Evaluace H Ukonéeni

v
F[ Mutace ]

Obr. 4.2: Zjednodusené schéma prdce genetického algoritmu

Obr. 4.2 zobrazuje zjednodusené obecné schéma prace genetického algoritmu. Z obrazku
je patrné poradi jednotlivych ¢innosti

Znac¢ny vliv na vysledné feSeni optimaliza¢nich tloh pomoci genetického
algoritmu ma nastaveni vnitinich parametri. V ramci této prace bylo pouzito vychozi
nastaveni genetického algoritmu vyvojového prostiedi MATLAB.
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5 STABILIZACE CHAOTICKYCH SYSTEMU

Prakticka cast prace se zabyva stabilizaci zadanych chaotickych systémit. Jedna se o dva
modelové systémy — logistickou a Hénonovu mapu a jeden realny systém — Duffingovu
mapu. Vsechny systémy byly stabilizovany za stejnych podminek. Pocet iteraci, béhem
kterych probihala stabilizace byl zvolen na 100. Negkteré systémy se vsak ustalily
mnohem diive. Stabiliza¢ni metody byly optimalizovany jak genetickym algoritmem, tak
metodou Nelder-Mead.

5.1 Stabilizace logistické mapy

Chovani logistické mapy bylo popsano v kapitole 2.1. Logisticka mapa byla stabilizovana
na orbitech s periodou 1, 2 a 4. Pro jednotlivé ptipady bylo potieba nejprve zjistit, kde
se nachazeji konkrétni periodické body. V piipadé p — 1 orbitu se jedna o feseni rovnice
(5.1), ktera pro logistickou mapu nabyva podoby (5.2).

fr(x) = x (5.1)

rx(1—x) =x (5.2)
Pomoci nékolika jednoduchych uprav Ize rovnici (5.2) prevést na tvar (5.3), ze kterého
je patrné, ze jde o kvadratickou rovnici v normovaném tvaru S koeficienty a =1,

1
b= (:-1)ac=o.
1
x2+<;—1)x=0 (5.3)
Rovnice (5.3) ma dvé feseni a jsou to hodnoty x; =0 a x, = % za podminky r > 1.

Pomineme-li trivialni feSeni x;, periodickym bodem je tedy bod x,. Grafické feseni
je zobrazeno na Obr. 5.1.

1 T T T T T T T T T

0.8 7

O L 1 1 1 1 1 1 1 1 1

0 0.1 02 03 04 0.5 06 07 08 09 1
X

Obr. 5.1: Graficke reseni rovnice (5.2) pror = 3,8
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V piipadé p — 2 orbitu jde o feseni rovnice (5.4), pro logistickou mapu (5.5).
) = £(f0) =x (5.4)

r’x(1—x)[1—rx(1—x)] =x (5.5)

Rovnici (5.5) Ize upravit na tvar (5.6). Je patrné, Ze jde o rovnici kvartickou (¢tvrtého
stupng).

1 1 1
x4—2x3+(—+1)x2—(—+—3)x=0 (5.6)
r ror

. e v v -1 .
Tato rovnice ma Ctyfi feSeni a jsou to hodnoty x; = 0, x, = TT za podminky r > 1,

xy = (Z:D(H) pro r>3 a x, = +— (2:1)(T_3) také za podminky 7 > 3.

Vzhledem k faktu, ze bod x; je trivialnim feSenim a bod x, feSenim pro orbit s periodou
1, periodickymi body budou body x; a x,. Grafické feseni rovnice (5.5) je zobrazeno
na Obr. 5.2.

1 —

0.8 -

0‘;’ I | | I I | I I |
0 0.1 0.2 0.3 04 0.5 06 07 0.8 09 1

X
Obr. 5.2 Graficke reseni rovnice (5.5) pror = 3,8

Pro orbit s periodou 4 se vypocet komplikuje. Periodické body jsou 4 realna feSeni
rovnice (5.7).

700 = £ (F (F(£0))) = % 57)

Po dosazeni piedpisu logistické mapy do (5.7) vyjde rovnice 16. stupné. Konkrétni
dosazeni, ani normovany tvar nejsou uvedeny z divodu nepiehlednosti. Nalézt vSech 16
feseni rovnice analyticky neni mozné'®. Proto byla rovnice fesSena numericky, a také
graficky. Grafické feseni se nachazi na Obr. 5.3.

10 Neexistenci algebraického feseni pro rovnice 5. a vyssiho fadu popisuje Abel-Ruffini teorém [40]
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O | 1 | | | | 1 | |
0 0.1 0.2 0.3 0.4 05 06 0.7 0.8 0.9 1

X

Obr. 5.3: Grafické reseni rovnice (5.7) pror = 3,8

5.1.1 Nastaveni stabiliza¢nich metod

Logistickd mapa byla na orbitech s periodou 1 a 2 stabilizovana jak metodou TDAS, tak
i jeji rozsitenou variantou ETDAS. Pro orbit s periodou 4 byla pouzita pouze metoda
ETDAS. Cilem stabilizace bylo pomoci danych optimaliza¢nich metod nalézt hodnotu
vahovych parametri, pro které nabyva tcelova funkce (4.3) minimalni hodnoty.
Pro metodu TDAS byla ke stabilizaci logistické mapy pouzita soustava rovnic (5.8)
a pro metodu ETDAS soustava (5.9).

Xpt1 =7Tx(1—x) + E,

Fo = K[xp-m — xn] 58)

K ptedstavuje optimalizovany vdhovy parametr.
Xny1 = POp) + B,

F, = K[(l - R)Sn—m - xn] (59)
S, = %n + RSy

V tomto piipad€ jsou optimalizované parametry K a R. Pro ob¢ soustavy rovnic je m
rovno period¢ orbitu. Aby bylo mozno posoudit kvalitu stabilizace, bylo nejdiive nutné
zjistit, kde se nachazeji periodické body. Jejich poloha zavisi na fidicim parametru r.
Logistickda mapa vykazuje chaotické chovani pro hodnotu fidiciho parametru
r od 3,6 do 4, proto byla pro vypocet zvolena hodnota r = 3,8. Orbit s periodou 1 ma praveé
jeden stabilni bod, ktery nabyva hodnoty 0,7386. Orbit s periodou 2 ma dva periodické
body, které nabyvaji hodnot 0,3737 a 0,8894. Orbit s periodou 4 byl stabilizovan
k bodim: 0,8218; 0,7639; 0,4845 a 0,3405.
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5.1.2 Vysledné prubéhy

Nestabilni prubéh logistické mapy pro pocateéni bod x, = 0,5 se nachazi na Obr. 5.4.

Hodnota proménné x se po celou dobu pohybuje v intervalu (0, 1).

1-
0.8
06|

x
0.4

0.2

0 I I I I I I I I I j
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

terace

Obr. 5.4: Chaoticky pribeh logistické mapy

Stabilni prub¢hy s periodou 1 jsou vyobrazeny na Obr. 5.5. Jde o nejlepsi vysledky,
kterych bylo dosazeno obéma stabilizaénimi metodami optimalizovanymi pomoci
metody Nelder—Mead. Stabilizacni metody bez problému nalezly feSeni, piesto
se vzajemn¢ mirng lisi. Metoda TDAS dosahla pIné stabilniho chovani po Sesti iteracich,

zatimco metoda ETDAS jiz po tiech, tedy dvakrat rychleji.

T 1r

NN NSNS
0.6 06
B3 B3
0.4 0.4
0.2 021
0 . L . . L . . L . | 0 . . L L . L L . |
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
iterace iterace
0.2
03
0.15 |-
0.1 02
£ £
0.05
0.1
0
0.05 0
1 | | 1 | | 1 | | T T i T T b T
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 0 2 4 ] 8 10 12 14 16 18 20

iterace iterace

Obr. 5.5: Vysledky stabilizace logistické mapy na orbit s periodou 1 pomoci metod TDAS
(vlevo) a ETDAS (vpravo) optimalizovanych metodou Nelder-Mead. Horni grafy
zobrazuji vyvoj polohy, dolni grafy velikost zdsahu v prislusném kroku. Cervend cara

predstavuje stabilni stav.

Pro srovnani ucinnosti obou optimaliza¢nich metod jsou na Obr. 5.6 vyobrazeny pribéhy
stabilizace stejné tlohy (logistickd mapa stabilizovana na orbit s periodou 1), tentokrat

optimalizované pomoci genetického algoritmu.

50



USTAV AUTOMATIZACE
A INFORMATIKY

N "N |
\8/ A o
0.6 - 0.6
x x
04 0.4
0.2 021

. . | . . . | | | . | | . . . | . |
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
iterace iterace

! ! ! ! ! ! ! ! Nl T i i T T
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 6 8 10 12 14 16 18 20
iterace iterace

Obr. 5.6: Vysledky stabilizace logistické mapy na orbit s periodou 1 pomoci metod TDAS
(vlevo) a ETDAS (vpravo) optimalizovanych genetickym algoritmem. Horni grafy
zobrazuji vyvoj polohy, dolni grafy velikost zasahu v piislusném kroku. Cervend cdra
predstavuje stabilni stav.

Ptestoze se prub¢hy na Obr. 5.5 a Obr. 5.6 mohou zdat totozné, ve skute¢nosti tomu tak
neni. Ukdzalo se, ze ptfi dostate¢ném poctu opakovani (v fadech tisici) dosahuji oba
optimaliza¢ni algoritmy prakticky totoznych vysledkti. Rozdil hodnot, kterych nabyva
ucelova funkce pro oba pouzité optimalizaéni algoritmy ¢inil v ptipadé metody TDAS
1.14 x 107°% a v ptipadé metody ETDAS 8.23 X 107°%. Tak malé rozdily nelze
v grafech pouhym okem rozlisit a jejich vliv na kvalitu stabilizace je zanedbatelny.
Na Obr. 5.7 se nachazi stabilni prub¢h s periodou 2, kterého bylo dosazeno pomoci
metody ETDAS. Opét muzeme vidét, Ze metoda bez problému nalezla feSeni, které
dosahne pln¢ stabilniho chovani piiblizné za dvanact iteraci. Opét je patrné, Zze mezi

uspé&snosti optimaliza¢nich metod nejsou viditelné rozdily.
1

- 1r
08r 0.8
0.6 0.6
= =
0.4 £ g & 0.4 | g %
L 0zt
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| | | | | | | | | I 0 | | | | | | | | | I
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Obr. 5.7: Vysledky stabilizace logistické mapy na orbit s periodou 2 pomoci metody
ETDAS optimalizované metodou Nelder-Mead (vilevo) a genetického algoritmu (vpravo).
Horni grafy zobrazuji vyvoj polohy, dolni grafy velikost zasahu v prislusnéem kroku.
Cervené cary predstavuji stabilni stav.
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Vzhledem k faktu, Ze optimaliza¢ni metody nachazeji feSeni se vzajemnymi rozdily, které
nelze rozeznat pouhym okem, bude nadale uvadén pouze jeden ze dvou prakticky
identickych pribéha. Obr. 5.8 zobrazuje vysledek stabilizace, kterého bylo dosazeno
jednodussi, ale zato mén¢ ucinnou metodou TDAS. Tato metoda si se stabilizaci
k pfesnému feSeni nedokazala poradit. Na obrazku si vSak mizeme povSimnout,

ze metoda dokézala systém ustalit v orbitu velmi blizkém. K ustaleni dochazi po tfinacti

iteracich.
1r 1

0.8

06¢
x

0.4 |

021

0 I I 1 I 1 1 1 1 1 ) 1 I I I I I I I I 1
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

iterace iterace

Obr. 5.8: Vysledky stabilizace logistické mapy na orbit s periodou 2 pomoci metody
TDAS. Levy graf zobrazuje vyvoj polohy, pravy graf velikost zasahu V prislusném kroku.

Stabilizace na orbit s periodou 4 uz byla pfili§ obtiznou tlohou, se kterou si metoda TDAS
nedokézala poradit. Metoda ETDAS se stabilizaci Zadny problém neméla. Pribéh
stabilizace se nachazi na Obr. 5.9.
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Obr. 5.9: Vysledky stabilizace logistické mapy na orbit s periodou 4 pomoci metody
TDAS. Levy graf zobrazuje vyvoj polohy, pravy graf velikost zasahu v prislusném kroku.

5.2 Stabilizace Hénonovy mapy

Chovani Hénonovy mapy bylo popsano v kap 2.2. Hénonova mapa byla stabilizovana na
orbitech s periodou 1, 2 a 4. Postup byl obdobny jako v pfipadé¢ stabilizace logistické
mapy. Zasadni rozdil spocivd v poctu dimenzi. Logistickd mapa je jednorozmérny
systém, Hénonova mapa je dvourozmérnd. Pro jednotlivé pfipady bylo potieba nejprve
zjistit, kde se nachéazeji konkrétni periodické body. V ptfipadé p — 1 orbitu se jedna o feSeni
rovnice (5.10), ktera je obdobou rovnice (5.1).

fap (2, yD) = [x,¥] (5.10)
Pro Hénonovu mapu jde konkrétn¢ o feseni soustavy rovnic (5.11).
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(5.11)

l—ax*+y=x
bx =y

Pomoci dosazeni proménné y z druhé rovnice do prvni a nékolika jednoduchych uprav
Ize soustavu rovnic (5.11) ptevést na tvar (5.12), ze kterého je patrné, Ze jde

0 kvadratickou rovnici v normovaném tvaru s koeficientya = 1, b = % ac= —i.
1-b 1
X2 + Xx—==0 (5.12)
a a
— —1)2
Rovnice (5.12) ma dvé feSeni a jsou to hodnoty x;, = ot (:a DL podminky

a > 0.Proklasickou Hénonovu mapu, kde a=1,4 ab = 0,3 vychazi jedno feSeni zaporné
a druhé kladné. V ramci této prace byla Hénonova mapa na orbitu s periodou 1
stabilizovana ke kladnému feseni rovnice (5.12), které odpovida stabilnimu bodu.

Vv

ukolem. Jednalo se o feSeni soustav (5.13) a (5.14).

fap(x,yD) = [x, 5] (5.13)

Tyto soustavy byly feSeny pouze numericky.

5.2.1 Nastaveni stabiliza¢nich metod

Hénonova mapa byla na orbit s periodou 1 stabilizovana metodou TDAS i ETDAS. Pro
orbity s periodou 2 a 4 byla pouzita pouze metoda ETDAS. Stejné jako v piipadé
logistické mapy bylo cilem stabilizace nalézt hodnotu vadhovych parametrti, pro které
nabyva ucelova funkce (4.3) minimalni hodnoty. Pro metodu TDAS byla ke stabilizaci
Hénonovy mapy pouzita soustava rovnic (5.15) a pro metodu ETDAS soustava (5.16).

Xpp1 =1—axZ+vy, +F,
Yn+1 = bxp (5.15)
Ey = K[xp_m — xn]
K ptedstavuje optimalizovany vahovy parametr.
Xne1 = 1—axg +y, + F,

Yn+1 = bxy
E, = K[(l —R)Sp-m — xn]
Sh=xp + RS _m

(5.16)

V tomto piipad€ jsou optimalizované parametry K a R. Pro obé soustavy rovnic je m
rovno period¢ orbitu. Aby bylo mozno posoudit kvalitu stabilizace, bylo nejdiive nutné
zjistit, kde se nachazeji periodické body. Jejich poloha zavisi na fidicich parametrech a, b.
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Hénonova mapa vykazuje chaotické chovani pro hodnotu parametra a =1,4ab =0,3. Pro
tyto hodnoty ma orbit s periodou 1 ma jeden stabilni bod, ktery nabyva hodnoty 0,6314.

Orbit s periodou 2 ma dva periodické body, které nabyvaji hodnot 0,9758 a — 0,4757.
Orbit s periodou 4 byl stabilizovan k bodim 1,1250; 0,6382; 0,2177 a -0,7067.

5.2.2 Vysledné prubéhy

Nestabilni priabéh Hénonovy mapy pro pocateéni bod [xg; yo] = [0,5; 0,5] se nachazi
na Obr. 5.10. Hodnota proménné x se po celou dobu pohybuje v intervalu (—1,5; 1,5).
1.5

1

0.5

= 0F
-0.5

-1 F

15 ! ! ! ! ! L L L ! |
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

iterace
Obr. 5.10: Chaoticky pritbeh Hénonovy mapy

Stabilni prabéhy s periodou 1 jsou vyobrazeny na Obr. 5.11. Jde o nejlepsi vysledky,

kterych bylo dosazeno obéma metodami. Stabilizacni metody bez problému nalezly

feSeni a podobné jako v ptipadé logistické mapy se vzajemné nepatrné li§i. Metoda TDAS

dosahla pIné stabilniho chovani po étyfech iteracich, zatimco metoda ETDAS jiz po dvou.

Opét jde o vysledek dvakrat rychlejsi.
.
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Obr. 5.11: Vysledky stabilizace Hénonovy mapy na orbit s periodou 1 pomoci metod
TDAS (vievo) a ETDAS (vpravo). Horni grafy zobrazuji vyvoj polohy, dolni grafy velikost
zdasahu v prislusnéem kroku.
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Na Obr. 5.12 se nachazi stabilni priubéh s periodou 2, kterého bylo dosazeno pomoci
metody ETDAS. Opét mizeme vidét, ze metoda bez problému nalezla feSeni, které

dosahne plné stabilniho chovani pfiblizné za osm iteraci. Metoda TDAS ke stabilizaci
na orbit s periodou 2 vyuzita nebyla.

1 oy
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Obr. 5.12: Vysledky stabilizace Hénonovy mapy na orbit s periodou 2 pomoci metody
ETDAS. Levy graf zobrazuje vyvoj polohy, pravy velikost zasahu v prislusném kroku.

Prestoze ma metoda dvé stavové proménné, vyvoj soufadnice Yy neni nutné sledovat.
Z ptedpisu (2.7) jasné plyne, ze hodnota druhé stavové proménné y odpovida fazove
posunuté hodnoté proménné X, vynasobené konstantou b (v tomto piipadé 0,3). Pro
predstavu je tato zavislost znazornéna na Obr. 5.13.

Py 1+
0.5 0.5
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L ol
g
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| | | | | | | | 1

[=]

-0.5

-1

. B | | . . . | | | . |
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
iterace iterace

Obr. 5.13: Zavislost stavové promenné y, = 0,3x,_, (pro pritbeh z Obr. 5.12)

Stabilizace na orbit s periodou 4 uz byla velmi obtiznou tlohou. Piesto metoda ETDAS
feSeni nalezla. Pribéh stabilizace se nachazi na Chyba! Nenalezen zdroj odkazi.. Z
brazku je patrné, ze méla metoda zpocatku s ustadlenim systému problémy. Naznaky
ustalovani se zacinaji objevovat okolo patnacté iterace a k ipInému ustéleni dochazi az

po pétatficeti iteracich.
1.5

1

iterace iterace

Obr. 5.14: Vysledky stabilizace Hénonovy mapy na orbit s periodou 4 pomoci metody
ETDAS. Levy graf zobrazuje vyvoj polohy, pravy velikost zasahu v prislusném kroku.
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5.3 Stabilizace Duffingovy mapy

Chovani Duffingovy mapy bylo popsano v kapitole 2.6. Duffingova mapa byla
stabilizovdna na orbitech s periodou 1, 2 a 4. Postup byl obdobny jako v ptipadé
stabilizace Hénonovy mapy. Oproti Hénonové mapé se Duffingova mapa chova jeste

.....

Hledéni periodickych bodt bylo velmi obtiznym problémem. Jednalo se o feSeni soustav
(5.17), kde f;, , ([x, y]) reprezentuje ptedpis Duffingovy mapy (2.15).

fa,b([x;y]) = [x,}’]
far(xyD) = [x,y] (5.17)
f;;b([x;y]) = [x,}’]

Uvedené soustavy byly feseny pouze numericky.

5.3.1 Nastaveni stabiliza¢nich metod

Duffingova mapa byla ve vsech piipadech stabilizovana pouze metodou ETDAS. Stejné
jako v piipadé modelovych systémi bylo cilem stabilizace nalézt hodnotu vahovych
parametrti K a R, pro které nabyva ucelova funkce (4.3) minimalni hodnoty. Ke stabilizaci
Duffingovy mapy byla pouzita soustava rovnic (5.18)
Xn+1 = Yn + Fy
Yn+1 = —bxn + ay, — y,f
Fy = K[(1 = R)Sp—m — xn]
Sp =%, +RSh_m

(5.18)

Pro obé¢ soustavy rovnic je m rovno periodé orbitu. Aby bylo mozno posoudit kvalitu
stabilizace, bylo nejdiive nutné zjistit, kde se nachazeji periodické body. Jejich poloha
zavisi na fidicich parametrech a, b. Duffingova mapa vykazuje chaotické chovani pro
hodnotu parametri a =2,75 a b = 0,2. Pro tyto hodnoty byl orbit s periodou 1 stabilizovan
k bodu 3,0124. Orbit speriodou 2 byl stabilizovan k bodim 1,8999 a2,1622.
Orbit s periodou 4 byl stabilizovan k bodim 1,5992; 1,6960; 1,9216 a 1,9962.
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Nestabilni prubéh Duffingovy mapy pro pocate¢ni bod [x; yo] = [1,2; 1] Se nachazi na
Obr. 5.15. Hodnota proménné X se po celou dobu nestabilniho pohybu nachazi v intervalu

5.3.2 Vysledné prubéhy

(—2,2). Systém postupné ,,preskakuje mezi dvéma rtznymi stavy. Toto chovani
je charakteristické pro stavy v blizkosti dvojité potencialové jamy?*L.

1.5

1

0.5

% 0H
-0.5 11
-1 H

-1.5 H

| | | | | |
0 100 200 300 400 500 600
iterace

Obr. 5.15: Chaoticky pritbeh Duffingovy mapy

Stabilni prubéh speriodou 1, kterého bylo dosazeno pomoci metody ETDAS
je vyobrazen na Obr. 5.16. Systém postupné konverguje k ustalenému stavu, kterého
dosahuje piiblizné za 10 iteraci. Podobn¢ jako v ptipadé Hénonovy mapy neni tieba u
Duffingovy mapy sledovat pribéh druhé stavové proménné v, jelikoz jde pouze o fazové

posunutou hodnotu proménné X, coz je ziejmé z predpisu (2.15).
3 T T T T

3 <=F —o-

25+ 2r PN
x i
20
10

1.5

. L . . . L L . L | . . L L . L L . .
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 0 2 4 5 8 10 12 14 16 18 20
iterace iterace

Obr. 5.16: Vysledky stabilizace Duffingovy mapy na orbit s periodou 1 pomoci metody
ETDAS. Levy graf zobrazuje vyvoj polohy, pravy velikost zasahu v prislusném kroku.

Na Obr. 5.17 se nachazi stabilni pribéh s periodou 2. Opét muzeme vidét, ze metoda
ETDAS bez problému nalezla feseni, které dosahne plné stabilniho chovani okolo dvacété
iterace.

VEUAV.VAVAVAVAVAVAR
I . /\}W

1.6 05F

22

o

| | . . | . | . | ) 0 . | . . | . | . |
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
iterace iterace

Obr. 5.17: Vysledky stabilizace Duffingovy mapy na orbit s periodou 2 pomoci metody
ETDAS. Levy graf zobrazuje vyvoj polohy, pravy velikost zasahu v prislusném kroku.

11 Potencidlovou jamou rozumime uréitou oblast obklopujici lokalni minimum potencialni energie.
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Ptestoze byla stabilizace Duffingovy mapy na orbit s periodou 4 pomoci metody ETDAS

Z hlediska naroc¢nosti vypoctu i celkového mnozstvi vypoctl ze vSech uvedenych piipadi

| | | | | | | | | | | | | | |
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
iterace iterace

Obr. 5.18: Vysledky stabilizace Duffingovy mapy na orbit s periodou 4 pomoci metody
ETDAS. Levy graf zobrazuje vyvoj polohy, pravy velikost zasahu v prislusném kroku.

Na obrazku si mizeme povSimnout, ze pro nalezené hodnoty K a R, systém prakticky
okamzité pfechazi ke stabilnimu priib&hu. Uplné stability je dosazeno pfiblizné po deseti
iteracich.

5.4 Prehled nejlepSich dosazenych hodnot ucelové funkce

Jednotlivé hodnoty tcéelové funkce (4.3), ptislusnych pocatecnich bodt a vahovych
parametru stabiliza¢nich metod pro stabilizaci na 100 iteraci se nachazi v tab. 1.

Systém Poerrg‘i)tia Metoda |  xo Yo K R | ITAE(100)
o1 TDAS | 03432 | - 0,4046 0| 11,0134

o ETDAS | 02602 | - 05018 | 0,1870 |  0,7988
L°§,1§§§ka b2 TDAS | 06000| - 0,2022 0| 755739
ETDAS | 06000 | - 0,3999 | 0,3633 2,1537

p-4 |ETDAS| 06000 | - 0,2625 | 0,9999 3,2943

b1 TDAS 10,1600 | -0,1600 | 0,5544 0| 13674

Hénonova ETDAS | .0,0850 | -0,0850 | 0,7123 | 0,1178 1,1977

mapa
P pP—2 |ETDAS | 03000| 0,3000| 0,6349 | 0,3936 3,6634

P-4 |ETDAS| 04000 | 0,4000| 0,7004 | 0,4996 | 87,6157

P—1 [ETDAS | 12000 | 1,2000 | 06363 | 0,9999 | 10,6788
Duffingova
mapa | P~2 |ETDAS| 15000 1,5000 | 04420 | 0,9999 |  9,1772

p-4 |ETDAS | 12000| 1,2000| 0,3700| 0,9999 1,2752
Tab.1 Nejlepsi dosazené hodnoty ucelové funkce (4.3) a prislusné parametry
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6 ZAVER

Hlavnim cilem této prace bylo seznamit se s vybranymi metodami stabilizace
deterministického chaosu a tyto metody poté aplikovat. Teoreticka cast prace odpovida
kapitolam 1-4 a prakticka ¢ast je obsahem kapitoly 5. Prvni kapitola byla vénovana
zakladnim zptisoblim analyzy nelinearnich dynamickych systému. Znalost uvedenych
pojml je pro pochopeni dané problematiky nezbytna. Nasleduje strucny piehled
nejznaméjSich a nejcastéji studovanych chaotickych systémii. Treti kapitola byla
vénovana metod¢ zpozdéné zpétné vazby a jeji rozsifené varianté. Ob¢ tyto metody byly
pouzity ke stabilizaci konkrétnich chaotickych systému v kapitole 5. Vysledky obou
stabilizacnich metod zavisi na spradvném nastaveni tidicich parametrd. To bylo tkolem
optimalizacnich metod (genetického algoritmu a metody Nelder—Mead) popsanych
v kapitole 4.

Praktickd Cast se sestdvala ze tfi hlavnich uloh (stabilizace logistické mapy,
Hénonovy mapy a Duffingovy mapy) z nichz kazdd méla tii podulohy (stabilizace
na ptislusny orbit s periodou 1, 2 a 4). Kazda poduloha byla feSena dvéma metodami
(TDAS a ETDAS) a kazdé teseni podulohy bylo mozno optimalizovat bud’ metodou
Nelder—Mead nebo genetickym algoritmem. Dohromady tedy bylo feSeno 36 variant
stabilizace a ptislusné optimalizace.

Vysledky experimentll prokazaly, ze pro dostatecné¢ velké pocty opakovani
vypocti oba optimalizac¢ni pfistupy (metoda Nelder—Mead a geneticky algoritmus)
produkuji ekvivalentni feSeni. Je tfeba poznamenat, ze metoda Nelder—Mead je metodou
lokalni optimalizace, pficemz v dané implementaci byla vyuzita modifikace pouzitim
diskrétni mfizky s ekvidistantnim délenim. Pro parametry v intervalu (0, 1) byl interval
délen na 1000 dilkt, ¢imz bylo dosazeno znateln¢ lepsi schopnosti nalézt globalni extrém.

Kvalita stabilizace byla hodnocena diskrétni variantou kritéria ITAE. Toto
kritérium se vSak ukazalo jako nedostate¢né pro ohodnoceni stabilizace orbiti vyssich
period, proto byla navrzena a implementovana modifikace, kterd nedostatky odstranila.

Navic bylo také experimentalné potvrzeno, ze metoda TDAS si se stabilizaci
orbitd vysSich period nedokaze efektivné poradit. Tim doSlo k redukci poctu variant
stabiliza¢nich problémt na 12. Uspé&iné ustalit se podafilo viechny testované systémy.
Kvalitu stabilizace je mozné vyjadiit pomoci navrzené modifikované diskrétni varianty
integralniho kritéria ITAE. Hodnoty, kterych nabyva toto kritérium pro vSech 12
stabiliza¢nich problému jsou uvedeny Vv tabulce na konci kapitoly 5.
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8 SEZNAM PRILOH

Piiloha A — U¢elova funkce pro stabilizaci Hénonovy mapy na p-2 orbit.
Ptiloha B — Optimalizace parametrt Stabilizacni metody ETDAS.
Ptiloha C — Vykresleni stabilniho prab¢hu.
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PRILOHA A - UCELOVA FUNKCE PRO
STABILIZACI HENONOVY MAPY NA P-2 ORBIT

(o)

% princip popsan v kap. 4.1

function ITAE = ITAE Henon P2 ETDAS (K, R, x0, y0, a, b)
current x = x0; % initial conditions x0, yO

current y = yO0;

last S = 0;

second to last S = 0;
errUD = 0; % error relative to the first trajectory
errDU = 0; % error relative to the second trajectory
UB = 0.9758; % upper periodic point
LB = -0.4757; % lower periodic point
for i = 1:100 % for all iterations
SN = current x + R * second to last S;
FN = K * ((1 - R) * second to last S - current x);
new x = 1 - a * current x"2 + current y + FN;
new y = b * current x;
if mod(i, 2) == 0 increasing appropriate penalization

errUD = errUD + abs(current x - UB)*1i;

errDU = errDU + abs(current x - LB)*1i;
else

errUD = errUD

errDU = errDU
end

+

abs (current x - LB) *i;
abs (current x - UB) *1i;

+

second to last S = last S;
last S = SN;
current x = new_ Xx;
current y = new y;

end

if errUD <= errDU
ITAE = errUD;
else
ITAE = errDU;
end
end
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PRILOHA B - OPTIMALIZACE PARAMETRU
STABILIZACNI METODY ETDAS

Optimizing the value of [K, R]
% using the Nelder-Mead method

o\©°

starting x = 0.30; % initial conditions
starting y = 0.30;

a =1.4; % bifurcation parameters

b =20.3;

K points = 201; % no. of different K parameters
R points = 201; % no. of different R parameters
starting K = linspace(-1, 1, K points);

starting R linspace (-1, 1, R points);
ITAEvalues zeros (K points, R points) + 10000;
Kvals = zeros (K points, R points) + 10000;
Rvals = zeros (K points, R points) + 10000;

WB = waitbar (0, "Progress');

for 1 = 1:K points
for j = 1:R points
[K R, ITAE] = fminsearch(@ (k) ...
ITAE Henon P2 ETDAS(k(1), k(2),...
starting x, starting y, a, b),...
[starting K(i), starting R(Jj)]);
if ITAE < ITAEvalues (i, 7J)
ITAEvalues (i, j) = ITAE;
Kvals (i, 7J) K R(1);
Rvals (i, j) = K R(2);
end
end
waitbar (i/K points, WB)
end
1lowITAE 1000;
for 1 = 1:K points

1

for j = 1:R points
if (ITAEvalues (i, Jj) < lowITAE)
lowITAE = ITAEvalues (i, 3Jj):;

I = 1;
J = J;
end
end
end
close (WB) ;
[K R, ITAE] = fminsearch(@(k)...

ITAE Henon P2 ETDAS (k(1), k(2),...
starting x, starting y, a, b),...
[starting K(I), starting R(J)])
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PRILOHA C - VYKRESLENI STABILNIHO PRUBEHU

iterations = 100; % number of iterations
current x = 0.30; % initial condition x0
current y = 0.30; % initial condition yO0
a=1.4; % bifurcation parameter a
b = 0.3; % bifurcation parameter b
UB = 0.9758; % upper periodic point
LB = -0.4757; % lower periodic point

K= 0.634902;
R = 0.393686;

last x = current x;

last S = 0;

second to last S = 0;

results = zeros(iterations, 2);

results(l, 1) = current x;

results (1, 2) = 0;

for 1 = l:iterations + 1
SN = current x + R * second to last S;
FN = K * ((1 - R) * second to last S - current x);
new x = 1 - a * current x"2 + current y + FN;
new y = b * current x;
results (i, 1) = current x;
results(i, 2) =1 - 1;

second to last S = last S;
last S = SN;

current x = new_ Xx;
current y = new y;
end
axis ([0 50 -1 1.2571);
plot (get (gca, 'x1im'), [UB UB],'r-', 'LineWidth',1)
plot (get(gca, 'x1im'), [LB LB],'r-', 'LineWidth',1)
plot (results(:, 2), results(:, 1), 'bo-', 'LineWidth',1)
grid on
xlabel ('iteration')
ylabel ('x")
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