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Abstrakt

Pro minimalizaci logickych funkci s&asto vyuzivaji Booleovalgebra a Karnaughovy
mapy. Aplikace Karnaughovych map je v&adloZzena na vizuélnim rozpoznani sousednich
burgk pro funkce s max6 pronénnymi, a proto metoda neni vhodna pro automatizévan
zpracovani na pidtacich. Rimé& aplikace zédkonu Booleovy algebry neni omezemtamto
smeru, ale neexistuje algoritmus, ktery by definovakloupnost jejich pouZziti, a tak rasn
neni vhodna pro vyget na pditaci. Uvedené nevyhody odstiaje metoda, kterou navrhli E.

J. McCluskey a W. Orman Quine.

Abstract

For minimisation of logical functions, laws of tiB®oolean algebra and the Karnaugh
maps are mostly used. However, use of Karnaughfs nsabased on visual recognition of
adjacent cells for functions with no more than @atdes and, therefore, the method is not
suitable for automated processing on computersiréctdapplication of the Boolean algebra
laws is not restricted in this way, but there isgemeral algorithm defining the sequence of
their application and thus this approach is notatlg for computer implementation either.
The well-known method usable on computers is tigerahm proposed by E. J. McCluskey
and W. Orman Quine.

Kli ¢ova slova:
logicka funkce, Karnaughova mapa, Booleova algeDuane-McCluskey metoda.

Keywords:
logical function, Karnaugh's map, Boolean algeRQraine-McCluskey Method.
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1. Uvod

V dnesni praxi se setkavame s neustalym zvySovaaholki na spolehlivost a hla¢n
na sniZzeni nakladna vyrobu a provoz jak samotného produktu, teych pracovnich pro-
cedi. Téchto vlastnosti rizeme jednoduSe dosahnout pomoci minimalizé&sto oznéova-
né jako zjednodusSovani. Jedna se o posttiftgréem se snazime dosahnout nalezeni nejkrat-
Sich a nejjednodusSich pracovnich tk&rdosazeni ,cile”.

Minimalizace logickych funkci je postup, kteryms®azime o nalezeni nejjednodussiho
vyjadieni logické funkcegimz rozumime logickou funkci, ktera obsahuje nejgignaet
¢leni a kazdycélen obsahuje co nejmensiged prongnnych. Z matematického hlediskaim
Zeme zapsat titou logickou funkci gkolika moznymi zgsoby, které se mohou liSit nidp
klad svym tvarem nebo délkou, ale jejich fankzavislost je vZdy totozn4, tj. pro stejnou
kombinaci vstup nabyva stejné vystupni hodnotyi Ravrhovani nebo konstruovani logic-
kych obvod je velmi dileziteé, aby dana logicka funkce byla v co nejjedrssdm tvaru, aby-
chom i samotné konstrukci logického obvodu pouzili cgrmensi pdet logickych¢lend,

z ¢ehoz plyne ekonortmnost a vyssi spolehlivost daného obvodu.

V dalSim textu této prace se budeme zabyvatitejdejSimi metodami minimalizace
logickych funkci a uvedemetilady, na kterych budou witl vyhody a nevyhody studova-
nych metod.

Strana 11
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2. Logické funkce a logické pronsnné

Logicka proménna je vekina, kterd nabyva pouze dvou moznych stagnaovanych
logick&a O ( nepravda, false ) a logicka 1 ( pravdae ) a nerize se spoji menit. V literature
se niizeme setkat i s nazvem dvouhodnotova g@om nebo dvouhodnotova vglia.

Logicka funkcen logickych proménnychxi, X, ... X, stejré jako vSechny jeji progmné
muze nabyvat pouze dvou hodnot logickd 0 nebo logitkhogickou funkci nizeme také
povazovat v gkterych gipadech za proémnou, protozZe iize byt argumentem jiné logické
funkce. Logickou funkcy logickych pronénnychxy, X, ... X, mizeme vyjadit vztahem

y=f (X, X2... %), (2.1)

kden maze byt 1, 2 nebodislo wtSi nez 2 a pak mluvime o logické funkci jedné, o
vice prongnnych.

2.1 Logické funkce jedné pro#mné

Logickou funkciy jedné prominnéx zapisujeme vztaheny =f (x). Existuji 4 navzajem
razné funkce logické funkce jedné prémmé, které jsou uvedeny v tabulce 2.1 s 6egnan

Yo, Y1, Y2 aYs3.

1. nulova funkce 2. identicka funkce 3. negace 4. jednotkova funkce
(falsum) (aserce) (NOT) (verum)
X | Y% X 1% Yo X1 ¥
0 0 0 0 1 0 1
1 0 1 1 0 1 1
Yo=0 y1=X Yo= X y;=1

Tab. 2.1 Logické funkce jedné prémé — nazev, pravdivostni tabulka, zapis

Prvni funkce ma pro jakékolix vzdy hodnotuwy rovnu nule. Hodnotgy druhé funkce
se vzdy shoduje s hodnotauTreti funkce negace ma vzdy @épau hodnotuyy, k hodno¥ x.
Nejc¢astji pouzivany zapis negace ye = X, ale nizeme se setkat i se zapisgsre NOT x.
Posledni funkce m& hodnogivzdy rovnu 1.

Prakticky vyznam z&chto ¢ty funkci ma negace, ktera je jednou z dgditejSich lo-
gickych funkci. Podrob#ji je popséana v kapitole 3.1.

2.2 Logické funkce dvou progmnych

Pro dw vstupni prominnéx; ax, mizeme vyjadit celkem 16 moznych logickych funk-
Ci Yo aZzyis, viz tabulka 2.2. chto 16 funkci odpovida vSem moznym kombinacimusith
promennych. Z &chto funkci jsou velmi dlezité konjunkce a disjunkce, které se pouZivaji
v Booleow algelfe a podrob& jsou popsany v kapitole 3.1. Ekvivalence nabyvdnobu 1,
pokud promgnné x;, x, nabyvaji stejnych hodnot, tedy ®hodnotu 0 nebo @bhodnotu 1.
Pokud jsou prognné fzné, ekvivalence nabyva hodnotu 0. Implikage> x, nabyva hod-
notu 1, pokud jeq < x,, predpokladameiitom, Ze logicka O je mensi nez logicka 1, podobn
jak v ¢iselné algefe. Implikaci vyuzijeme P objasreéni Quine-McCluskeyho algoritmu. Ne-
ekvivalence (fipadré nonekvivalence) nabyva hodnoty 1, pokud ptong xi, x, nabyvaji
raznych hodnot. Nesmime zapomenout na funkce neggoeké€ho sottu a sodinu.
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1. nulova funkce 2. logicky sodin 3. pima inhibice 4. identicka funkce
(falsum) (konjunkce, AND) (aserce)
X1 X | Yo X1 X | Y1 X1 X | Y2 X1 X | Y3
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0
1 0 0 1 0 0 1 0 1 1 0 1
1 1 0 1 1 1 1 1 0 1 1 1
Yo=0 Y1= XX Y2= %X, Y3= X
5. zpgétnd inhibice 6. identicka funkce 7. neekvivalence 8. logicky soget
(aserce) (dilema, XOR) (disjunkce, OR)
X1 X | Ya X1 X | Ys X1 X | Ye X1 X | Y7
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 1 0 1 1 0 1 1 0 1 1
1 0 0 1 0 0 1 0 1 1 0 1
1 1 0 1 1 1 1 1 0 1 1 1
Ya= %%, Y5= X V6= X; = X, Y7= % t X%
9. negovany log. sd@et 10. ekvivalence 11. negace 12. #ma implikace
(Piercova fce, NOR) (XNOR)
X1 X | Y8 X1 X | Yo Xt X | Yio Xt X | Y11
0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1
0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0
1 0 0 1 0 0 1 0 1 1 0 1
1 1 0 1 1 1 1 1 0 1 1 1
Y= Xt X Yo= X =X Yio= X, Yin= X < X%
13. negace 14rpna implikace 15. negovany log. siru 16. jednotkova funkce
(Shefferova fce, NAND) (verum)
X1 X | Y12 X1 X | Y13 X1 X2 | Y4 X1 X | Yis
0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1
0 1 1 0 1 1 0 1 1 0 1 1
1 0 0 1 0 0 1 0 1 1 0 1
1 1 0 1 1 1 1 1 0 1 1 1
y12: )_(1 y13: X1 - X2 yl4= X1X2 y15: 1

Tab. 2.2 Logické funkce dvou prémych — nazev, pravdivostni tabulka, zapis

2.3 Logické funkce vice nez dvou prémych

Pron promsnnych je mozno vyjéait (29" logickych funkci. Nafiklad pro ti promsnné
existuje 256 funkci. Vyjaeni takové funkce by bylo dost rfepledné, proto ji izeme vy-
jadrit pomoci znamych funkci dvou preémnych, protozef(, , .} =% fu, )]+ % \fo..))-

Pro oteni stéi polozit x, =1 nebox, =0. Z toho je zejmé, ze funkcefy, )

a f jsou

0 %y ,x3)

funkce dvou prornnych. Stejnou Uvahu pouZijeme i pro vice ngfptonmenné. Logickou
funkci n promgnnych je mozno zapsat pomoci logickych funkci dpmmennych [5].
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3. Booleova algebra

Jedna se o logickou algebru, ktera je zaloZzenavoahtdnotovych vetinach. Jejim
zakladatelem je irsky matematik G. Boole (1815 64)8Zakladem této algebry jsou wli
ny, logické prominné, které mohou nabyvat pouze dvou moZznych hodrotlogicka 1 a
logicka 0, viz kapitola 2. Booleova algebra vyuzitiZakladni funkce, kterymi jsou negace,
konjunkce a disjunkce. Je to algebra vatatikoliv ¢isel.

3.1 Zakladni operatory Booleovy algebry

Negace

Tato logickd operace, ktera se také vel@asto oznéuje jakoinverze Je aplikovana
pouze na jednu praimnou. Jak je z nazvu patrné¢mi hodnotu pronné na opénou. Zapi-
suje se fidanim ,, pruhu “ nad progmnoux, tedy X . Vysledkem je hodnotg = 1, pokud
x=0 a naopaly = 0, pokudx = 1, jak je vidt v pravdivostni tabulce na obr. 3.1. Zapis této
funkcey = X ¢temey je negaci pro#mnéx neboy se rovha nom.

X |y _
0 1 Xr— pP—x y=X
1 0

Obr. 3.1 Negace — pravdivostni tabulka, schématmiaka, zapis

Logicky sowin

Tato logicka operace, ktera se také velasto oznéuje jakoprinik nebokonjunkce je
aplikovana na dv promenné. Jak z ndzvu vyplyva, vyttidsowin nebo také AND dchto
dvou prongnnych. Logicky sotin je charakterizovan tim, Ze fuétk hodnotay nabyva hod-
notu 1 jen, kdyz obnezavislé prokmnéx,, x, maji rovréz hodnotu 1. Pokud je alespdna
hodnota nulova, tak je také fuitk hodnotay = 0O, jak je vi@t z pravdivostni tabulky na obr.
3.2. Konjunkci zn&ime symbolenil mezi pronénnymi. V praxi se spiSe setkhvame se z4pi-
semy =X;. Xy, ktery Ize (pi)dobé\jako v aritmetice) dale zjednodusit na zapisx; X,.

X1 X |y

o o o X,

0 1 0 X1X;3 y=X1 X2
1 of o X

1 1| 1

Obr. 3.2 Konjunkce — pravdivostni tabulka, schéckatznaka, zapis

Logicky sou‘et

Tato logicka operace, ktera se také velasto oznéuje jakosjednocenhebodisjunkce
je rovrez aplikovana na dvpromenné. Jak je z nazvugmé, vytvdi sowet nebo také OR
téchto dvou prordnnych. Logicky sotet je charakterizovan tim, Ze fummk hodnotay nabyva
hodnotu 1, jestlize alespojedna z prornnych x;, x, nabyva hodnoty 1, jak je wd
v pravdivostni tabulce na obr. 3.3. Disjunkci &nae symbolenv mezi prorénnymi. V pra-
Xi se spiSe setkavame se zapisgmxi + Xz .

. |

X1 X |y
o o]l o x,

0 1 1 X1+X; Y=X1+ X
1 0] 1 Xz

1 1| 1

Obr. 3.3 Disjunkce — pravdivostni tabulka, schéokat znaka, zapis
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3.2 Zakony Booleovy algebig]

Zakony Booleovy algebry ndm slouZii praci s algebraickymi vyrazy, jejich Upkgv
zjednoduSovani a ro¥a pro minimalizaci logickych funkci, kterou se bute zabyvat
podrobrg v kapitole 4.1.

Zakon vylodeného #etiho

Xx+x=1 (3.1)
Z&kon logického rozporu
xxX=0 (3.2)
Z&kon dvojité negace
X = X (3.3)
Zakony opakovani
X+ X=X XXX =X (3.4)
Zakony komutativni
X1+X2=X2+Xl Xlxx2=X2xX1 (35)
Zakony asociativni
X1+(X2 +X3): X X, + X, Xl(X2X3)=X1X2X3 (3.6)
Zakony distributivni
Xi(xz +X3): X X, + X Xg X +(X2X3): (Xl +X2)(X1 +X3) (3.7)
Zakony absorgni
X+ X% XX, =% X %[ +,) =%
X X XX =X X%, )(1><()_(1+X2):X1><X2 (3.8)
Z&kony neutrélnost) a 1
O+x=x XX1= X (3.9)
Zakony agresivnos@ a 1
1+x=1 xx0=0 (3.10)

Zakony de Morganovy

X X =X XX, X XX =X+ X (3.11)

U vétSiny zakor je platnost #ejma, nap. u zakonu dvojité negace (3.3) jegné, ze
pokud pronénnoux znegujeme dvakrat, dostaneme tutéZz hodndtagni prongénnéx. Plat-
nost rekterych zakof neni zcela jasna, proto si pré mizeme sestavit pravdivostni tabulku
se vSemi moznymi kombinacemi hodnot pesmmych a vyhodnotime si v ni vyrazy na pravé a
levé strag zkoumaného zakona. Pokud jsou ve v&galtich pravdivostni tabulky hodnoty
stejné, je timto platnost &kena. Pro nazornost je to ¥tds tabulce 3.1.

Xp Xo | X ¥ X XX | X+ X,
0 0 0 0
0 1 1 1
1 0 1 1
1 1 1 1

Tab. 3.1 Owreni 3. absorgniho zakonu
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3.3 Zpisoby vyjadeni Booleovych funkci

Nejcastji pouzivané zpsoby vyjadeni Booleovych funkci jsou pravdivostni tabulka,
algebraicky vyraz, Karnaughova mapa a blokové sehém

Pravdivostni tabulka

Pravdivostni tabulka je tabulka, do které zapisgdagickou (Booleovu) funkci. Tuto
tabulku tvdi r + n sloupd a 2' radki. Cislo n odpovida p&tu nezavisle prognnychxy, Xs ...
Xn, Pro které je funkce definovanateslo r odpovida pétu sloupdé vyslednych funkci (oby-
dejné byva pouze jedna funkce — zavisla psomay). Cislo 2' udava pset vdech moznych
kombinaci nezévisle pramnych, kdecislo n je patet nezavisle prosmnych. Poadi kombi-
naci nezavisle proégnnych se piSe v pravdivostni tabulce poéselbinarni (dvojkové) sou-
staw. Pokud je tedy zadana logick& funkce, ktera fnaezavisle pronné a jednu vysled-
nou funkci, pak bude mit pravdivostni tabulitgii sloupce ( + n=1 + 3 = 4) a osmadki
(2" + 22=8) [5].

Xy X2 X3

o

H
= e Ne)
B OoORr O
PR oRr(<

P PP OOOO
POOFr PPk OO

OrRr ORORO
R oOororprool<

1 1 1

Tab. 3.2 Pravdivostni tabulka jedné,dvouianezavisle prognnych

Pravdivostni tabulka 3.3 zobrazuje fdénk hodnotuy (swtlo — sviti, nesviti), ktera je
zavisla naitech nezavislych proénnychxi, x, a x3 (vypina — zapnuto, vypnuto). S touto ta-
bulkou budeme pracovat v dalSich moznostech vgjéidogické funkce.

X1 X X3 | VY

P R,PPFPOOOO
P OOk OO
OPrOPror o
OFrOFrEFrLr OO

1 1 1 1
Tab. 3.3 Pravdivostni tabulka

Algebraicky vyraz

Logickou funkci mizeme zapsat ve dvou moznych tvarech, které nazywakladni
sowtovy a zakladni sodinovy tvar V literature se¢asto pouzivaji nazvgplna normalni dis-
junktivni forma— UNDF adplna normalni konjunktivni forma UNKF.

UNDF je to sotet sowint, které obsahuji vdechny prémmé v gimém nebo negova-
ném tvaru. Funkce nabyva hodnotu 1, jestliZetery ze sotinu, ktery ji tvad, nabyva hod-
notu 1. UNDF tedy vyjaialje funkci jako sotet pripadi, kdy ma hodnotu 1 [5].

UNKF je to sowin soustt, které obsahuji vdechny prémrmé v gimém nebo negovaném
tvaru. Funkce ma hodnotu 1, jestlize vdechnyi gibusty maji hodnotu jedna. UNKF vyja-
dituje funkci jako sotin pripadi, kdy ma hodnotu 0 [5].
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Pokud tedy pechazime od pravdivostni tabulky k algebraickémrazyy musime &dét
v jakém tvaru chceme mit funkci zapsanou. Pokuchfieme v sattovém tvaru (UNDF),
postupujeme v pravdivostni tabulce f@mcich a v fipadech, kdy funéni hodnota nabyva
hodnoty 1, opiSeme odpovidajici konjunkci podmifeddy pro teti fadek tabulky 3.3 odpo-
vidax; =0, x2 = 1,x3 = 0. KdyZ je hodnota pro¥nné rovna 0, rizeme ji ekvivalenté vyjad-
fit jeji negaci. KdyzZ je pro#mna rovna 1, zapiSeme jiimo. Tretimuiadku tabulky 3.3 tedy
odpovida logicky vyrazx x,X,. Z tohoto vyplyva, ze kazdéntadku, kde nabyva furtki
hodnotay hodnotu 1, odpovida pré&yeden logicky so&in (konjunkce) vstupnich pron-
nych vytvdeny vySe uvedenym #pobem. Vysledna logicka funkce je feaa sottem
vSech &chto nalezenych vyr#éz Aplikujeme-li tento postup na pravdivostni tahul8.3, do-
stavame algebraické vyjéhi ve tvaru:

Y = XX Xg F X X Xg F X X Xg F X X5 Xg

Naopak, chceme-li vyjéi logickou funkci v sotinovém tvaru (UNKF), postupujeme
v pravdivostni tabulce @ potadcich a v fipadech, kdy funkni hodnota nabyva hodnoty 0,
opiSeme odpovidajici disjunkci podminek. Prvnii@dku tabulky 3.3 odpovidd = 0, x, =
0, x3 = 0, kde jsou vSechny pr@gmneé rovny 0, zapiSeme j&éiimo X;, X, a Xs. KdyZ je prongn-
na rovna 1, vyjadme ji ekvivalent® jeji negaci. Pro prvniadek tedy plati logicky vyraz
X, + X, + X;. Vysledna logicka funkce je tiena sotinem vSechdchto nalezenych vyréz
Aplikujeme-li tento postup na pravdivostni tabulBiB, dostdvame algebraickeé vyjadi ve
tvaru:

y= (X1 X, + Xs)(x1 X+ )_(3)(21 X+ Xs)(z +X, + Xs)
V praxi se pouzivaipdevsim sottovy tvar, tedy UNDF.

Karnaughova mapa

Zobrazeni pomoci map slouzi k vyfadi logickych funkci, aigdevsim k jejich mini-
malizaci, kterou se budeme zabyvat podeobrkapitole 4.2. Pouziticthto map je vhodné,
pokud péet nezavislych progmnych nepekraiuje paet Sest.

Mapa obsahuje tolik palék, kolik je vS8ech moznych kombinaci nezavisle phonych.
To odpovida 2 polim, kdegislo n odpovida pétu nezavisle pronnychxi, X, ... X,. Je to
v podstat pretransformovana pravdivostni tabulka, kde kazdéhilku odpovida jedno pole
mapy. Viadku nebo ve sloupci, ve kterém jigspuSna prornna rovna hodneétl, oznéuje-
me to vedle mapy svislou nebo vodorovn@ou, které fipiSeme pisluSnou prorénnou.
Kde nabyva v pravdivostni tabulce fumk hodnota hodnotu 1, zapiSeme dislpSného pole
tabulky 1, pokud je funini hodnota rovna 0, nechdvamigésfpusné pole prazdné. Zapisovani
funkce do mapy je jednoduché, v podstgpaiva v prepsani funknich hodnot do ifislus-
nych poli. Bi z4pisu do mapy @dfeme vychazet jak z pravdivostni tabulky, tak
z algebraického vyrazu, ktery musime mit vésowém tvaru, tedy UNDF.

Podle zfisobu , kddovani ‘fadki a sloupé rozliSujeme d¥ mapy Karnaughovu nebo
Svobodovu mapu. Karnaughova mapa vyuziva ke koddadi a sloupé Greyav kéd, tu-
diZ sousedni palka se od sebe liSi pouze v jedné hodndato mapa je vyhodjsi a v praxi
se pouZziva fedevsim fi minimalizaci. Svobodova mapa vyuziva ke kodovdwlki a sloup-
ci binarni kod, stavové indexy rostou zleva doprawasioupcich a shora dobpo radcich.
Rozdil €chto dvou map je patrny na nasledujicim obrazku 3.4
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Obr. 3.4 Karnaughova mapa, Svobodova mapa

Podle postupu, pro vyiibvani mapy popsaného vyse si viiimee Karnaughovu mapu
pro pravdivostni tabulku 3.3, ktera je zobrazenalwazku 3.5.

1

1|1]|1

Obr. 3.5 Karnaughova mapa pravdivostni tabulky 3.3

Pro nazornost si uvedeme Karnaughovu mapu vSechyuoloXariant, obrazek 3.6.

Es
X

X4
X

[y

Xa

.
i

Obr. 3.6 Karnaughova mapa 2 az 6 p@mych[3]
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Blokové schéma

Blokové schéma twdme pomoci zakladnich operaioBooleovy algebry a to negace,
logického sotinu a logického satiu. Jejich schématické z¥ley jsou uvedeny v kapitole 3.1.
Toto schéma se kresltgrlevsim aZ po provedené minimalizaci, abychom fi@nejmensi
pocet logickych¢lena. Blokové schéma pro pravdivostni tabulku 3.3, tedy algebraicky
wyraz y = XX, X; + X, X, X, + X, X, X, + X, X,X;, by bylo filis slozité, proto logickou funkci
nejdiive minimalizujeme. Po provedené minimalizaci veam§iikladu dostaneme logickou
funkci y = XX, + X X;. Této logické funkci odpovida blokové schéma naapku 3.5.

Xy o &

N sl = ;
&

X3

Obr. 3.7 Blokové schéma pro pravdivostni tabulldi 3.
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4. Minimalizace logickych funkci

Minimalizace, zjednoduSovani je postup, kterym sezgme dosahnout nejjednodussi
vyjadieni logické funkce, coz je funkce s minimalnintteon ¢leni a kazdyclen obsahuje co
nejmensi pdet pronénnych.

Pro minimalizaci logickych funkci slouzizné metody, kterymi jsou algebraicka mini-
malizace, vyuziti Karnaughovy mapy a Quine-McClysiealgoritmus.

4.1 Algebraickd minimalizace

Algebraicka minimalizace logickych funkci je zjedh$ovani logického vyrazufip
které vyuzivame vSech pravidel a zakdooleovy algebry (kapitola 3.2). Pravidla a zakony
aplikujeme na danou logickou funkci tak dlouho, ddkedostaneme nejkratsi vyraz.

Pti algebraické minimalizaci nejvice vyuzivame zakaylouceného tetiho (3.1), za-
konu logického rozporu (3.2), zdkonu dvojité negéa) a zakonu opakovani (3.4)ulBzité
jsou také de Morganovy zakony (3.11), které sevapizizelmic¢asto, pokud se ve vyrazu na-
chazi negaceips vice prognnych. Nesmime zapomenout na ostatni zakony, jgetérov-
néz velmi dilezité. Pro pedstavu, jak se tato minimalizace provadi, si uresldva piklady.

Piiklad 4.1 : Minimalizujte logickou funkci y = X, X, X, + X, X, X; + X X, X,
ReSeni:
y= )_(ZXS()_(l + X1)+ (21 + )_(z)xs = XoXg X X5+ XoXg = Xy Xg F XpXg = Xs(i1 + )_(2) = XXX

V prvnim kroku vytkneme z 1. a 8lenu X,x, a 2.¢len upravime podle de Morganova

zéakona (3.11). Vyraz v prvni zavorce je podle zakeylowweného ttetiho (3.1) roven jedné.
Druhou zavorku roznasobime. V druhém kroku vyuZzgemakonu opakovani (3.4).
V poslednim kroku oft vyuzijeme de Morgaiv zakon (3.11) a dostavame kdng tvar mi-
nimalizované funkce.

Piiklad 4.2 : Minimalizujte logickou funkcly = X, X, X; + X, X, X; + X X, X5 + X, X, X, + X, X, X5 [3]
ReSeni:

Y = XX X5+ X X, (23 + X3)+ X X5 (Xg + Xg) = XXX XX F XX = XXXy F X1(22 + Xz) =
)_(1X2X3 + Xl = Xl + X2X3

V prvnim kroku vytkneme z 2. a 8lenu x,X,a z 4. a 5¢lenu x,x,. Vyraz v prvni a
druhé zavorce je podle zakona vyieného ttetiho (3.1) roven jedné. V druhém kroku vy-
tkneme z 2. a Elenux; a vyraz ve vzniklé zavorce je &podle zakona vylateného ttetiho
(3.1) roven jedné. V poslednim kroku vyuZijeme ap&uoi zdkon (3.8) a dostavame kdéng
tvar minimalizované funkce.

4.2 Minimalizace pomoci Karnaughovy mapy

Minimalizace logickych funkci pomoci Karnaughovy pyav literatde se nizeme se-
tkat i s ozn&enim graficka minimalizace) je umaira tim, Ze sousedni pdta se od sebe
liSi pouze v jedné hodnotMinimalni logickou funkci wime tak, Ze v Karnaughévmag:
vytvaiime tzv. podmapy [5]. Podmapou rozumime sjednosensednich palék do dvoijic,
Ctveric, osmic, Sestnactic atd., ve kterych nabyva kd@iunkce funkni hodnotu 1. R slou-
¢eni dvou sousednich p&dk vypadne jedna pramna, pokud slatime ¢tyti sousedni potk
ka, vypadnou d¥promenné atd. V odpovidajici logické funkci chybi vZzadyprongnna, ktera
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v dané dvojici,étverici atd. neni svoji hodnotu. Snazime se vyiw&ico nejétSi podmapy,
aby vypadlo co nejvice pramnych. VykEr podmap provadime podléchto Sesti pravidel:
* vybranymi podmapami musi byt zakrouzkovany vSedeayotkové stavy logické
funkce, nesmi byt Zzadna vynechana
» dvojice, ¢tverice atd. vytvéime jak svisle, tak vodoro¥nTaké v podmapach spoju-
jeme sousedni pole, které spolu sousedies mkraje mapy. Rohy mapy jsou také
sousedni pole
* podmapy se mohou prolinat, tedy jedna jekimimize byt sodasré sowasti dvojice,
Ctverice atd.
e podmapy pravidelného tvartitgerec, obdélnik) vytwdme co nej¥tsi, tedy pednost
maji osmice fed ¢tvericemi, ¢tverice pred dvojicemi atd., aby se ze siawloucilo
CO nejvice prornnych
* nevytv&ime zbyténé podmapy, tedy nespojujeme ty stavy, které uz engokryty
jinou mapou
podle pravidla, Ze nesmime Zadnou jéknivynechat, se snazime, abygbpod-
map byl co nejmensi

Minimalizace pomoci Karnaughovy mapy gp@ v tom, Zze pro danou Karnaughovu
mapu, pravdivostni tabulku hleddme algebraicky zykéery je jiz minimalizovany. Logicka
funkce, kterou chceme minimalizovatibe byt zadana i jako algebraicky vyraz. Predsta-
vu, jak se tato minimalizace provadi, si uvedeme giiklady.

Priklad 4.3 : Minimalizujte logickou funkci, ktera je dana pdavostni tabulkou 4.1

X1 X X3 | Y

PR, R OOOO
P OOR R OO
OFrOFrR ORrRO
P ORRFRORO

1 1 1] 1
Tab. 4.1 Pravdivos'Eni tabulkarigladu 4.3

Reseni:

Nakreslime Karnaughovu mapu ptogrongnné, zapiSeme jedky do pgislusnych po-
licek a zakrouZzkujemeitdvojice obr. 4.1. Tmto ttem dvojicim tedy odpovidajfitvyrazy.
Prvni dvojice (tekovanéacara) odpovida vyrazu, X,, druh& dvojice darkovanatara) odpovi-
da x,x, a teti dvojice (pln&ara) odpovida vyrazx x,. Koneny vysledek je logicky saet
téchto vyrazi tedy y = X, X; + X, X, + X, X5 .

1|1y
IDIS e

Obr. 4.1 Karnaughova mapaéi promennych gikladu 4.3
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Priklad 4.4 : Minimalizujte logickou funkci, ktera je zadangeabraickym vyrazem
Y = X XXX, H XX Xg Xy F X X Xg Xy F XX Xg X, F X X Ko Xy F X X Xg X+ X X5 XX,
Reseni:

Nakreslime Karnaughovu mapu pityii promeénné, zapiSeme jediky do gislusnych
policek a zakrouzkujemétverici a dw dvojice obr. 4.2. Prvni dvojicédrkovan&ara) odpo-
vida vyrazux x,X,, druha dvojice (t&kovanacara) odpovida vyrazx,X,x, actverice odpo-
vida vyrazwx x, . Vysledek je logicky satet €chto vyrazi y = X, X,X, + X, X;X, + XX, .

X2
XX
]:3 i

1
i
]

——=F———

[y

0
I"'\____ ————r

EEoE
DEOD

Obr. 4.2 Karnaughova mapdy” pronennych gikladu 4.4

4.3 Quine-McCluskeyho algoritmus

Tuto metodu minimalizace logickych funkci navrhilozof W. Orman Quine a profesor
elektrotechniky a informatiky E. J. McCluskey. Ptadsu této metody je vyuZiti Booleovych
zakoni a to zékona vylateného itetiho (3.1), zakona opakovani (3.4) a distributienzako-
na (3.7). Pokud chceme vyuzit ptaxakona vylogeného tetiho a distributivniho zakona,
musi byt danéa funkce ve tvaru UNDF (8tavy tvar) a dva vyrazy z této funkce se musi liit
pouze v jedné proémné. To znamena, Ze v jednom vyrazu je dana @moén negovana a
v druhém bez negace. Pokud toto plati, je moznowybazy zjednodusit ndast, ktera je
obé¢ma spoléna. Obect je mozno na takovéto zjednodusSeni narazit tehdyz baet negaci
v obou vyrazech se liSi o jednu¢ehoz vyplyva zakladni postup Quine-McCluskeyho algo
ritmu:

» vyrazy minimalizované logické funkce se reéliddo skupin tak, Ze v jedné skupin

se nachéazi pouze §eny, ve kterych se nachazi stejnygebprontnnych s negaci

» vySetime vSechny mozné dvojice, kdy jeden vyraZipdd jedné skupiny a druhy je

vzdy se skupiny s @tem negaci o jednu vysSi

» pii odliSnosti vyraa pouze v jedné proénné se vyuZzije zakonu vyléeného itetiho

nebo distributivniho zakonu a vyrazy zjednoduSipmpvnavané vyrazy vyl@ime
(ozn&ime je zatrzenim). Do dalSi iterace gemesou vyrazy jiz zjednoduSené na
shodné prornné

» opakujici se vyrazy v dalsi iteraci podle zakonakmyani vypustime

* pokud vyrazy v nové iteraci je mozno dale zjednoda§ pokraujeme jako v fed-

chozich krocich, pokud to jiZ neni mozné, algorsgrRarti

» vysledkem tohoto algoritmu jsou ty vyrazy, kteféstaly nezaSkrtnuty, tedy ty, které

nebylo mozno déale zjednodusit
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Pro dobré pochopeni tohoto algoritmu si uvedemegéddchy piklad, na kterém si
ukazeme, jak postupujeme v tomto algoritmu krolkgmku.

Priklad 4.5: Minimalizujte logickou funkci [2],[3]

Y = XX Xg Xy F X X0 Xg Xy F X X Xg Xy F X X Xg X, F X X XX,

+ X1X2X3X4 + X1X2X3)_(4 + X1X2X3X4 + X1X2X3)_(4

Reseni:

V prvnim kroku rozdlime vyrazy do skupin podle p negaci, dostavame tedy vycho-
zi iteraci.

( O ) )_(1X2X3X4 ;X1X2X3X4 ’ X1X2
)_(1X2X3X4 ;X1X2X3)_(4 ’ X1X2
X1X2X3X4

V tomto kroku budeme srovnavat vSechny dvojice aesednich skupin, tedy 5 x 3 +5x 1

dvojic. Zakrouzkujeme (umistime do svislych zavdrekechny vyrazy vychozi iterace (0),

které je mozno zjednodusit viz (0%*), vysledné zjedmSené vyrazy zapiSeme v noveé iteraci

(1), kde je opt rozcElime do skupin podle @tu negaci.

X5X,
XXy s XX Xa Xy s X X Xg X,

(0%) ‘)_(1X2X3X4‘;‘X1X2X3X4‘;‘X1X2)_(3X4‘
‘Xlxzxs)_%‘; ‘X1)_(2xsi4‘; ‘X1X27374‘i ‘7(1sz37(4‘; ‘Xi)_(z)_(sx4‘

‘7172&74‘

(1) )_(1X2X3 ;21X3X4 ’ X1X2X3 ;X2X3X4 ’ X1X2X4 ’ X1X2X3 ’ X1X3X4
)_(1)(3?4 ;X2X3X4 ’ X1X2X3
Predchozi kroky oft aplikujeme na iteraci (1), budeme tedy videat 3 x 7 dvojic. Z této

iterace vypadnou zakrouzkované vyrazy v (1*) &tgré bylo mozno zjednodusit jsou obsa-
Zeny v iteraci (2).

(19 R [Roxafi [ X el Koo, [ %o %, %% % 1%, 5%,
‘)_(1)(3)_(4" ‘)_(ZXS)_(4" ‘Ylizxii‘
(2)  XX%X

Protoze mame v iteraci (2) pouze jednu skupinu ziya nelze je tedy dale zjednoduSovat,
algoritmus koui. Vysledkem je logicky saiet vyra, které nebylo mozno dale zjednoduSo-
vattedy: y = X, X, + X, X5 + XX, X, + X, X, X5 + X XX,

Pokud bychom logickou funkci ztigladu 4.5 minimalizovali pomoci Karnaughovy
mapy, ziskali bychom vyslednou funkci, ktera by atsvala mensi get vyrazi nez vysle-
dek, ktery jsme dostali pomoci Quine-McCluskeyhgodatmu. Proto byla navrzena S. R.
Petrickem modifikace tohoto algoritmu, ktera odsitneedukci ve vysledku [3]. Nez budeme
pokratovat, musime si ujasnit, co jsme dostali za furganoci Quine-McCluskeyho algo-
ritmu.

Vyrazy v této funkci se nazyvaji minimalni implikgn(prime implicant$. Vyraz g je
implikantou vyrazu, pokud je kazda prognna vyrazug promgnnou vyrazuf, a jestlize funk-
ce implikaceg — f nabyva vSude hodnoty 1. Implikace nabyva hodngbpuze tehdy, kdyz
g < f(pritom musime fedpokladat, Ze logicka O je mensi nez logicka lopa#ijak v ¢iselné
algelie). Z této definice plyne, Zgje implikantouf jen tehdy, kdyz plat§ < f. Minimalni
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implikantou logické funkce, jsou vyrazy, kterémgl podminku, Ze pokud vypustime ktery-
koliv vyskyt kterékoliv proinné negované nebo bez negace, dostanendnsétery neni
implikantou daného vyrazu. Jina&eno, minimalni implikanta se neda jiz dale zjedrsmdu
vat. Funkce, kterou jsme dostali, se sklada z mahifch implikant, ale nevime, zda se jedna
o minimalni disjunktivni formu. Minimalni implikagtzname a zbyva tedy drubiast, pomo-

ci které najdeme minimalni disjunktivni formu.

K tomu nam slouzi Petrickova modifikace. Z vysledkiery jsme dostali pomoci Qui-
ne-McCluskeyho algoritmu, sestavime tzv. tabulkunimélnich implikant, ktera ma tolik
sloupdi, kolik je minimalnich implikant a v zahlavi kazdekloupce je jedina minimalni im-
plikanta. Tabulka obsahuje tolidki, kolik je vyrazi v UNDF dané funkce a v zahlavi kaz-
dehotadku je jediny vyraz. V fiseiku fadku se sloupci vlozime symbol (*), jestlize mini-
malni implikanta ve sloupci je séasti vyrazu wadku. Tabulku minimalnich implikant pro
piiklad 4.5 je zobrazena v tabulce 4.2.

)_(1 X3 )_(2 X3 lez X4 Xl XZ )_(3 Xl)_(3 X4
X1 X2 X3 X4 *
Xl)_(Z X3 X4 * *
X1X2 X3 X4 * *
Xl X2 X3 X4 *
X1X2 X3 _4 *
Xl X2 XS _4 *
KXZ X3 )_(4 * *
X1X2 XS X4 * *
KXZ X3 _4 * *

Tab. 4.2 Tabulka minimalnich implikant

Minimalni implikanty nenizeme dale zjednodusit, alékteré mohou byt redundantni a
z tabulky je nizeme vypustit. Musi byt spino to, Ze znak * ve sloupcich musi byt rozloZzen
do vSechradki. Pokud by alespojedeniadek neobsahoval Zzadny znak *, pak bycspuva-
Zovanych implikant neodpovidal dané funkci. Poked slanénfddku nachazi pouze jedna *,
v odpovidajicim sloupci nefiie byt minimalni implikanta vypudta. Tyto implikanty, které
nemiZzeme vypustit, ozri@jeme jako nezbytné implikantggsential prime implicants jsou
vzdy obsazeny v minimalni disjunktivni fo&mZ tabulky 4.2 je vidt, Ze nezbytné implikanty
jsou X, X5, X,X; a X X,X;. Tabulku 4.2 miZzeme zjednodusit tak, Ze vypustime sloupce ne-
zbytnych implikant &&dky, které obsahuji jejich Bxdicky, timto vznikne nova tabulka 4.3.

Xl)_(Z X4 Xl )_(3 X4
Xl X2 X3 X4 * *

Tab. 4.3 ZjednoduSena tabulka

Z tabulky 4.3 je ejmé, Ze jeitba pibrat bu’ jednu nebo druhou implikantu k nezbyt-
nym implikantadm a timto dostanemesdwinimalni disjunktivni formy:

ylmin = X1)(3 + X2)(3 + Xl)_(2X4 + X1X2X3
y2min = )_(1)(3 + X2)(3 + X1X3X4 + X1X2X3
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| kdyZz provedeme Petrickovu modifikaci Quine-McMagho algoritmu, piad tento
postup vypétu ma sva omezeni. Problém je pokryti vychozi UNBiRimalnimi implikan-
tami [3]. Pokud je v tabulce pet nezbytnych implikart velky, je patrné, Zze po vyskrtnuti
odpovidajicich slougicatfadki se nam tabulka vyragzrzmensi. Obeghmize nastat situace,
kdy Zadny z vyraz neni nezbytny.

Problém vylkru co nejmensiho @u minimalnich implikant, které musime k nezbyt-
nym implikanfim piidat tak, aby vdechny vyrazy zadané UNDF byly pokrize popsat pro-
blémem pokryti [3]:

Necht’ A je matice antadcich an sloupcich odpovidajici zjednodusené tabulce. Hodno
ty prvku & matice A jsou 1 nebo O, pokud na pozitéhotadku a j-tého sloupce je znak *
nebo ne. Ozriame symboleny; dvouhodnotovou prosmnou, ktera nabyva hodnoty 1, jestlize
minimalni implikant v j-tém sloupci zjednoduSen®utky je vybran dofeSeni, v opagmém
piipadt nabyva hodnoty O.

Cilem je minimalizovat vyraz : Zvj (4.1)
=1
Za omezujicich podminek:

v, 21i=12,..m
j=1 (4.2)

v,e{og,j=12..n

Omezujici podminky zatuji pokrytifadku alespi jednim sloupcem. Uvadi se, Ze pro
UNDF sn vyrazy je pdet minimalnich implikant ¥n. Pron = 32 mizeme dostat 6,5 x 10
minimalnich implikant. Po redukci nezbytnych imglik Zistanek miniméalnich implikant,
pro které existuje 21 riznych zgisohi vybsra minimalnich implikant pro pokrytfadku.
N¢které z nich nem& smysl uvazovat, protoZze nepokirya&echnyiadky. Problém pokryti
pati mezi tzv. NP4Zké optimaliz&ni problémy, jejichZasova slozitost exponencidlroste
se zvySujicim se gtem vstupl [3].
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5. Porovnani minimalizatnich metod, jejich vyhody a nevyhody

Minimalizaci logickych funkci provadime pomoci metdteré jsou popsany v kapitole
4. Metody se od sebe liSi igpbem dosazeni zjednoduSené logické funkce. Kaiézhto
metod méa bezesporu své vyhody, ale také i nevyhody.

Algebraicka minimalizace vyuZivajici zakiomooleovy algebry, které aplikujeme tak
dlouho, dokud nedostaneme minimalni tvar funkcej neetodou omezenou v §a pronen-
nych, ale neexistuje Zzadny postup, ktery by nanmdeél, v jakém ptadi mame zakony pou-
Zit, proto neni mozné sestrojeni vyfaona peéitaci. Pro vyraz obsahujici max. 3 prénmé je
metoda velmi rychla. S nistajicim pdtem pronénnych je Uprava zka¢ pracna, nefehled-
n4, obtizna a nejsme si jisti, Ze zjednoduSenyajga minimalnim tvaru.

Minimalizace logickych funkci pomoci Karnaughovyapy je umoz#éna sousednosti
policek liSicich se pouze v jedné hodhdDproti [fedchozi meto&lje omezena pidtem pro-
meénnych na max. 6, alefipzjednodusovani je tato metoda velmi rychla a &@fek protoze
vyslednd funkce je v minimalnim tvaru. JelikoZ jetoda zaloZena na vizualnim rozpoznava-
ni skupin sousednich bl je ot nevhodna pro realizaci vy na p@itaci.

U Quine-McCluskeyho algoritmu se funkce rétiadlo skupin se stejnym ptem negaci
a nasledové se dale upravuje podle zmfrych pravidel v kapitole 4.3. Diky tomu je tato
metoda oproti fedchozim déma vhodna pro realizaci na yita¢i. RovrnéZz neni omezena
poctem proménnych, coz je bezesporu vyhodou. OvSem i tentoriihgos ma sva éita ome-
zeni, kterym je problém pokryti vyraxJNDF minimalnimi implikanty.
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6. Zaver

Cilem této bakakské prace bylo popsat jednotlivé metody minimakzdagickych
funkci a uvést jejich vyhody a nevyhody.

Po nastudovani dopafenych literarnich praméra zdroj z internetu byla vypracovana
bakal&ska prace. Uvodnéast prace se zabyva Booleovou algebrou, jejimi ke také
moznostmi vyjatkni Booleovych funkci. distm prace je popis metod minimalizace logic-
kych funkci. Jak jiz bylo uvedeno v kapitole 4, kegiimé aplikace zakanBooleovy algeb-
ry existuji specializované metody, jejichz efekfivzavisi na tvaru zadané logické funkce.
Pokud budeme mit dostatek informaci o logické funkejlépe pokud ji zname,ieme zvo-
lit vhodnou metodu pro zjednoduSeni dané funkce.

Porovnanim &chto metod bylo zji§ho, Ze algebraicka minimalizace a minimalizace
pomoci Karnaughovy mapy jsou nevhodné pro realiggooctu na p@itaci. Tento problém
odstraiuje Quine-McCluskeyho algoritmus. Daidei, Ze v fipac, kdy dana logicka funkce
obsahuje 3 nebo 4 prémé, nemusime se bat pouzit prvné dwetody. Zvlast pouziti Kar-
naughovy mapy pro takové funkce je velmi rychl@kéf/ni a zarauje nalezeni minimalniho
tvaru, i kdyZ nemame mnoho zkuSenosti s minimaliaakci. Pokud ma dana funkce vice
nez 6 promnnych, je bezesporu vhodné hledat minimalizovaay tegické funkce pomoci
softwarovéhdeseni.
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