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ABSTRAKT

Diplomova prace se zabyva stabilizaci vybranych systémi deterministického chaosu s pou-
zitim heuristickych a metaheuristickych metod. Diskutovana je parametrizace zvolenych
optimalizacnich metod, kterymi jsou genetické algoritmy, simulované zihani a pattern
search. Dale jsou predstaveny vhodné Fidici metody a definice kriteriadlni funkce.

V teoretické Casti prace jsou nejdfive stru¢né vysvétleny zakladni pojmy z teorie determi-
nistického chaosu. Vétsi Cast je pak vénovana bézné studovanym chaotickym systémiim
a zaroven popisu nejpouzivanéjsich metod Fizeni deterministického chaosu, konkrétné
OGY a Pyragasové metodé.

Prakticka Cast je rozdélena do dvou kapitol. Prvni z nich se zabyva stabilizaci umélych
chaotickych systémii pomoci metod zpozdéné vazby (Pyragasovy metody) - TDAS i mo-
difikované verze ETDAS. Druha kapitola je ukazkou fizeni redlného chaotického systému,
kterym je Duffinglv oscilator.

KLICOVA SLOVA

Deterministicky chaos, Logistické zobrazeni, Hénonova mapa, Pyragasova metoda, Du-
ffingliv osciator

ABSTRACT

The diploma thesis is focused on the use of heuristic and metaheuristic methods to sta-
bilization and controlling the selected systems distinguished by the deterministic chaos
behavior. There are discussed parameterization of chosen optimization methods, which
are the genetic algorithm, simulated annealing and pattern search. The thesis also intro-
duced the suitable controlling methods and the definition of the objective function.

In the theoretical part of the thesis there is a brief introduction to the deterministic
chaos theory. The next chapters describes the most common and deployed methods
in the control theory, especially OGY and Pyragas methods.

The practical part of the thesis is divided into two chapters. The first one describes
the stabilization of the artifical chaotic systems with the time delayed Pyragas method -
TDAS and its modification ETDAS. The second chapter shows the real chaotic system
control. The Duffing oscillator system was chosen to serve this purpose.
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UVOD

Predstava, ze malé priciny mohou mit nékdy velky nasledek, byla historiky zazna-
menavana jiz od starovéku. Zéklady moderni teorie chaosu polozil J. C. Maxwell,
na kterého navazal H. Poincaré objevenim citlivostni zavislosti na pocateéni pod-
minky. Velkym prinosem bylo sestrojeni nelinedrniho oscilatoru popsaného jednodu-
chou diferencialni rovnici, protoze do té doby teorie dynamickych systému nebyla
plné schopna detailnéjsiho popisu nelinearnich systémi.

Velky vliv na celkovy rozvoj teorie chaosu mélo sestrojeni prvniho elektronko-
vého pocitace, diky némuz E. Lorenz, v podstaté nahodou, objevil chaotické chovani
i v nejjednodussich systémech a simulacné potvrdil citlivostni zavislost na pocatecni
podminky téchto systémi. Tento jev se stal znamym pod pojmem "efekt motylich
kridel"a vyvolal znacny zajem o celkovou problematiku teorie chaotickych systému.
Zprvu to byly pouze fyzikalni interpretace, ale postupem casu se teorie chaosu roz-
sitila do velké skaly védnich oborii.

Predlozena prace je rozdélena do péti kapitol. Prvni tii kapitoly reprezentuji
resersni a teoretickou cast, nasledné dveé kapitoly predstavuji praktickou cast.

Prvni kapitola se zabyva teoretickym popisem deterministického chaosu a struc-
nym uvodem do jinak rozsdhlé teorie nelinearnich systému. Na zavér kapitoly jsou
uvedeny nejcastéjsi aplikace deterministického chaosu. V druhé kapitole jsou po-
drobnéji popsany nejznaméjsi modely chaotickych systémi a jejich vyznam. Posledni
teoreticka kapitola se vénuje nejcastéjsim metodam stabilizace chaotickych systémai,
a to OGY a Pyragasové metodé. Je zde také uvedena implementace diskutovanych
metod.

Ctvrté, prakticky zaméfena kapitola, zahrnuje struény popis zvolenych optimali-
zacnich metod a predstavuje volbu kriteridlni funkce. Déle jsou zde uvedeny vybrané
chaotické systémy, na kterych jsou realizovany experimenty v kontextu stabilizace,
konkrétné jde o logistické zobrazeni a Hénonovu mapu. Vysledky pro jednotlivé sta-
biliza¢ni formule jsou uvedeny v tabulkach a na zavér kazdé ¢asti srovnany. Soucasti
je rovnéz diskuze k vybranym parametrim optimalizacnich technik. Zavér préce
je doplnén prikladem realného chaotického systému, kterym je Duffingiiv nelinearni

oscilator.



1 DETERMINISTICKY CHAOS

Pojem chaos ptivodem pochéazi z tfecké mytologie a znamend nekonecny prazdny
prostor, ktery existoval pred zformovanim ¢asu a prostoru. V dnesni dobé chapeme
chaos jako projev neusporadanosti a nepravidelnosti. Realné systémy, jejichz ¢asovy
vyvoj je dan urcitymi zakonitostmi, lze oznacit za deterministické. Teorie Determi-
nistického chaosu, kterd je pouzivana k popisu nelinearnich dynamickych systémii,

pak vnasi novy pohled na vsechny prirodni jevy a struktury.

1.1 Historicky avod

Zéklady teorie chaosu spadaji az do roku 1900 a polozil je Henri Poincaré ve své
studii vénované tématu nelinearnich diferencialnich rovnic. Této problematice se také
vénovali B. Van der Pol, A.A. Andronov, N.M. Krylov a N.N. Bogolyubov.
K vyvoji teorie chaosu prispélo vyznamné sestrojeni elektronického pocitace a fakt,
ze chovani urcitych systému nebylo mozné vysvétit pomoci linedrni teorie.

Prvni Gspésny experiment provedl v roce 1960 meteorolog Edward Lorenz [19],
ktery se zabyval predpovédi vyvoje pocasi. Zjistil, Ze jen pti malé zméné pocatecnich
podminek dostane velice odlisny vysledny model. Tento jev se stal znamym pod po-
jmem efekt "motylich k¥idel". Lorenz sviij ptivodni model dvanacti rovnic vynucené
konvekce v atmosfére zjednodusil pouze na model ti{ rovnic [I.1] na kterém provadél
dalsi experimenty. V roce 1963 publikoval prekvapivé vysledky své prace, ve kte-
rych ukazal, Ze chovani systému je periodické a jeho zobrazenim jsou dvojité spiraly,
které se nikdy neopakuji a sméruji do jednoho bodu. Toto zobrazeni nazval Lorenziv

atraktor, jenz je zobrazen na obr. [1.1| pro nastaveni a = 10, b = 8/3 a r = 28.

dr _

o = Cartay

d

—di =—rz+T1T =Y (1.1)
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Obr. 1.1: Lorenzuv atraktor

Dalsi vyzkum probihal v oblasti biologie, ve které se Robert May [9] zabyval

predpovédi rustu populace danou jednoduchou rovnici:
nasledujicipopulace = r - nynéjsipolulace - (1 — nasledujicipopulace), (1.2)

kde r je parametr rastu, u néhoz zkoumal vliv na vyvoj populace. Pti zvySovani
parametru se populac¢ni linie opakované vétvila a vykazovala chaotické chovani.
Body, ve kterych dochazi k vétveni se nazyvaji bifurkacni a celé zobrazeni pak bifur-
ka¢ni diagram. Z diagramu bylo také vidét, ze se v ném ukryvaji presné kopie jeho
celku. Tato sobépodobnost byla dalsim dulezitym poznatkem vyzkumu chaotickych
systému.

Sobépodobnosti se hloubéji zabyval Benoit Mandelbrot [2], ktery ji podrobné
zkoumal pri méreni délky pobrezi. Dosel k zavéru, ze pri zméné métitka se cha-
rakter pobfezi neméni a nasel souvislost ve vztahu mezi délkou a méritkem. Man-
delbrot byl prvni, kdo definoval pojem fraktal jako tutvar, u kterého je jeho tvar
nezavisly na méritku a spolu s dalsimi matematikami nalezl silny néstroj pro jeho
popis - fraktalni geometrii [4]. Fraktalni geometrie usnadnuje celkové chédpani cho-
vani chaotickych systémt. Pro popsani téchto systému by bylo velmi neefektivni
pouzit euklidovskou geometrii, kterou nelze popsat slozité strukturované objekty
jednoduchym zptisobem. Slozitost fraktalu, respektive rychlost s jakou délka ob-
jektu roste do nekonecna, udava fraktalni dimenze nebo téz Hausdorffova dimenze
[3], kterd nemusi byt celociselna a je vétsi nez topologickd dimenze.

Na obrazku je zobrazena konstrukce Kochovy kfivky [5], kterd vznikne opa-
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kovanim jednoduchych kroki patrnych z obrazku. Zajimavosti je, ze po ptridani troj-
thelniku se délka krivky zvétsuje, nicméné vnitini plocha Kochovy ktivky ztstava
mensi nez plocha kruhu obkresleného okolo ptivodniho trojihelniku. Kochova krivka

nebo téz Kochova vlocka byla jedna z prvnich popsanych fraktald.

n=0

n=3

Obr. 1.2: Konstrukce Kochovy kiivky [8]

NizZe je zobrazena ukéazka bézné se vyskytujicich fraktala v prirodé.

Obr. 1.3: Fraktaly v prirodé [6]

V roce 1975 se matematik Mitchell Feigenbauman [7] zacal zabyvat znovu stu-
diem bifurkac¢niho diagramu, presnéji toho, jak rychle k bifurkaci dochazi. Obje-

vil dvé konstanty, které ukazuji souvislost vétsiny jednodimenzionalnich bifurkac-
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nich diagramu. Prvni konstanta § vyjadiuje pomér vzdalenosti po sobé jdoucich
bifurkaci a druha konstanta « pomér sirky mezi dvéma bifurkacnimi body. Podle
téchto konstant lze urcit, kdy systém zacne vykazovat chaotické chovani. Na ob-
razku [1.4] je zobrazeno urfeni parametri pro vypocet Feigenbaumanovych konstant

pro logistické zobrazeni.
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Obr. 1.4: Feigenbaumanovy konstanty

Konstanty jsou poté dany vztahy:

Ok

6 = imjso0 <~ = 4.66920160010299067185320382... (1.3)
k+1

a= zz'm,mo;‘—’“ = 2,50290787509589282228390287... (1.4)
k+1
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Ziskané revoluc¢ni poznatky vedly k velkému zajmu o dalsi vyzkum teorie chaosu
naptic¢ vsemi védnimi obory. Vznikly dokonce aplikace i mimo védecké obory, a to na-
priklad vytvorenim hudby pomoci fraktalti. Mnoho védcti se domnivalo, ze dvacaté
stoleti bude definované tremi teoriemi: relativitou, kvantovou mechanikou a chao-

sem. Teorie chaosu zménila smér vyvoje védy a stala se jeji nedilnou soucasti.

1.2 Nelinearni dynamické systémy

Pro celkové pochopeni problematiky teorie chaosu je nezbytné nejprve vysvétit né-
které pojmy z teorie dynamickych systémi, jez jsou Cerpany z [J.

Dynamicky systém je charakterizovan pomoci koneé¢né mnoziny stavovych pro-
ménnych, pricemz vyvoj systému je urcen jeho okamzitym stavem. V daném case
lze hodnoty stavovych proménnych znazornit bodem ve fazovém prostoru. Model

dynamického systému je dan soustavou diferencialnich rovnic:
x = F(t,x), (1.5)

kde x je vektor stavovych proménnych ve fizovém prostoru, ¢ je cas a F je vektorova
funkce. Znazornéni vyvoje systému pomoci parametrické krivky v n-rozmérném pro-
storu nazyvame trajektorii systému a body, ke kterym se trajektorie blizi pak limitni
body. Trajektorie, které jsou uzaviené, se nazyvaji orbity.

Dynamické systémy lze délit dle nékolika hledisek. Jednou z moznosti je déleni
systémil na linedrni a nelinearni, pricemz z hlediska teorie chaosu se budeme déle
zabyvat pouze nelinearnimi systémy, protoze linearni systémy je mozné jednoznacné
vyTesit. V nelinearnich systémech neplati princip superpozice, a tedy pro vypocet
zmeény stavu systému je nutné resit diferencialni nebo diferencni rovnice. V nékterych
pripadech je mozné vypocet zjednodusit linearizaci v urcitém rozsahu hodnot. Ne-
linedrni dynamické systémy maji izky vztah k deterministickému chaosu, protoze
z nelinedrnich zavislosti nebo vazeb plyne chaotické chovani systému. Dynamické
systémy, které vykazuji chaotické chovani, lze klasifikovat nasledovneé:

« disipativni systémy - atraktory, bifurkacni diagramy

o konzervativni systémy - klasické a kvantové systémy

Déle je mozné dynamické systémy délit na spojité a diskrétni, pricemz mezi nimi
existuje transformace. Spojité systémy mohou byt popsany soustavou diferencialnich
rovnic, zatimco diskrétni systémy jsou popsany diferenénimi rovnicemi, které popi-
suji vyvoj systému v zavislosti na case. K analyze a popisu systému jsou v praxi ¢asto
pouzivana chaotickd mapovani, kterd mohou byt v diskrétni, nebo spojité ¢asové ob-

lasti. Diskrétni mapovani je obvykle ve formé iterativni funkce, ktera je napriklad
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pro logistickou mapu ve tvaru :
Tpr1 = 12,(1 — ) (1.6)

Priklady chaotického mapovani:
e 1D zobrazeni
— logistické zobrazeni(diskrétni)[9]
— Van der Poluv oscildtor (spojité)[10]
e 2D zobrazeni
— Hénonova mapa (diskrétni)[29]
— Loziho zobrazeni (diskrétni)[14]
» 3D zobrazeni
— Chuuv obvod (spojité)[15]
— Lorenzuv atraktor (spojité)[19]

1.3 Deterministicky chaos

Teorie chaosu popisuje chovani dynamickych systémi velmi citlivych na pocatecni
podminky a je souc¢asti mnoha védnich oblasti matematiky a fyziky. Spolu s fraktdlni
geometrii zasahuje do vétsiny védnich obori. Protoze vyvoj dynamickych systémi
v case je dan pocatecnimi podminkami, 1ze jejich chovani oznacit za deterministické.
Robert L. Devaney [12]formuloval klasifikaci dynamického systému jako chaoticky,
pokud splnuje nasledujici podminky:

o citlivost na pocatecni podminky

« topologickou tranzitivnost

e hustou mnozinu periodickych orbitti

Citliva zavislost na pocatecni podminky znamend, ze se dvé blizké trajektorie
s rostoucim case vzdaluji, nejcastéji exponencialné. A tedy malé zmény v pocatecni
konfiguraci mohou vést k naprosto odlisnym vysledkim. Tuto citlivostni zavislost

je mozné v case kvantifikovat pomoci nize uvedené rovnice:

162(®)]] = €*|[ozoll, (1.7)

kde v je Ljapuntv exponent [11] vyjadiujici rozbihavost blizkych trajektorii. Mira
rozbihavosti mize byt rizné pro rtzné orientace pocatecniho separac¢niho vektoru
a tedy existuje celé spektrum Ljapunovych exponentii, jejichz pocet je dan dimenzi
systému, respektive jeden pro kazdou dimenzi. Pro vysetfeni chaotického chovani
systému se pouziva nejvétsi z exponenti. Kladnost Ljapunova exponentu znaci cha-

otické chovani systému pri zvolené pocatecni konfiguraci, blizké trajektorie diverguji.
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Pokud je exponent zaporny, blizké trajektorie konverguji a dynamicky systém neni
citlivy na poc¢atecni podminky. Numericky vypocet Ljapunova exponentu je obtizny,
ale jeho znalost je silnym néstrojem pii popisu dynamického systému.

Topologicka tranzitivita vyjadiuje, ze systém se vyvine v pribéhu casu tak, ze ja-
kakoliv oblast nebo oteviend mnozina jeho fazového prostoru se nakonec prekryje

s jakoukoliv jinou danou oblasti.

Atraktory

Jednim z moznych zpusobu znazornéni vyvoje chaotického systému nebo libovolného
typu systému, je vytvoreni fazového prostoru, kde jednotlivé rozmeéry reprezentuji
dimenzi systému. Vyvojem chaotického systému vznikne ve fazovém prostoru trajek-
torie pohybu pfi pevnych hodnotach fidicich parametri. Atraktor [I3] je mnozina

bodii neboli konecny stav, do kterého systém sméruje.

Typy atraktori:
e pevné body
o periodické a kvaziperiodické body
o chaoticky atraktor

e podivny atraktor

V teorii chasu je nejdilezitéjsim typem podivny atraktor, ktery byl poprvé zave-
den Edwardem Lorenzem [19] v roce 1963. U spojitych systému je vznik podivného
atraktoru omezen na tii a vice dimenzi, ale pro diskrétni systémy zadné omezeni
nejsou. Lorenztv atraktor byl prvni podivny atraktor, ale existuje i mnoho dalsich,
jako napriklad Rosslertv atraktor [34] a Hénontv atraktor [29]. Podivné atraktory
spolu s Juliovymi mnozinami maji fraktalni strukturu. Rosslertiv atraktor je zobra-
zen na obr. pro nastaveni a = 0,1, b= 0,1 a ¢ = 10.

Popis dynamického systému pomoci trajektorii je malo vypovidajici, proto se pro
veétsi nazornost vytvori fez fazového prostoru a jednou nadrovinou, z trajektorie jsou

potom zobrazeny pouze body. Toto zobrazeni se nazyva Poincarého mapa [33].
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Obr. 1.5: Rossleruv atraktor

Bifurkacni diagram

Dalsim dtlezitym zplsobem vizualizace je Bifurkacni diagram, ktery prinasi dobry
obraz o mozném chovani systému. PTi tomto zptisobu zobrazeni vyvoje dynamického
systému se méni stav systému v zavislosti na nékterém z ridicich parametra. Z di-
agramu lze dobte urcit, pti jakych hodnotach dochazi k velkym zménam vnitiniho
stavu systému, napiiklad k turbulencim nebo k fazovému prechodu latky. V této

nestabilité systému dochézi k stépeni topologické struktury, tedy k bifurkacim.

1.4 Aplikace deterministického chaosu

Chaotické chovani vykazuje velkd mnozina nelinearnich systémiu a to i takovych,
které se zdaji byt na prvni pohled velmi trivialni. Nize jsou uvedeny priklady aplikaci
deterministického chaosu, které jsou v soucasnosti bézné studovany. Podrobnéjsi

popis aplikaci je k dispozici v [17].

Priklady aplikace deterministického chaosu v praxi:
» Kryptografie - digitalni vodotisk, sifrovani obrazu.

Informatika - pocitacovi grafika, fraktdlova komprese obrazu.

Komunikac¢ni systémy - modulace chaotického signalu a maskovani.
Elektrotechnika - elektronické obvody - Chutiv obvod.

Fyzika - zdokonaleni lasert, fizeni plazmatu.

Déle také v oblasti chemie, biologie, ekonomiky, meteorologie a dalsich.
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2 VYBRANE MODELY
CHAOTICKYCH SYSTEMU

Tato kapitola bude pojednavat o bézné studovanych modelech chaotickych systémii.
Systémii, které vykazuji chaotické chovani, jak umélych nebo redlnych, je celd rada,
a proto budou nize popsany pouze nasledujici vybrané modely:

o logistické zobrazeni

e Lorenzuv atraktor

o Hénonova mapa

Rossleruv atraktor

Dvojité kyvadlo

2.1 Logistické zobrazeni (Logistic map)

Logistické zobrazeni zpopularizoval biolog Robert May ¢lankem Simple mathemati-
cal models witch very complicated dynamic [9] v roce 1976 jako demograficky model
v diskrétni ¢asové oblasti analogicky k logistické rovnici vytvorené Pierrem Francois
Verhulstem [16]. Je to jeden z nejzndméjsich a nejcastéji pouzivanych piikladi po-
lynomialnitho mapovani druhého stupné. Logistické zobrazeni je popsano diferenc¢ni
rovnici a je dikazem toho, Ze i systémy s velmi jednoduchou nelinedrni dyna-

mickou rovnici mohou vykazovat chaotické chovani.

Tpr1 = 12,(1 — z,), (2.1)

kde x,, je ¢islo mezi jednickou a nulou a reprezentuje pomér existujici populace k ma-
ximalni mozné populaci a r je koeficient popula¢niho rastu, ktery nabyva hodnot
z intervalu (0,4). Pokud je koeficient popula¢niho rustu prilis nizky, populace vy-
mie. Vysoka hodnota koeficientu miize vést ke stabilni hodnoté, ale také k celé radé
moznych vysledkl pro stejné pocateéni podminky.

Pro svou jednoduchost a znacnou citlivost na poc¢ateéni podminky je logistické
zobrazeni Siroce pouzivanym néastrojem k pochopeni chovani chaotickych systémii.
Logistické zobrazeni vykazuje chaotické chovani pro vétsinu hodnot r v rozsahu
od 357 do 4, coz je patrné i z bifurkac¢niho diagramu, ktery je zobrazen na obrazku
??7. Nepresna znalost pocatecnich podminek a také vlastnost opakovaného stahovani
a roztahovani atraktoru [26] znacné zhorsuje predvidatelnost budouciho vyvoje sys-
tému. Tato vlastnost byla vyuzita k sestrojeni pseudo generatoru nahodnych cisel
pomoci logistického zobrazeni [I8]. I kdyZ nezndme presné budouci stav systému,
je mozné urc¢it miru pravdépodobnosti tohoto stavu. Pokud r = 4 a pocatecni pod-

minky lezi v intervalu (0, 1), tak mira pravdépodobnosti odpovida beta rozlozeni
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Obr. 2.1: Bifurkacni diagram logistického zobrazeni

s parametry a = 0,5 a b = 0,5. Tedy i kdyz vime jen méalo o pocatec¢nich pod-
minkach, jsme stale schopni néco tici o budoucim stavu systému. Jak bylo uvedeno
vyse, citlivost na pocateéni podminky je mozné kvantifikovat pomoci Ljapunova ex-
ponentu pro pocateéni podminku zy a blizky bod xz¢ + dg. Pri vyuziti vztahu
lze nejvétsi Ljapuntv exponent pro zobrazeni v diskrétni c¢asové oblasti vypocitat
ze vztahu [2.3] Vypocet i ndsledné odvozeni byly prevzaty z [24]

Ay = (w0 + 6o) — f"(20) (2.2)
n—1
A= lim [1 S In| f’(a;i)\] (2.3)
n—oo | Ty
Pro logistické zobrazeni:
flx)=r—2rz (2.4)
n—1
Alz) = lim [1 > In|r— 27“.:@@ (2.5)
n—oo | M Ty
Hodnota Ljapunova exponentu A konverguje po tisici iteracich:
1 1000-1
ANz) = — In|r — 2rzx; 2.6
®) = fo5 2 Inlr—2ra (26)
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Na obrazku [2.2]je zobrazeno spektrum Ljapunova exponentu pro logistické zobrazeni
pro 3 < r < 4. Hodnota koeficientu je zaporna pro r < r* x~ 3,57. Z grafu je pa-
trné periodické chovani pro kladné A a Spicky, které nabyvaji zapornych hodnot,
odpovidaji cyklim.
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Obr. 2.2: Ljapuniv exponent pro 10000 iteraci

Logistické zobrazeni se vyskytuje v nékolika variantach. Prikladem mtze byt

nastaveni r = 2, je znamé jako tent map, které je dané rovnici
1
Tpn, Pro I, <s;
Tppr = " " 2 (2.7)
7«(1 - xn)7 pro Tn Z D)
Nézev je ziejmy z grafu jeho funkce, ktery je zobrazen na obrazku [2.3
Rovnici logistického zobrazeni lze také vyjadrit ve spojité ¢asové oblasti:
dx
—=rx(l—x 2.8
= ra(1 - ) (28)

Po aplikaci Eulerovy metody pro diferencidlni rovnice lze ptejit od spojité casové
oblasti k diskrétni:

dx

22— (1 — 2.

" e (2.9
Tpi1 — Tp = Tp(1 — ) At (2.10)
Tpa1 — Ty = Tp(l — x,) At (2.11)
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Tl = Tn + 2p(1 — 2,) At = 2, (1 + At — x,Al) (2.12)

Jestlize definujeme y,, = 1f£tx” ar =1+ At, pak

At
= — 2. (1+At—a,At) = — = 1— 2.1
Yn+1 1 2t$n( t T, t) yn<7n ryn) ryn( yn)a ( 3)

coz je rovnice pro logistické zobrazeni v diskrétni ¢asové oblasti.

x(n+1)

x(n)

Obr. 2.3: Tent map

2.2 Lorenzuav atraktor (Lorenz attractor)

Lorenziv atraktor je jeden z nejslavnéjsich chaotickych systému popsanych diferen-
cidlnimi rovnicemi [1.1], které byly publikovdny v roce 1963 E. Lorenzem [19]. Tento
védec se vyznamné zaslouzil o rozvoj moderni teorie chaosu. Velké mnozstvi chao-
tickych systému bylo vyvinuto na zakladé origindlnitho Lorenzova modelu [21], [22]
a [23]. Lorenzuv systém ma nékolik vlastnosti:
e je autonomni, coz znamena, ze ¢as se explicitné nevyskytuje na pravych stra-
nach rovnic
o rovnice zahrnuji prvni ¢asové derivace, tedy vyvoj systému zavisi pouze na hod-
notach x, y a z v daném case
e je nelinearni
o systém je disipativni pokud je splnéna nasledujici nerovnost
_0x QY 0%

_9r 99 0% L 1 _b<o 2.14
5zt T a < (2.14)

Vi 0z
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Parametry a a b jsou fyzikdlni charakteristiky proudéni vzduchu, které jsou
kladné. Tedy nerovnost je vzdy splnéna, a proto jsou reseni ohranicené.

o systém je symetricky podle osy z - je invariantni vic¢i transformaci souradnic.

Lorenzuv systém ma t¥i limitn{ body, které jsou patrné i z obrazku [I.I} Prvni

z nich je v pocatku souradného systému a dalsi dva jsou zavislé na pocatecnim

nastaveni systému a existuji pouze pro r > 1. Limitni body je mozné vypocitat

7z Tovnic a[2.16] Systém se chova velmi odlisné pro r < 1 a r > 1. Po dosazeni

hodnoty parametru r = 1 dochézi k bifurkaci, tedy ke kvalitativnim zménam chovani

systému.

et = (y/blr — 1), \/b(r — 1), 7 — 1) (2.15)

¢ = (—\/b(r—l),—\/b('r’—l),r—l) (2.16)

Na obrazku [2.4] jsou vyobrazeny limitni body Lorenzova atraktoru.
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Obr. 2.4: Lorenziiv systém pro r = 10. Barvy znazornuji rizné poc¢atecni podminky,

systém neni chaoticky. [20]

Systém ma jesté dalsi bifurkaci, a to pro r &~ 24, 74, limitni body se neméni, ale
meéni se jejich vliv na trajektorie. Pro r > 24,74 se trajektorie odpuzuji od limitnich
bodt a blizi se k limitni mnoziné.

Na obrézku[2.5]je zobrazen Lorenzuv systém pro r > 24, 74. Odlisné barvy trajek-
torif rozlisuji dvé témér identickd pocatecni nastaveni. Systém je citlivy na pocatecni
podminky - trajektorie jsou od sebe velmi vzdaleny. Aby tato citlivostni zavislost
byla lépe patrné, na obrazku je vyobrazena zména hodnoty z v case.

Pti zkouméani dlouhodobého vyvoje trajektorii Lorenzova atraktoru se zjistilo, ze

kazdy bod ve fazovém prostoru odpovida jednomu jedinecnému reseni, tedy zadna
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trajektorie nemtze protnout sama sebe. Stejné tak se nemohou protnout ani jaké-
koliv dvé trajektorie. Lorenztv atraktor je prikladem podivného atraktoru, ktery

se také vyznacuji tim, ze je aperiodicky.

Obr. 2.5: Lorenziiv systém pro r > 24, 74. Barvy rozlisuji riizné pocate¢ni podminky:
modréa - (0;1,01;0) a ¢ervend - (0;1,01;0), systém je chaoticky. [20]

20 ' ' l
10 |
x 0 -\ [
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Obr. 2.6: Hodnota « pro dvé ruzné pocatecni podminky. [20]

2.3 Hénonova mapa (Hénon map)

Hénonova mapa je dalsim prikladem dvoudimenzionalniho dynamického systému
v diskrétni casové oblasti, ktery vykazuje chaotické chovani. M. Hénon, inspirovan
Lorenzovym modelem, zavedl v roce 1976 [29] jednoduché zobrazeni, které zachy-
cuje roztahovani a skladani trajektorie ve fazovém prostoru a vede k determinis-

tickému chaosu. Jednoducha forma Hénonovy mapy poskytuje dalsi moznosti de-
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tailntho zkoumani chaotickych systémi. I kdyz bylo zobrazeni zavedené pouze jako
matematicky model, stale odpovida fyzikalnimu systému, ktery byl naptiklad déan
J. F. Heagym v [30].
Hénonova mapa je dana dvéma diferenénimi rovnicemi:
Tpy1 =1 — a:pi + Yn

(2.17)

Yn+1 = bIn,

kde a a b jsou nenulové bifurkaéni parametry, pokud a = 0, systém se redukuje
na jednodimenzionalni logistickou rovnici. Druhda rovnice muze byt vyjadirena jako

Yn = Tn_1, pak Hénonovu mapu lze prepsat do jedné rekurentni rovnice:
Tpy1 = 1 — ax? + b, (2.18)

Na obrazku [2.7] je zobrazen Hénontv atraktor.

05F

x(n+1)

-0.5F

-

Obr. 2.7: Hénontv atraktor pro nastaveni a = 1,4, b = 0,3 a pocatecni bod
(0,1; 0,1).

Po analyze zobrazeni definoval M. Hénon [29] ¢tyfihelnik, ve kterém ztstévaji
vsechny body zobrazeni. Postupnym iterovanim je ¢tyithelnik roztahovan a staho-
van Hénonovou mapou dokud neni ziskan atraktor. Ackoliv je poloha orbitt citliva
na pocatecni podminky, atraktor je stabilni geometricky objekt. Ke studiu vyvoje
dynamického systému je vhodny bifurkacni diagram, ktery je vyobrazen na ob-
razku pro ruzné hodnoty parametru a pri b = 0,3 a pocatecnich podminkach
ro = Yo = 0.
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Obr. 2.8: Bifrukac¢ni diagram Hénonovy mapy pro nastaveni b = 0,3 a pocatecni

bod (0;0)

Pokud je parametr a mezi 0 a 0, 32, posloupnost x,, konverguje k limitnimu bodu
xy. Z bifurka¢niho diagramu je ziejmé, Ze po piekroceni a = 0, 32 posloupnost kon-
verguje k periodickym orbittim a pri dalsim zvétSeni parametru dochazi ke zdvojeni
periodickych orbitii, dokud systém nezacne vykazovat chaotické chovani.

Hénonova mapa obecné patti do skupiny funkci definovanych:

Hay (x) - (1 st y) , (2.19)
Y bx

kde a a b jsou kladné nenulové parametry, jak uz bylo feceno vyse, zobrazeni je vzdy
dvoudimenzionalni. Celd skupina zobrazeni je reprezentovand funkci H a po bliz§im
prostudovani je to zobecnéni daldi skupiny funkci danych F.(z) = 1 — ca?, kde
¢ je konstanta. Ackoliv se Hénonova mapa jevi jako jedna mapa, ve skutecnosti
je slozena ze ti1 odlisnych transformaci [32] danych Hy, Hy a Hs. Transformace jsou

definované pomoci:

no) -l () () ()-C) e

Podle definice uvedené vyse dostavame H,, = Hjz - Hy - Hy. Sestrojeni paraboly,
dané rovnici F.(z) = 1 — cz? po aplikovan{ t¥ transformaci, je mo’né nasledujici

tvahou: Predpokladejme, ze a > 1 a zacneme sestrojenim elipsy s poc¢atkem (0, 0).

24



Transformace definovand H; je nelinearni zakiiveni(bending) v ose y. Hs smrstuje
elipsu podél osy z (faktor kontrakce je dan parametrem b), roztahuje podél osy y
a rozgtahuje ¢ast krivky pod osou z, aby vypadala jako svisly oblouk. Hs vytvori
osové soumeérny obrazec podle osy x = y. Vysledny obrazec vypada jako parabola
oteviena doleva a zvétsena v oblasti vrcholu paraboly, coz je velmi podobné Héno-

nove mape.

Limitni body systému zaviseji na parametrech a a b. Pro nalezeni limitnich bodu
je nutné vyresit rovnice plynouci z [2.19, Po apliakci nékolika zakladnich substituci

nalezneme vyraz pro x, ktery je roven:
1
- (p— _ )2
Ty = o (b—144/(1=b)*+4a) (2.21)
Pokud a # 0, systém ma dva limitni body:

. —(1-0b)+ 251 — )2 +4a 0.22)

7, vyse uvedené rovnice je mozné odvodit, pro jaké hodnoty parametri a a b chaoticky

pohyb vede k podivnému atraktoru. Dikaz je uveden v [31], ze kterého vyplyva:

Parametr a v zavislosti na parametru b Limitni/periodické body
a<—1(1-0b)7 zadné
—1(1=b? <a<3(1-0b)> 2 limitnf body
a>3(1-0b) 2 periodické body

Hénonova mapa prinasi nejen zajimavé skutecnosti v oblasti deterministického
chaosu, ale také kvili silnym matematickym zakladiim moznost vyvinout nové apli-

kace, které maji potencidl vytesit problémy realného svéta.

2.4 Rossleruv atraktor (Rossler attractor)

Rosslertiv systém byl predstaven v roce 1976 Ottou Rosslerem [34] jako prototyp tii-
dimenzionalniho systému ve spojité casové oblasti. Dale také zavedl hyperchaoticky
¢tyrdimenzionalni systém, coz je systém s vice nez jednim kladnym Lyapunovym
exponentem [35], [36]. O. Rossler byl inspirovan geometrii zpétného proudéni casto
reprezentovanym tvarem pismena Z. Tento princip proudéni je vyobrazen na obrazku
2.9] Pohyb je pomaly, jakmile je dosazeno okraje, trajektorie prejde na druhou vétev

potrubi, coz umoznuje periodicky ustaleny pohyb i ve vyssich dimenzich.
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Rosslertiv systém je slozen ze tii rovnic:

o,
a7
f;; =+ ay (2.23)
e _ br — cz +
= cz +xz
(a) (b)

Obr. 2.9: Princip zpétného proudéni (a) 2D (b) 3D. [27]

Systém rovnic obsahuje tii proménné (z,y,z) a tfi parametry (a,b,c). Prvni
dvé rovnice jsou linearni a vytvari oscilace, které mohou byt zesileny parametrem
a > 0, vznikne pohyb ve spirdle. Treti rovnice je nelinearni a vyjadiuje zpétné
proudéni tekutiny na zacatek spirdly. V zavislosti na parametrech (a,b,c) systém
muze vytvaret ustaleny, periodicky, kvaziperiodicky i chaoticky atraktor, pricemz
mohou byt vzajemné propojeny bifurkacemi. Vysledny atraktor, ktery je zobrazen

na obr. reprezentuje spiralovity chaoticky systém s nepravidelnou amplitudou

oscilace.

Rossler studoval chaoticky atraktor s nastavenim parametri a = 0,2,b6 = 0,2 a
¢ = 5,7. V dnesni dobé se bézné pouziva nastaveni parametra a = 0,1,b = 0,1
a ¢ = 14. Dalsi kombinace parametrii jsou ziskany na zédkladé topologické analyzy.

Pokud je parametr a zvolen jako bifurkacni parametr, ktery nabyva hodnot z inter-
valu (0,126;0,4325), pak b = 2ac = 4. Jestlize je parametr a > 0,43295,
pak systém vede k multimodéalnimu chaosu, ptivodné nazvany jako screw-type chaos
(Sroubovity chaos). Kompletni topologicky popis je uveden v [37]. Na obrazku
je vyobrazen Bifurkac¢ni diagram Rosslerova atraktoru pro riizné hodnoty parame-

tru a.
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Obr. 2.10: Bifrukac¢ni diagram Rosslerova atraktoru pro nastaveni b = 2 a ¢ = 4.[2§]

Rosslertiv systém ma dva limitni body. Jestlize rovnice soustavy polozime

rovno nule a soustavu vyresime, dostaneme souradnice limitnich bodi, které jsou

nasledujici:
ctvez—4ab cF VR —4dabe+t v —4ab
(xia Y+, Zi) = 9 y 2 %2, (224)

Body existuji pouze za podminky, Ze ¢* > 4ab. Prvn{ limitn{ bod (se zdpor-
nym znaménkem) se nachdzi uprostred atraktoru a je nestabilni. Druhy limitni
bod je umistén mimo oblast atraktoru a mutze byt stabilni ¢i nestabilni v zavis-
losti na hodnotach parametri.

Za predpokladu, ze atraktor je stabilni, lze vypocitat tii Ljapunovy exponenty
A, A2, a Az, (A1 > Ay > A\p), pfiCemz Ay > 0, Ay = 0 a A\3 < 0. Exponent )\
vyjadiuje miru roztaznosti atraktoru a exponent A3 miru kontrakce. Atraktor m&
uzké topologické domény, protoze absolutni hodnota exponentu A3 je mnohem vétsi
nez Aj.

Rosslertiv systém je svym chovanim podobny Lorenzovu atraktoru, ale jeho kva-
litativni analyza je jednodussi, protoze ma pouze jednu rovnici nelinearni. Linearni
rovnice lze jednoduse analyzovat napriklad pomoci vlastnich vektori diagonalni ma-
tice. Pozdéji bylo zjisténo, ze origindlni teoretické rovnice Rosslerova traktoru mohou

byt také vyuzity pii modelovani rovnovahy v chemickych reakcich.
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2.5 Dvojité kyvadlo (Double pendulum)

Dvojité kyvadlo je jeden z nejpouzivanéjsich redlnych systémii, na kterém se demon-
struje chaoticky pohyb. Je to jednoduché zafizeni, u kterého jsou pocateéni pod-
minky snadno nastavitelné a jejich zménou dochéazi k velkym rozdilim vyslednych
trajektorii. Odchylku trajektorii lze jednoduse mérit a porovnat s numericky vypo-
¢itanymi Ljapunovy exponenty. Dalsi vyhodou zafizeni je jeho flexibilita. Pro velké
pocatecni ihly systém vykazuje chaotické chovani a naopak pohyb pro malé ihly lze
aproximovat na linearni. Sklopenim celého systém do transverzalni roviny je mozné
studovat pohyb pfi nulové gravitaci.

Dvojité kyvadlo se sklada z jednoho kyvadla upevnéného na druhé. Tento me-
chanicky systém ma dva stupné volnosti a ¢tyfrozmérny stavovy prostor. Schéma
dvojitého kyvadla je zobrazeno na obr. 2.1}

Obr. 2.11: Dvojité kyvadlo

NiZe bude uvedena analyza [39] idedlniho systému dvojitého kyvadla (bez tfeni).
Rovnice pohybu budou popséany pomoci Lagrangeovych rovnic druhého druhu [38].
Jako zobecnéné souradnice systému jsou pouzity thly mezi zac¢dtkem obou casti
kyvadla a vertikalni osou, které definuji konfiguraci systému. Translacni kinetické

energie ve stfedech obou c¢asti kyvadla je dana:

2

‘ . 1 .
T trans = *m1(l’12 + y12) = Emll% Qaq

2
1 : :
TQ,trans = iml(x22 + y22) = (225)
1
= §m2L2 04.12 +§m2l§ dgz —f—mngQCOS(CYl — CKQ) d1d2

Rotac¢ni kinetickd energie s momenty setrvacnosti I; a I ve stfedech obou ¢éasti
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kyvadla je:

.2
T1,mt = 511 aq

.2
Tz,mt = 512 Qg

Celkova kineticka energie systému:

1 1 1
T = imll% d12 +§m2L2 d12 +§m2l§ d22 +
T S YT S
+ mgLlycos(ay — ag) djas —1—51—1 o +§IQ Oy
Potencialni energie obou casti kyvadla je dana:
Vi = —gmylycos(ay)
Vo = —gmgLcos(ay) — gmalacos(as)
A celkova potencialni energie systému je:
V = —gmylicos(ay) — gmaLcos(ay) — gmalacos(az)

Poté je Lagrangian roven:

L=T-V =

= ay 02 +as s> +as Ay ay’ cos(a — ag) + agcos(aq) + ascos(as),

kde
mllf Il m2L2
a] = —_—
2 2 2
mgl% IQ
a9 = -
2 2
as = mngg

as = g(mqly +msL)

as = gmeoly

Pohybové rovnice systému ziskdme z Euler-Lagrangeovy [40] rovnice:

d(8L> oL

Pro systém dvojitého kyvadla dostaneme diferencialni rovnice druhého radu:

agsin(ay) + 2a1d1 + agdacos(ay — ag) + ag g” sin(a; — a2) =0

assin(ag) + 2asds + agdicos(a; — ) — ag a2 sin(a; —a2) =0
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(2.29)

(2.30)

(2.31)

(2.32)

(2.33)



A po vyjadreni druhych derivaci:

. 2agaysin(ay) 4 ajorsin(og — ag)cos(ay — ag)+

a1 =
ajcos?(ay — o) — dajasy

+2azazdy?sin(ay — ag) — azascos(ag — ay)sin(ay)

ajcos?(ag — o) — 4ayas
~ 2ayassin(qg) — alds?sin(ag — ag)cos(ay — ag)—
Gy —

N ajcos?(ag — ag) — 4dajay
—2aya30,%sin(a; — ap) — azagcos(ag — ap)sin(ay)

ajcos?(ay — o) — 4ayjay

(2.34)

Tyto dvé pohybové rovnice lze vytesit napriklad za pouziti numerické integracni

metody Runge-Kutta [41].

Nize je demonstrovana citlivostni zavislost systému na pocatecni podminky.

Na obréazku (b) je pocéatecni uhel ay zmensen o dva stupné.

Systém dvojitého kyvadla dokazuje, ze i ty nejjednodussi fyzikalni modely mohou

vykazovat za jistych podminek chaotické chovani. Experimentalni vyuziti je velice

siroké, protoze dvojité kyvadlo lze jednoduse sestrojit v rtiznych variantach, a to

i pro tfirozmérny prostor.

(a) (b)

Obr. 2.12: Trajektorie dvojitého kyvadla pro velké pocatecni thly
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3 STABILIZACNI METODY

Hlavnim cilem stabilizace obecné je dosahnout pozadovaného chovani systému i pri
vyskytu perturbaci. Stabilizace chaosu je zalozena na myslence vyuzivani dyna-
mickych vlastnosti systému k jeho kontrole [47]. Citlivostni zavislost na pocatecni
podminky je pouzita ke stabilizaci systému v periodickych orbitech. Pozadovaného
vyvoje trajektorie, ktery miize byt stacionarni, periodicky nebo chaoticky, lze dosah-
nout vhodnou aplikaci perturbaci na kontrolni parametr. Védci se timto problémem
zacali zabyvat na poc¢atku devadesatych let a od té doby byl koncept fizeni chaosu
uspésné pouzit na rizné druhy systémi. Tato kapitola bude zamérena na nejcastéjsi
metody stabilizace chaotickych systému, ptivodné vyvinuté ve fyzikalnim kontextu.
Zavérem poznamenejme, ze na rozdil od béznych metod stabilizace vyuzivanych

v teorii automatického tizeni, jsou tyto metody pomérné specifické.

3.1 OGY metoda

OGY metoda [42, 146] je zalozena na principu ¢ekéni na okamzik, kdy je trajektorie
v blizkosti pozadovaného limitniho bodu nebo periodického orbitu a poté je apli-
kovana mala perturbace na kontrolni parametr za tcelem kontroly systému. Tento
princip poprvé vyuzili E. Ott, C. Grebogi a J. A. Yorke, po nichz je také metoda po-
jmenovand. Velikost perturbace je omezena a muze byt aplikovana pouze v tizkém
okoli pozadovaného stavu [46]. PouZitelnost této metody byla ovéfena na mnoha

experimentech [48], 49]. Predpokladejme n-dimenzionélni zobrazeni:

Xn+1 = F(Xnap)a (31)

kde x,, € R?, F je hladké funkce a p € R je kontrolni parametr, jehoZ variace musi
byt mala:
lp—pl <9, (3.2)

kde p je nominalni hodnota parametru a 9 << 1 definuje oblast variace parame-
tru. Cilem je nalézt takové p, aby se trajektorie systému stabilizovala po vstoupeni
do blizkého okoli Zzddaného periodického orbitu.

Necht xg(p) je jeden z limitnich bodi systému nominalni hodnoty parametru
p, ktery chceme stabilizovat. Umisténi limitniho bodu ve fazovém prostoru zavisi na
kontrolnim parametru. Po aplikaci malé perturbace Ap, dostdavame p = p + Ap

a xp(p) se blizi xp(p). Mizeme psat:

xp(p) = xp(p) + gAp, (3.3)
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kde vektor g je dan:

_Ixp,_ xp(p) = xr(p)

Nelinearni hladkou funkci 1ze v malém okoli € kolem limitniho bodu aproximovat

na linearni. Tedy v blizkosti xz(p) mtiZzeme pouZit linedrni aproximaci pro

[Xn+1 = xp(p)] = M[xp(p)] - [Xn — xp(p)], (3.5)

kde M[xp(p)] je Jacobiho matice 2 x 2 funkce F(x,p) spoc¢itané v limitnim bodé

xr(p), kterd je definovana:

OF B oM
Mxr(p)| = afplxﬂp) ~ M[xp(p)] + aip|p:ﬁAp' (3.6)

Po aplikaci substituce a tpravé dostaneme:

Xn+1 = Xp(p) = gAp + M[xp(p)] - [xn — xr(p) — 8AP]. (3.7)

V rovnici [3.7]je Jacobiho matice vypocitana pro limitni bod xz(p) neperturbovaného
systému, ktery ma byt stabilizovany. Zavedeme e; a e, jako stabilni a nestabilni
vlastni vektory diagonalni matice a f, a f, jako jednotkové vektory, které splnuji
fs-es=furew=1a fs-e, = f,es =0. Poté lze Jacobiho matici M[xg(p)] psat
ve tvaru:

M[xr(p)] = Aveuf + Asesfs, (3.8)

kde A\s a A\, jsou stabilni a nestabilni vlastni ¢isla matice. Kdyz je trajektorie bodu x,,
v malém okoli € pozadovaného limitniho bodu x z(p), aplikuje se parametr perturbace
Ap,, v ¢ase n, limitni bod se mirné posune a v dalsi iteraci x,,_.; sklouzne do stabilniho

sméru xz(p). Tedy zvolime kontrolni parametr Ap,, tak, aby platilo:

£, [Xors — x6(p)] = 0. (3.9)

Jestlize x,,;; sklouzne do stabilniho sméru xz(p), pak mizeme nastavit kontrolni pa-
rametr na nulu. Pro dostateéné malé [x,,—xp(p)], 1ze[3.9)dosadit do[3.7]a Ap, = c,:

Auf - [Xn — xp(D)]
(A — Dfg

Pokud je splnéna podminka f,g # 0, tak ¢, |x, —xp(p)|, coz je malé ¢islo. Nastaveni

Cp =

= Clx, — xz(p)] (3.10)

parametru Ap,, zavisi na velikosti hodnoty c,:

Ap, = Cny, Dro e, <9 (3.11)
0, pro |c,| >46

Jednoduse 1ze proces stabilizace shrnout do nasledujicich tii bod:
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1. Nalézt pozadovany nestabilni periodicky orbit.

2. Vypocitat stabilni a nestabilni sméry vSech komponentt nestabilniho perio-
dického orbitu.

3. V blizkém okoli pozadovaného nestabilniho periodického orbitu vypocitat per-

turbace v kazdé iteraci s pripadnymi omezenimi.

Silnou strankou OGY metody je, Ze nevyzaduje detailni model chaotického systému,
ale pouze informace o ¢asti Poincarého mapy. Metoda je tedy velmi tispésna pri kon-
trole Siroké skaly chaotickych systému [43], ale vyzaduje presny vypocet perturbace
potiebné k dosazeni stability a také je vhodna pouze pro diskrétni fizeni v bodech

Poincarého mapy.

3.2 Pyragasova metoda (Metoda zpozdéné vazby)

Tato metoda byla vyvinuta ke stabilizaci nestabilnich periodickych orbiti aplikaci
perturbace spojité v Case na kontrolni parametr. Poprvé tuto metoda uvedl K. Py-
ragas ¢lankem [44] v roce 1992. Princip fizeni chaotického systému pomoci spojité
perturbace byl jiz diive publikovan, ale ne ve zpétné vazbé. Tyto metody nebylo
mozné pouzit k stabilizaci nestabilnich periodickych orbitii, pouze eliminovaly chaos
v systému a vysledné periodické orbity byly odlisné nez pocatecni.

Pyragasova metoda je také zndma jako Time Delayed Auto Synchronization
(TDAS) a je jednoduchd na implementaci. Podstatou je konstrukce specidlni formy
perturbace spojité v case, kterda nezméni pozadované nestabilni periodické orbity.

Uvazujme dynamicky systém, které 1ze popsat obycejnou diferencialni rovnici:

Y pla)+ F(1), (3.12)
dt

kde systém P je popsan proménnou x se vstupnim buzenim F, které bude nulové,
jestlize na systém neni aplikovana vnéjsi perturbace. Pro nestabilni periodicky orbit
s periodou T, ktery chceme stabilizovat aplikaci kontrolniho parametru F, miazeme
psat logickou podminku (¢t + 7) = z(¢). Kontrolni parametr je poté dan rovnici
3.13]

F(t) = K|a(t — ) — 2(t)] (3.13)

Parametr K reprezentuje miru perturbace a vhodnou volbou jeho hodnoty lze efek-
tivné stabilizovat pozadovany nestabilni periodicky orbit. Perturbace je do systému
vnasena jako zdpornd zpétnd vazba (pro K > 0) a jeji experimentélni realizace
je jednoducha pro mnoho fyzikalnich systému. Jak bylo uvedeno vyse, hlavni vy-
hodou perturbace je, ze nezméni feseni rovnice [3.12] Stejné jako u OGY metody je

tedy ke stabilizaci nestabilnich periodickych orbiti pouzita pouze mala vnéjsi sila.
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Dalsi vyhodou také je, ze nejsou potrebné dalsi informace o nestabilnim periodickém
orbitu, kromeé jeho periody 7 a v pripadé fizeni v diskrétnim Case pouze jeho rad.
Diskrétni verze metody TDAS [44], vhodné pro stabilizaci chaotickych map, ma

nasledujici formu:

Tpy1 = P(xn) + F,

o K{xn,m B xn} (3.14)

kde m vyjadruje fad pozadovaného nestabilniho periodického orbitu.

V pritbéhu stabilizace mohou nastat problémy s velikosti perturbace F', kdy jeji
hodnota muze velmi vzrist, a proto musi byt omezena. Velkd hodnota perturbace
ma fatalni vliv na kvalitu stabilizace, zvlasté v ptripadé vyssich rada periodickych
orbitli, kde metoda selhava.

Timto problémem se zabyvali Socolar, Sukow a Gauthier [45] a zobecnili rovnici

vyuzitim predeslych informaci o stavu systému:
F(t) = K<(1 “ RS R™a(t —mr) — x(t)), (3.15)
m=1

kde 0 < R < 1 a K je experimentalné nastavitelnd konstanta. Zajimavosti je, ze
vyse uvedena rovnice presné reprezentuje vystupujici svazek z interferometru, slo-
zeny ze zrcadel s odrazivosti R, usporadanych tak, ze doba prichodu svazku kavitou
je rovna periodé nestabilniho periodického orbitu. Tuto modifikovanou verzi pojme-
novali Extended Time Delayed Auto Synchronization (ETDAS). Stejné jako ptuvodni
verze, je ETDAS snadno implementovatelna, coz bylo experimentalné ovéteno [45].
Rovnici lze prepsat do tvaru ekvivalentni ndhradou sumacniho ¢lenu [50].

F(t) = K[(l —R)S(t—7) - f(t)} (3.16)
S(t) =ax(t) + RS(t —7) |

kde R je nastavitelna konstanta a S je dané rovnici, vyuzivajici predchozi stavy

systému. Diskrétni podoba metody ETDAS je ve tvaru:

T+l = P(xn) + Fn
Fo=K[(1 = R)Sp-m — ,)] (3.17)
Sn =z, + RSnfm

kde symbol m reprezentuje rad pozadovaného nestabilniho periodického orbitu.
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4 STABILIZACE MODELOVEHO SYSTEMU

V této kapitole budou uvedeny vysledky testu stabilizace zvolenych chaotickych mo-
deltt vyse popsanymi metodami TDAS a ETDAS. Vsechny metody jsou vytvoreny
a testovany v programovém prostiedi MATLAB. Optimalizace koeficientu, vedou-
cich ke stabilizaci periodickych orbiti, je pomoci genetickych algoritmi, metody
simulovaného zihani a metody pattern search. Logistické zobrazeni bylo vybrano
jako priklad jednodimenzionalniho systému a Hénonova mapa jako priklad dvoudi-

menzionalniho systému.

Zvolené optimalizacni metody

Geneticky algoritmus (GA) [52] je robustni optimalizacni nastroj, fadici se k tak-
zvanym evolu¢nim vypocetnim technikdm (EVT). Vychézeji z principu Darwinovy
a Mendelovy evolu¢ni teorie a poprvé je uvedl John Holand v roce 1975. NizZe je uve-

den pseudokdd pro geneticky algoritmus:

Algorithm 1 Pseudokdéd genetického algoritmu.

begin
Choose a coding to represent variables
Initialize population
Evaluate population
repeat
Reproduction
Crossover
Mutation
Evaluate population
until the termination criteria is met

end.

Pattern search (PS) je numerické optimaliza¢ni metoda, ktera je zalozena na prin-
cipu vyuziti minimalniho a maximalniho pozitivniho zakladniho vzoru. Vyuziva
pouze hodnotu kriteridlni funkce, nevyzaduje tedy diferencovatelnost ani spojitost
funkce, na rozdil od klasickych gradientnich metod. V kazdé iteraci metoda pouziva
mnozinu vektorl, zvanych Pattern, k nalezeni dalsich bodt vedoucich k minimali-
zaci kriteridlni funkce. Pattern search spada do skupiny metod znamych jako direct

search metody [54].
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Simulované zihani (SA) [58] je pravdépodobnostni optimaliza¢ni metoda, kterd
byla zpocatku vyvinuta a aplikovana na kombinatorické problémy. Tato metoda na-
protoze s urc¢itou pravdépodobnosti pripousti zhorseni kriteridlni funkce, ¢imz za-
mezi uviznuti algoritmu v lokalnim minimu. Nasledujici tabulka ukazuje ekvivalent-
nost procesu zihani tuhého télesa s optimaliza¢nim pribéhem. Tabulka je prevzata

z knihy profesora Zelinky a spol [59].

zihani kombinatoricka optimaliazce
stav systému pripustné reseni
energie stavu systému | hodnota kriterialni funkce
zmeéna stavu systému | prechod k sousednimu reseni

teplota fidici parametr

ustaleny stav systému heuristické Teseni

Podrobnéjsi popis vyse uvedenych metod a jejich implementace v MATLABU
je uveden v [511, 53].

Kriterialni funkce (Cost function)

Volba kriteridlni funkce ma podstatny vliv na kvalitu kontroly systému. Nejjedno-
dussi zpiisob optimalizace parametri, vedoucich ke stabilizaci periodickych orbitu,
je pomoci rozdilu zadaného vystupu a aktualniho vystupu ve zvoleném casovém
intervalu, respektive v daném diskrétnim kroku 4.1 Jako kriteridlni funkce byla po-
uzita diskrétni verze kritéria ITAE (Integral of time multiplied by absolute error),

kde je odchylka e nasobena prislusnou iteraci.

CF = ZZ|€1|,
i=1

e; = ZY; — AY,

(4.1)

kde: ZY - zadany vystup, AY - aktualni vystup a n - pocet iteraci. Tato kriteridlni

funkce je vhodna i pro stabilizaci periodickych orbit vyssich stupni.

4.1 Stabilizace logistického zobrazeni

Logistické zobrazeni bylo podrobné popsano v kapitole [2| Stabilizace systému byla
provedena ve zvolenych nestabilnich periodickych orbitech, konkrétné v p — 1 orbitu
(limitn{ bod systému) a p — 2 orbitu (orbit s periodou 2). Nize bude uveden vypocet

zvolenych periodickych orbitu [25]:
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1. p—1 orbit
Resime rovnici:
fr(z) =z, (4.2)
coz pro logistické zobrazeni je:
re(l—z)=x (4.3)
Rovnici vyhovuji dvé feseni 1 = 0 a x5 = (r — 1)/r, pficemz x; = 0 existuje
vzdy a x9 = (r — 1) /r pouze za predpokladu r > 1.
2. p— 2 orbit

Periodické body s periodou dva lze nalézt za predpokladu r > 3, feSime rovnici
pro zobrazen{ f2(x):

fa)=a
rf (@)1~ fo(@) = P2l - @)1 —ra(l — v)) = @

Rovnici vyhovuji ¢tyti feseni, dvé z nich jsou uvedeny vyse a dalsi dvé jsou

dény 1 = r+1+4/(r—3)(r+1)

2r :
Konkrétni hodnoty periodickych bodi pouzitych pri testovani pro r = 3, 8:

(4.4)

p—1:xp=0,73842
p—2:x7=0,3737, x5 =0,8894
Na obrazku [4.1] je grafické zobrazeni periodickych bodu.

(4.5)

(a) (b
1 ir %3
0.9 09t l
XF N
o8| J 08t F \
0.7 0.7
0.6 0.6
= = x
¥ o0s 06 :[
04 04
03 03
024 0.2
01t 04
0 . . . . . . 0 . . . . . .
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 06 07 08 09 1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
x x

Obr. 4.1: (a) - Funkce fsg(x), (b) - Funkce f3¢(x)

Optimalizace parametru K metodou TDAS, probéhla pomoci nasledujicich rov-
nic:
Tpe1 =12 (1 —x,) + F,
11 = 12a(1 = 2) "
F, = K(xn—m - xn)
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podléhaji dva parametry K a R. Stabilizujici sekvence F'n ma formu:

Tpi1 =ra,(1 —x,) + F,
Fy = K[(1 = R)Sym — 7 (4.7)
Sn =z, + RSn—m

Proménna z je definovana v intervalu (O; 1) a aplikovanim malé perturbace miize
hodnota F;, vzrist natolik, Ze systém zdiverguje mimo tento interval. Proto hodnota
F,, musi byt omezena nastavitelnym parametrem F), .., tedy F, € < — Fraz; Fmax>,
ktery také bude podléhat optimalizaci.

Na obréazku [£.2] je vyobrazen nestabilizovany systém logistického zobrazeni

pro xg = 0, 8.

)

08K I

e
——
————

p—

|l

06} ‘

05t “

04} ‘ | ‘

0.3

0.2F

0.1 ! : : : : : ! . : '
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110
lterace

Obr. 4.2: Nestabilizované logistické zobrazeni, poc¢atecni bod (0, 8)

Stabilizace v p-1 orbitu

Stabilizace v p — 1 orbitu probéhla metodou TDAS i ETDAS. Nize budou uvedeny
simulaéni vysledky jednotlivych optimaliza¢nich metod a na zavér porovnany. Opti-
malizacni interval pro vSechny pouzité metody byl n = 100 iteraci a parametry byly
omezeny nasledujicim rozsahem: K € <— 2; 2>, R e <O; 1> a Flu € <O;O,5> .

V pripadé feseni pomoci GA byly vsechny simulace opakovany 100 krat kvili

relevantnéjSimu posouzeni dosazenych vysledki. Déle byl zkouman vliv velikosti
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populace na hodnotu kriteridlni funkce.

Nastaveni testovanych genetickych algoritmt pro TDAS:

PopulationSize = {5, 10, 50, 100, 150, 200, 400};

LB = [-2 0];

UB = [2 0.5];

SelectionFen = selectiontournament ;
SelectionSize = 4;

EliteCount = 0.05%x PopulationSize;
Generations = 500;

LB je omezeni parametru K a Fj,., zdola a UB je omezeni parametru K a Fj,.,

shora. Selectiontournament znamena, ze ze staré generace se vybiraji n-tice jedinct

a do nové generace se vkladaji vzdy nejlepsi jedinci z téchto n-tic, kde n je Selecti-

onSize.

V tabulkach a [4.2] jsou uvedeny vysledky vlivu velikosti populace na mini-
malni hodnotu kriteridlni funkce a jeji prumér. Hodnoty pro populaci 150 TDAS

a 400 ETDAS budou nize srovnany se zbyvajicimi optimaliza¢nimi algoritmy.

populace 5 10 50 100 150 200 400
K -0,39595 -0,38552  -0,39622 -0,39655 -0,39655 -0,39581 -0,39637
Fmax 0,09010 0,13562 0,07677  0,03116  0,03105  0,09628  0,065933
CF min. 9,80420 9,78260 9,79470  9,75780 9,75740 9,80450 9,7869
CF pram. | 438,78334 234,38862 27,3841 16,73028 13,27531 13,34226 12,943505
Sm. odch. | 365,38940 307,20525 66,69974 30,38194 1,09860 0,80143 0,79377
Median | 499,94500 30,43900 13,94150 13,56200 13,14700 13,42250 12,64900
Tab. 4.1: Vliv velikosti populace na CF, TDAS, p — 1
populace ) 10 50 100 150 200 400
K -0,49270 -0,49635 -0,48096 -0,49304  -0,49056 -0,49423 -0,48678
R 0,23444 0,24376 0,17837 0,20917 0,19940 0,22576 0,21718
Fmax 0,46631 0,44801 0,49529 0,43265 0,44230 0,44378 0,49320
CF min. 22,15400 22,17800 22,29000  22,25900  22,25700 22,24200 22,13000
CF pram. | 1271,05928 942,92925 143,85802 74,81697  33,84435 22,54019 22,43962
Sm. odch. | 758,17387  766,77201 364,13073 256,77656 112,21864 0,21316 0,16896
Median 1514,25000 1315,00000 22,80050  22,49900  22,55450 22,45000 22,40550

Tab. 4.2: Vliv velikosti populace na CF, ETDAS, p — 1
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Pattern search je velice rychly optimalizacni algoritmus, u kterého o tispésnosti
reseni predevsim rozhoduje vychozi bod algoritmu, coz je v pripade ETDAS velmi
slozité, protoze je nutné zadat vhodnou kombinaci t¥i vychozich bodi. Algoritmus
se nepodaril vhodné nastavit a proto byla stabilizace feSena pouze metodou TDAS
pro dva zvolené vychozi body. Byl zkouméan vliv vychoziho bodu parametru K
na hodnotu kriterialni funkce. Vychozi bod byl testovan pro hodnoty z intervalu
< —2; 2> s krokem k£ = 0,005. Pro tento interval nejsou vsechna feseni konvergentni,
pricemz divergentni oblast je nezanedbatelnd a znac¢né stézuje pocatecni nastaveni
algoritmu. Nejuspésnéjsi feseni bude nize pouzito ke srovnani.

Nastaveni metody pattern search:

x 0=[-2:0.005:2];
LB = [-2 0];
UB = [2 0.5];

MaxIter = 500;

CompletePoll = on;

PollMethod = GSSPositiveBasis2N
TolFun = 1le—10;

GSSPositiveBasis2N generuje 2N vektory, kde N je pocet nezavislych promén-
nych kriterialni funkce.

Na obrizku je zobrazen vliv vychoziho bodu na hodnotu kriteridlni funkce
v konvergentni oblasti.
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Obr. 4.3: Vliv vychoziho bodu PS na hodnotu CF
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Stejné jako v predeslém pripadé, tspésnost metody simulovaného zihani je za-
visla i na dobre zvoleném vychozim bodu. Byla zkouméana konvergentni oblast fe-
seni a také vliv pocatecni teploty na hodnotu kriterialni funkce. Testovani vychoziho
bodu parametru K bylo ze stejného intervalu jako v ptripadé pattern search se stej-
nym krokem. Pocateéni teploty byly zvoleny 50, 100, 200, 500, 1000. Pro kazdou va-
riantu teploty byla simulace opakovana pro sto rtznych vychozich bodi.

Nastaveni metody simulovaného zihani :

x 0= [-2:0.005:2];

LB = [-2 0];

UB = [2 0.5];

InitialTemperature = {50, 100, 200, 500, 1000};
TemperatureFcn = temperatureexp;

AnnealingFecn = annealingfast;

TolFun = 1e—10;

Na obrazku je zobrazen vliv vychoziho bodu na hodnotu kriteridlni funkce
v konvergentni oblasti pti pouziti metody TDAS.
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Obr. 4.4: Vliv vychoziho bodu SA na hodnotu CF

V tabulkéich a [4.4fe uveden vliv pocateéni teploty na hodnotu kriteridlni
funkce, hodnoty pro ¢t = 200 TDAS a ¢t = 100 ETDAS budou pouzity ve srovnani.
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teplota 50 100 200 500 1000
K -0,39655  -0,39654  -0,39641 -0,39651 -0,39655
Fmax 0,03183 0,02613 0,00325  0,01785  0,03719
CF min. 9,75810 9,75250  9,74060  9,74540  9,76320
CF prum. | 31,28054  28,57428  38,92285  26,79822 29,15135
Sm. odch. | 108,51870 106,79106 128,56289 95,53817 96,15768
Median 13,48450  13,47650  13,37550 13,56250 13,36450
Tab. 4.3: Vliv pocatecni teploty na CF, TDAS, p — 1
teplota 50 100 200 500 1000
K -0,48328  -0,50204  -0,49681  -0,48772  -0,48474
R 0,19294 0,27571 0,21968 0,18173 0,18271
Fmax 0,49340 0,42127 0,41400 0,44478 0,47023
CF min. | 22,25000 22,17200 22,28600 22,29500  22,28800
CF pram. | 195,97930 111,07248 121,68822 153,35376 135,86416
Sm. odch. | 413,60679 323,30696 333,06395 393,47103 358,20028
Median 2298050  22,81200  22,74600  22,90500  22,84050

Tab. 4.4: Vliv pocatecni teploty na CF, ETDAS, p — 1

Srovnani

Zvolené stabilizac¢ni sekvence TDAS i ETDAS ukézali schopnost efektivné fesit méné
narocné problémy stabilizace v p — 1 orbitu. Nespornou prednosti je jednoduché
implementace obou metod. Optimalizace parametru K metody TDAS se tispésné
povedla vSsem tfem zvolenym optimalizacnim metodam. Jak uz bylo poznamenano
vyse, metodu PS se nepovedlo vhodné implementovat pro optimalizaci parametri
pro ETDAS, ale ze vsech zvolenych optimalizac¢nich metod nejrychleji doséhla te-
seni. GA i SA podali obdobné kvalitni vykon, pricemz niz$i hodnoty kriteridlni
funkce dosahlo reseni pomoci SA pro TDAS a GA pro ETDAS.. Zkoumanéa konver-
gentni oblast feseni v zavislosti na vychozim bodu byla pro PS a SA stejna, avsak
v druhém pripadé byl primér hodnot kriteridlni funkce v konvergentni oblasti nizsi.
Vliv pocatecni teploty SA na minimalni a primérnou hodnotu kriterialni funkce
pro takto jednoduchou tlohu nebyl vyznamny. Metoda GA tspésné nalezla reseni
i pro malé pocatecni populace, které znatelné zrychli optimaliza¢ni prubéh, radove
o tisice sekund. Velka populace nemusi nutné znamenat mensi hodnotu kriteridlni

funkce, avsak vysledky jsou poplatné nastaveni.
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V tabulce [£.5] jsou shrnuty vysledky testi pro p — 1 orbit. Na obrazku 4.5 je zob-

razeno stabilizované logistické zobrazeni v p — 1 orbitu pro xy = 0, 8.

TDAS ETDAS
GA PS SA GA SA

K -0,39655 -0,46680 -0,39641 | -0,48678  -0,50204

R - - - 0,21718  0,275771
Fmax | 0,03105 0,39730  0,00325 | 0,49320  0,42127
CF min. | 9,75740 14,14830 9,74060 | 22,13000 22,17200
CF pram. | 13,27531 34,59694 38,92285 | 22,43962 111,07248
Sm. odch. | 1,09860 - 128,56289 | 0,16896  323,30696
Median | 13,56200 - 13,37550 | 22,40550  22,81200

Tab. 4.5: Srovnani nejlepsich vysledki TDAS a ETDAS, p — 1
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Obr. 4.5: Stabilizované logistické zobrazeni v p — 1 orbitu, poc¢éateéni bod (0, 8)
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Stabilizace v p-2 orbitu

vvvvvv

pouze metodou ETDAS, protoze metoda TDAS nebyla plné schopna stabilizovat
orbit s periodou dva, coz se vzhledem k charakteru metody ocekavalo. Optimali-
zacni metody byly pouzity geneticky algoritmus a simulované zihani, nebof metoda
pattern search nenalezla pozadované feseni. Optimalizacni interval pro vSechny po-
uzité metody byl n = 150 iteraci a parametry K, R a F},,, byly omezeny stejnym
rozsahem.

Optimalizace parametrii pomoci genetického algoritmu probihala totozné jako
pro p—1 orbit. V tabulce|4.6|je uveden vliv poc¢atecni populace na hodnotu kriterialni
funkce a na jeji prumérnou hodnotu pri sto opakovani. Hodnoty pro populaci 400

budou nize srovnany se simulovanym zihanim.

populace 5 10 50 100 150 200 400
K 0,44873 0,48424 0,49763 0,49891 0,49937 0,44503  0,44718
R 0,30833 0,37878 0,28629 0,27565 0,27188 0,22623  0,22007
Fmax 0,10673 0,21220 0,16350 0,16164 0,16084 0,04248  0,04010

CF min. | 6,59900 3,14790 1,99090  1,94450  1,92820  1,20880 1,19720
CF prim. | 3770,10392 3404,00078  858,30675 120,03262 69,50013  35,19664  6,56966
Sm. odch. | 1578,69600 1688,80956 1437,51220 526,36324 386,29278 280,09752  2,92400
Median | 4294,85000 4200,55000  9,44030  9,10505 897850 841620  8,08595

Tab. 4.6: Vliv velikosti populace na CF, ETDAS, p — 2

Testovani simulovaného zihani probihalo pro stejné teploty jako v pripadé p-1
orbitu. Zkoumani vlivu vychozich bodti na oblasti konvergence pro p-2 orbit by bylo
narocné, proto byly vychozi body ndhodné vybrany z daného intervalu. Vysledné
hodnoty pro rizné pocatecéni teploty jsou uvedeny v tabulce [£.7] ze které bylo vy-

brano Teseni pro teplotu ¢t = 200 k porovnani s metodou GA.

teplota 20 100 200 200 1000
K 0,49674 0,43704 0,43654 0,49813 0,49734
R 0,29354 0,25558 0,24685 0,28217 0,28865

Fmax 0,16449 0,06106 0,04367 0,16285 0,16387

CF min. | 2,02280 1,71270  1,66020  1,97230 2,00090
CF prim. | 1795,50664 1625,52516 1686,12273 1762,54380 2084,60733
Sm. odch. | 1746,04480 1734,43763 1780,75561 1810,52737 1732,64989
Median | 2491,20000 266,06500  654,97000  771,02500  2818,20000

Tab. 4.7: Vliv pocatecni teploty na CF, ETDAS, p — 2

44



Srovnani

Metoda ETDAS se ukazala jako vhodny nastroj pro feseni stabilizace i orbitt s vyssi
periodou. Pri optimalizaci parametri, GA prokazal svoji robustnost a schopnost te-
funkce ze sta opakovani se u SA a GA prilis nelisi, avsak rozdil primérnych hod-
not je markantni. Vysokou hodnotu primeérné kriterialni funkce simulovaného zihani
ma za nasledek zavislost tspésnosti metody i na vychozim bodu. Poc¢atecni velikosti
populace GA neméla velky vliv na minimalni hodnotu kriterialni funkce, ale pri-
mérné hodnoty pro malé populace jsou o dost vyssi ve srovnani s p — 1 orbitem.
Taktéz prumérné hodnoty kriteridlni funkce SA vzrostly pro vSechny zkoumané tep-
loty. V tabulce jsou srovnany vysledky a na obrazku je logistické zobrazeni

stabilizované v p — 2 orbitu pro g = 0,6 a y = 0, 6.

ETDAS
GA SA
K 0,44718 0,43654
R 0,22007 0,24685

Fmax 0,04010 0,04367

CF min. | 1,19720 1,66020

CF prim. | 6,56966 1686,12273

Sm. odch. | 2,92400 1780,75561
Median 8,08595  654,97000

Tab. 4.8: Srovnani nejlepsich vysledki ETDAS, p — 2
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Obr. 4.6: Stabilizované logistické zobrazeni v p — 2 orbitu, poc¢ate¢ni bod (0, 8)

4.2 Stabilizace Hénonovy mapy

Stabilizace Hénonovy mapy byla provedena, stejné jako v predchozim pripadé, v ne-
stabilnich periodickych orbitech p —1 a p — 2. V testovani byla pouzita ekvivalentni
uprava Hénonovy mapy dle rovnice uvedené v [55]. Diskuze na téma ekvivalent-
nosti feseni pro originalni definici Hénonovy mapy [2.17|a jeji upravenou variantu 4.8
je uvedena v [50], kde autori Matousek a kol. uvadéji pro upravenou variantu vetsi
oblast konvergence k chaotickému atraktoru nez u originalni definice.
Tpi1 = a — xi + by, (4.8)
Ynt1 = Tn
Postup vypoctu periodickych bodt je stejny jako pro logistické zobrazeni, musime
vyfedit rovnici fop(z) = @, respektive f2,(x) = x. Pro zvolené hodnoty parametru
a =1,2ab= 0,3, vyvhovuji dva limitni body - xp = 0.8, xp = —1.5 a CtyTi
periodické orbity - dva predeslé a z; = 1,2624, x5 = —0, 5624.

Optimalizacni sekvence metodou TDAS je nésledujici:

Tl :a—xi+byn+Fn
Ynt1 = Tn (4'9)
F,=K(zp_m — )

kde opét hleddme optimalni hodnotu parametru K. V pripadé ETDAS je stabilizujici
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sekvence ve formé s parametry K a R.
Tpy1 =a— 22 + by, + F,

Yn+1 = Tp
Fy=K[(1=R)S, m — ,)] (4.10)

S, = xn + RS, _m

Na obréazku [4.7] je vyobrazen nestabilizovany systém Hénonovy mapy
pro zg = 0,6 a yg = 0,6. Nezbytné je omezeni hodnoty F;,, tak aby systém ztlistal
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Obr. 4.7: Nestabilizovand Hénonova mapa, poc¢ateéni bod (0, 6;0,6)

v konvergentni oblasti <1, 51, 5> po aplikovani malé perturbace.

Stabilizace v p-1 orbitu

Stabilizace v p — 1 orbitu probihala stabilizacni sekvenci TDAS i ETDAS. K opti-
malizaci parametri byly pouzity vSechny tii vySe uvedené metody. Optimalizacni
interval byl stejné jako u logistického zobrazeni n = 100. Hodnoty parametri K, R
a F,, byly opét omezeny rozsahem: K &€ <— 2; 2>, Re <O; 1>, Frer € <O; O.5> . Pro-
toze nastaveni optimaliza¢nich metod je shodné jako pro logistické zobrazeni, budou
nize uvedeny simula¢ni vysledky bez rozsahlejstho popisu a zavérem porovnany.

V tabulkach a je uveden vliv pocatecni velikosti populace genetického

algoritmu na hodnotu kriteridlni funkce.
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populace 5 10 50 100 150 200 400
K -0,96378  -0,96380  -0,96378 -0,96378 -0,96378 -0,96378 -0,96378
Fmax 0,21880 0,21877 0,21862 0,21865 0,21863 0,21863 0,21863
CF min. 8,85320 8,85200 8,85000  &8,84990 8,84960 8,84960 8,84950
CF prum. | 501,16796 365,54343 26,45603 9,36676 9,29213 9,13578 §8,931919
Sm. odch. | 287,22452 311,98958 90,29948 0,70162 0,58277 0,51360  0,24938
Median | 635,04500 405,72000 9,55005 8,85995 8,86235 8,85570  8,85170

Tab. 4.9: Vliv velikosti populace na CF, TDAS, p — 1

populace 5 10 50 100 150 200 400
K -0,97304 -0,98104 -0,98101 -0,98100 -0,98103 -0,98104 -0,98077
R 0,06979 0,12708 0,12690 0,12683 0,12706  0,12716  0,12517
Fmax 0,35304 0,49989 0,49926 0,49913 0,49980  0,49999  0,49442
CF min. 8,82410 8,79860 8,79870 8,79880 8,79860 8,79850  §8,8002
CF pram. | 5424,44185 4044,19509 460,27420  57,63487 10,54097 9,16065  8,908702
Sm. odch. | 2669,75781 3026,05407 1506,81553 478,36441 8,80411  1,07978  0,09012
Median | 6490,00000 5904,50000 9,08670 8,96000 8,93920  8,94200  8,93350

Tab. 4.10: Vliv velikosti populace na CF, ETDAS, p — 1

Optimalizace parametri metodou pattern search probéhla opét pouze jen pro sta-
bilizujici sekvenci TDAS. Na obrazku je vyobrazen vliv vychoziho bodu para-
metru K na hodnotu kriterialni funkce v konvergentni oblasti feseni.

Vysledky z testovani parametru simulovaného zihani jsou popsény v tabulce [4.11]
a[.12] Do grafu byl taktéz vynesen vliv vychoziho bodu na hodnotu kriterialni

funkce pro metodu simulovaného zihani.

teplota 20 100 200 200 1000
K -0,96378  -0,96378  -0,96378  -0,96378  -0,96378
Fmax 0,21863 0,21863 0,21863 0,21862 0,21862
CF min. 8,84950 8,84950  8,84950  8,84950 8,84950
CF prim. | 76,11701  81,79363  43,34484  62,45172  86,62064
Sm. odch. | 163,57179 179,24846 179,89876 140,49565 127,78163
Median 8,94585 9,09150 8,91915 8,98215 8,91560

Tab. 4.11: Vliv pocatecni teploty na CF, TDAS, p — 1
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Obr. 4.8: Vliv vychoziho bodu PS na hodnotu CF

teplota 50 100 200 500 1000
K -0,98098 -0,98072 -0,98101 -0,98097 -0,98104
R 0,12673 0,12445 0,12689 0,12639 0,12713

Fmax 0,49879 0,49339 0,49928 0,49847 0,49996

CF min. 8,79890 8,80090 8,79840 8,79930 8,79850
CF pram. | 2100,53933 1995,34898 2581,01860 2194,03154 2515,08933
Sm. odch. | 2717,20294 2702,57212 2790,92202 2740,61939 2853,15775

Median 9,72525 9,39040 135,41000 13,21780 19,16600

Tab. 4.12: Vliv pocatecni teploty na CF, ETDAS, p — 1
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Obr. 4.9: Vliv vychoziho bodu SA na hodnotu CF

Srovnani

Vsechny tii optimaliza¢ni metody dokéazaly nalézt srovnatelné kvalitni reseni v krat-
kém cCase. Stejné jako u logistického zobrazeni, metoda PS byla pouzita pouze pro op-
timalizaci parametri K a Fmax stabilizujici sekvence TDAS, pro které nalezla nej-
rychleji feseni, fadové v jednotkach sekund. Metoda SA dosahla nejmensi hodnoty
kriterialni funkce, avsak s vétSim primérem ze sta opakovani nez GA. Je nutné
poznamenat, ze doba trvani optimalizace metodou SA je o rad nizsi nez u GA. Kon-
vergentni oblast feSeni v zavislosti na vychozim bodu je u SA i PS stejna. Primérné
hodnoty kriterialni funkce v této oblasti je pro SA mensi, stejné jako v pripadé logis-
tické mapy. Pro nizkou hodnotu populace jsou velké vykyvy v nalezeném feseni, coz
se odrazi na prumeéru, ale jiz pri pocatecni populaci 50 pro TDAS a 100 pro ETDAS,
prumeér rapidné klesne. SA podaly stabilni vykon pro vSechny testované pocatecni
teploty. V tabulce jsou shrnuty vysledky jednotlivych metod, hodnoty GA jsou
pro pocatecni populaci 400 TDAS, 200 EDAS a v ptripadé SA pro pocatecni teplotu
t = 200 TDAS i ETDAS. Stabilizovanad Hénonova mapa v p— 1 orbitu je na obrazku
4.10
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TDAS ETDAS

GA PS SA GA SA
K -0,96378 -0,88190  -0,96378 | -0,98104  -0,98101
R - - - 0,12716 0,12689

Fmax 0,21863 0,49730  0,21863 | 0,49999 0,49928

CF min | 8,84950 10,40040  8,84950 | 8,79850  8,79840
CF pram | 8,93192 12,36857 43,34484 | 9,16065  2581,0186
Sm odch | 0,24938 - 179,89876 | 1,07978  2790,92202

Median | 8,85170 - 8,91915 | 8,94200  135,41000

Tab. 4.13: Srovnani nejlepsich vysledkii TDAS a ETDAS, p — 1
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Obr. 4.10: Stabilizovanid Hénonova mapa v p — 1 orbitu, poc¢atecni bod (0, 6;0, 6)

Stabilizace v p-2 orbitu

Stabilizace v p — 2 orbitu probéhla optimalizacni sekvenci ETDAS, protoze me-
toda TDAS selhala, stejné jako u logistické mapy, a nenalezla pozadované feseni.
K optimalizaci parametri byly pouzity geneticky algoritmus a simulované zihéani.
Testovani probéhlo pro stejné hodnoty jako v predchazejicich pripadech. Vysledky
testu jsou uvedeny v tabulkich a[4.15]
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populace 5 10 50 100 150 200 400
K 0,82980 0,72021 0,70348 0,70145 0,69816  0,69429 0,69046
R 0,72256 0,55816 0,53450 0,51337 0,48988 047712 0,45967
Fmax 0,26944 0,33243 0,35375 0,30058 0,24828  0,23258 0,20302

CF min 31,71800 27,46800 23,36400  22,15800  21,95800 21,16500 20,73200
CF prim. | 8458,43728 6402,08403 966,36903 293,68157 116,89867 82,69039 60,43753
Sm. odch. | 4648,26645 4160,32443 1967,38449 667,18116 186,86516 68,15557 39,66688

Median | 8493,90000 7538,15000 133,70500 102,11000 74,63050 68,52350  66,44500

Tab. 4.14: Vliv velikosti populace na CF, ETDAS, p — 2

teplota 20 100 200 200 1000
K 0,69609 0,70459 0,70443 0,69692 0,72472
R 0,50444 0,52836 0,50828 0,50131 0,54369
Fmax 0,30438 0,32851 0,26781 0,29013 0,25820

CF min 25,06000  22,27500  24,40100 23,96600 32,79700
CF pram. | 2345,7673 1836,18569 2346,61707 2344,21307 1923,07813
Sm. odch. | 2999,57814 2707,90250 2957,97049 2904,70796 2640,80272

Median 233,33000  228,67500  279,57500  312,48500  225,59000

Tab. 4.15: Vliv poc¢atecni teploty na CF, ETDAS, p — 2

Srovnani

I v pripadé Hénonovy mapy stabilizujici sekvence ETDAS potvrdila svoji schopnost
vyporadat se se slozitéjsi tlohou. Prumérna hodnota kriterialni funkce pti pouziti
SA stale znacné prevysuje vysledek GA. Vliv malé pocatecni populace GA je zde
ze vsech pripadl nejpatrnéjsi. Procentualni ispésnost nalezeni akceptovatelného te-
seni neni velka a primér ze sta opakovani se zmensuje az pri pocatecéni populaci 200.
Srovnéani vysledki testovani je uvedeno v tabulce [£.16 kde vysledek GA je pro po-
pulaci 400 a SA pro pocatecni teplotu 100. Obrazek zobrazuje stabilizovana

Hénonova mapa v p — 2 orbitu.
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ETDAS

GA SA
K 0,60046  0,70459
R 0,45967  0,52836

Fmax 0,20302 0,32851

CF min | 20,73200 22,27500
CF prim. | 60,43753 1836,18569
Sm. odch. | 39,66688 2707,90250

Median 66,44500  228,67500

Tab. 4.16: Srovnani nejlepsich vysledki ETDAS, p — 2

0 20 40 60 80 100 120 140 160
lterace

Obr. 4.11: Stabilizovand Hénonova mapa v p — 2 orbitu, poc¢atec¢ni bod (0, 6; 0, 6)
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5 DUFFINGUV OSCILATOR

Duffingova rovnice [5.1se vyskytuje v nékolika formdach, nebot ji lze parametrizovat
tak, aby popisovala pozadovany systém. Originalni model byl pfedstaven némeckym
inZzenyrem G. Duffingem [57] v roce 1918. Nejcastéji Duffingova rovnice reprezentuje

model oscilatoru, ktery je popsan nelinearni diferencialni rovnici druhého radu:
&+ 04 + ax + Ba® = ycos(wt), (5.1)

kde 0 vyjadiuje tlumeni, o odpovida tuhosti pruziny, 8 je mira nelinearity, v je am-
plituda vnéjsiho buzeni a w je frekvence vnéjsiho buzeni. Jetslize je 5 > 0, je mozné
Duffingtiv oscilator interpretovat jako nelinearni pruzinu, jejiz vratna sila je rovna
F = — Bz — ax®. Pro 3 < 0 Duffingtiv oscildtor popisuje model periodicky buzeného
ramene z feromagnetického materialu, ktery je vychylovan smérem k magnetiim.

Schéma Duffingova oscilatoru je zobrazeno na obrazku [5.1}

harmonické buzeni

ohebné rameno

- megnety -

Obr. 5.1: Schéma Duffingova oscilatoru

Rovnici [5.1] 1ze piepsat do tvaru:

T T

d

pr | = |01 — Bx — oz’ + ycosy (5.2)
Y w

kde 1(0) = 0. Uvazujme, Ze osa 1) popisuje kruznici, protoze proménnd 1) ma 27 pe-
riodu. Vykreslenim (z, z), kdyZ systém prochézi Poincarého oblasti 1) = vg(const.),
ziskame pri spravném nastaveni parametrti chaoticky atraktor. Periodické zmény
chaotického atraktoru pti zvétseni periody g z 0 na 27 ukazuji roztahovaci a smrs-

tovaci vlastnosti chaosu. Podrobnéjsi informace o chaosu v Duffingové oscilatoru
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jsou naptiklad v [60]. Na obrazku [5.2 je vyobrazena Poincarého mapa buzeného Du-
ffiningova oscilatoru pro nastaveni v =0,5,¢Y =1,25,a=1,0=0,3a = 1.

1.5

0.5}

0.5F

Obr. 5.2: Atraktor Duffingova oscilatoru

Jestlize @ = 0 a § = —1 [61] miazeme rovnici prepsat jako systém diferencidlnich

rovnic prvniho fadu, ktery je nasledujici:

T =1y
. 3 (5.3)
y=x—x° —dy + ycos(wt)
Pro nebuzeny oscilator se systém rovnic redukuje na tvar:
T =1y
X (5.4)
y=x—x"— 0y
Polozime-li soustavu rovnic nule, nalezneme limitni body systému:
r=y=0
(5.5)

Rovnici vyhovuji tii feseni: z; = (0,0), 22 = (—1,0) a x3 = (1,0). Stabilitu li-
mitnich bodl lze vysetrit linearizovanim soustavy rovnic a nalezenim kofenti
charakteristické rovnice, které je trividlni a nebude zde uvedeno. Limitni bod x;
je vzdy nestabilni a zbylé dva limitni body jsou asymptoticky stabilni pro § > 0,
stabilni pro § = 0 a nestabilni pro § < 0. Na obrazku [5.3] je zobrazen fazovy portrét

Duffingova oscilatoru a vyvoj jednotlivych proménnych v case.
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Solution curve in phase plane (ode45)
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Obr. 5.3: Fazovy portrét Duffingova oscilatoru bez buzeni
‘ Simple Harmonic Oscillator ‘
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Obr. 5.4: Analogie mezi harmonickym a Duffingovym oscilatorem [62]

Pro nazornéjsi predstavu dynamickych vlastnosti Duffingova oscilatoru je na ob-
razku [5.4] vyobrazena analogie mezi netlumenym jednoduchym harmonickym osci-
latorem a netlumenym Duffingovym oscilatorem.

Vhodnou volbou parametria 1ze dosdhnout chaotického chovani, pfi némz sys-

tém vykazuje citlivostni zavislosti na pocatecni podminky. Tuto zavislost ukazuje
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obrazek na kterém je patrnd rozdilnost trajektorii pti malé zméné pocatec-
nich podminek. Modra trajektorie je pro poc¢ateéni nastaveni (1,00;2,00) a Cervend
pro (1,01;2,01).

Obr. 5.5: Trajektorie Duffingova oscilatoru s buzenim ve fazovém prostoru

Duffingtiv oscilator je prototyp systému s nelinearni dynamikou, ktery byl ispésné
pouzit jako model riznych fyzikalnich procest. Prikladem mohou byt: Nelinearni
elektronické obvody, parametrické zesilovace zalozené na Josephsonové jevu a ioni-

zacni viny v plazmatu.

Stabilizace Duffingovy mapy

Duffingova mapa je diskrétni verze dynamického systému [5.4] kterou lze para-
metrizovat pomoci konstant a a b. Na obrazku je vyobrazen atraktor Duffingovy
mapy pro obvyklé nastaveni a = 2,75 a b = 0,2, pro které vykazuje chaotické
chovani.

Tn4+1 = Yn

(5.6)
Yns1 = —bx, + ay, — yi

Vysetteni periodickych orbiti vyssich fadi Duffingovy mapy je obecné reali-
zovano numericky. V nasem pripadé byl pro vypocet hodnot orbiti s periodou dva
vyuzit software TISEAN (Nonlinear Time Series Analysis). Konkrétni hodnoty peri-
odickych orbiti, ve kterych bude systém stabilizovan: z; = 0,85726 a x5 = 1,40286.
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Obr. 5.6: Atraktor Duffingovy mapy pro 2,75 a b = 0, 15, po¢atecni body: (0,1;0,1)

Geneticky algoritmus byl pouzit k optimalizaci parametri K, R a F,,,, stabilizujici
sekvence ETDAS, ktera je pro Duffingovu mapu nésledujici:
Tpt1 = Yn + I
Ynt1 = —bp + ayn — yp
Fn=K[(1 = R)Sy 2~ ,)]
Sy = xp, + RS2

(5.7)

Nastaveni genetického algoritmu:

PopulationSize = 300;
LB = [1 —4 0];
UB = [2.5 -1 0.5];

SelectionFecn = selectiontournament ;
SelectionSize = 4;

EliteCount = 0.05%x PopulationSize;
Generations = 500;

Nastaveni LB a UB vyplynulo z predchoziho testovani vhodného omezeni parame-
tri. Parametry byly omezeny rozsahem: K € <1;2,5>, R € < —4; —1> a Foue €
<0; 0.5>. Na obrazku [5.7|je simulace nestabilizované sekvence kmiti Duffingtiv oscila-
tor pro parametry a = 2,75 a 0, 2. Testovani bylo zopakovano stokrat a z dosazenych
vysledkt byly vybrany parametry pro minimalni hodnotu kriteridlni funkce.
Vysledné parametry jsou: K = 1,98100, R = —2,62290 a F,,.. = 0,22872.
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Obr. 5.7: Nestabilizovand Duffingova mapa pro pocatecni body (0, 1;0, 1)
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Obr. 5.8: Stabilizovana Duffingova mapa pro pocéatec¢ni body (0, 1;0,1)
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6 ZAVER

Predlozenda diplomova prace uvedla ¢tenare do slozitého problému teorie determi-
nistického chaosu. Strucné predstavila nejcastéjsi chaotické systémy a metody jejich
stabilizace. Dale uvedla zakladni heuristické a metaheuristické optimalizacni me-
tody a poukézala na moznosti jejich parametrizace v knihovné Global Optimization
Toolbox systému MATLAB.

Diraz je kladen na stabilizaci systému znamého jako logisticka mapa, ktera
je nazornou reprezentaci jednoduchého jednodimenzionédlniho chaotického systému,
a Hénonovy mapy, kterd v préaci zastupuje tiidu dvoudimenzionalnich systémi de-
terministického chaosu. U kazdého systému byla uvedena syntaxe pouzitych stabi-
lizujicich formuli a byla zdiraznéna rizika vyplyvajici z charakteru diskutovanych
Pyragasovych metod. Optimalizace parametrti probéhla metodami pattern search
(PS), simulovaného zihani (SA) a genetickych algoritmi (GA). Vysledky jednotli-
vych simulaci jsou shrnuty v tabulkach a na zavér mezi sebou porovnana nejlepsi
dosazena teSeni. V tabulkach jsou také uvedeny statistické charakteristiky zpraco-
vané v softwaru Minitab. Z experimentalnich vysledka byly vyvozeny zaveéry, které
budou uvedeny déle. Prezentovany jsou posloupnosti (diskrétni ¢asovy pribéh) vy-
branych chaotickych systémti pred a po stabilizaci, pricemz pro lepsi nazornost jsou
nestabilizované systémy vykresleny spojité.

Dva jiz zminéné umélé systémy jsou doplnény o zajimavy redlny systém Duffin-
zminéného problému, tak z nesnadné parametrizace genetickych algoritmii 1ze kon-
statovat, ze vysledna stabilizace systému je velmi uspokojiva. Presnost dosazného
feseni je do jisté miry zpochybnitelna, protoze numericky ziskané odhady hodnot
periodickych orbiti pomoci softwaru TISEAN nebyly jinak verifikovany. Ptesto lze
konstatovat, Ze nalezené reseni statisticky vyhovuje zaméru stabilizace.

Experimentalné podlozené zavéry poplatné prezentovanym systémiim jsou nasle-
dujici:

e Metodu TDAS lze pouzit pro charakterové jednodussi tlohy stabilizace logis-
tického zobrazeni a Hénonovy mapy v p — 1 orbitu, kde poskytuje v pripadé
Hénonovy mapy lepsi vysledky nez jeji modifikovana verze ETDAS, ktera je vy-
pocetné i implementacné narocnéjsi.
ulohy stabilizace s periodickymi orbity vyssich radi. Stabilizac¢ni formule je do-
statecné pokrocila i pro rizeni realnych systémi, coz bylo potvrzeno na tloze
Duffingova oscilatoru.

o Algoritmus PS je velmi rychla optimalizacni metoda, kterd pro jednodussi

ulohy muze byt efektivnéjsi volbou nez pokrocilejsi metaheuristiky GA a SA.
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Nejvetsi pochopitelnou slabinou metody je nutnost zadani vychoziho bodu.
Pokud je neznamych proménnych vice, je tézké zvolit vhodnou kombinaci vy-
chozich bodu. Déle byla zkoumana konvergentni oblast feseni pro zadani vy-
choziho bodu parametru K, kterd v rozsahu < - 2; 2> neni pro oba zvolené
chaotické systémy prilis velka.

Vliv velikosti pocatecni populace GA v diskutovaném rozsahu 5 az 400 pro sta-
bilizace v p — 1 orbitu neni dle hodnot zvolené kriterialni funkce prilis vy-
znamny. I pro malé populace byla metoda schopna nalézt kvalitni feseni. Avsak
pro malé populace znacné vzroste prumér hodnot kriteridlni funkce a taktéz i
smérodatna odchylka. To jest pro malé populace je GA méné robustni. Tato
tendence je jesté vice patrnd pri narocnéjsi uloze stabilizace v p — 2 orbitu,
kde malé populace neposkytuji akceptovatelna reseni. Z vysledki dale vyplyva,
ze velkd pocatecni populace nemusi nutné znamenat lepsi feseni. AvSak tento
zaver nelze zgeneralizovat a je poplatny danému nastaveni algoritmu. Vliv ve-
likosti populace mé ale zna¢ny dopad na celkovou dobu trvani béhu algoritmu.
Pro malé populace jsou to radové jednotky sekund a pro vyssi populace doba
trvani béhu algoritmu vzroste az na tisice.

U metody SA byly testovany ruzné varianty vychozich teplot, které jak se uka-
zalo, nemély vyznamny vliv na dosazené vysledky. Technika SA je rychlejsi
nez ekvivalentni GA, coz plyne z charakteru metody. Zkoumané konvergentni
oblast byla stejna jako pri pouziti metody PS, ovSem diskutovana metoda
si poradi i s nevhodné zadanym vychozim bodem a nezastavi pribéh optima-
lizace.

Na jednodussich tilohach stabilizace v p — 1 orbitu bylo tspésnéjsi SA, avsak
s vyraznéjsimi hodnotami statistickych charakteristik. Metoda GA spolus ET-
DAS potvrdila svoji robustnost a schopnost fesit tispésné slozitéjsi tlohy sta-
bilizace v p — 2 orbitu pro oba zvolené chaotické systémy.

Techniku GA lze nasadit i na charakterové slozitéjsi ilohy realnych systéma.
Moznosti parametrizace GA jsou opravdu Siroké a pri spravném nastaveni lze

dosahnout velmi uspokojivych vysledk.

Teorie deterministického chaosu je velmi zajimava a dosud jesté ne zcela prozkou-

mand oblast védy, kterd prakticky poskytuje mnoho aplika¢nich moznosti. Jednim

z cilii prace bylo uvést c¢tenare do zakladt problematiky deterministického chaosu

a poukéazat na jeho vlastnosti, véetné metod jeho stabilizace. V ohledu pouziti uve-

dené teorie v praxi byl vhodné zvolenym prikladem Duffingtiv oscilator.

V zavéru bych chtéla poznamenat, ze mi feseni predlozené préace poskytlo vy-

znamné rozsiteni obzorti v oblasti nelinedrnich systémi, respektive v ohledu de-

terministického chasu. Pojeti stabilizace systému (vzniklé v dusledku fizeni), které

je velmi dtlezité v automatizaci, bylo v ptripadé deterministického chaosu odlisné.
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Tato prace mi rovnéz zménila celkovy pohled na véci okolo nas. Jsem rada, ze jsem
méla tu moznost vénovat se optimaliza¢nim technikdm a zajimavym problémim
v kontextu deterministického chaosu. Znalost problémt deterministického chaosu
muze byt nejen velmi dilezitd v jiz znamych tlohach inzenyrské praxe, ale miize
byt vyuzita i tam, kde to neni na prvni pohled ziejmé. "Kdo vi, zda motyl, ktery
pri psani této prace sedl na miij notebook, nezptisobi jednou vlahy letni dést ¢i zimni

bouri".
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