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ABSTRAKT

Prace se zabyva matematickymi modely popisujicimi dynamiku letu rakety. Po-
jednava hlavné o problému hladkého pristani za ruznych podminek, ale je zde také
rozebran model pro maximalni dolet rakety. Vybrané modely jsou doplnény o nu-

merickd feSeni. Nechybi zde také teoreticky uvod k dané problematice.
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ABSTRACT
This thesis deals with the mathematical models which describe flight dynamics of

rocket. It mainly discusses the problem of smooth landing under different conditions,
but it also deals with the range of a rocket. Certain models are provided with

numerical solutions. The thesis also contains theoretical introduction to given issue.
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UVOD

Bakalarska préace se zabyva soustavami s proménnou hmotnosti. Specidlné modely
dynamiky letu rakety.

Chceme-li se zabyvat dynamikou letu rakety, musime si uvédomit, ze velkou cast
hmotnosti rakety tvoii palivo a okyslicovadlo. Vlivem spalovéani paliva a okyslicovadla
dochézi v prubéhu letu ke zméné hmotnosti rakety. Raketa je tedy typickym pii-
kladem soustavy s promnénnou hmotnosti. K popisu dynamiky letu rakety muzeme
vyuzit obyéejnych diferencidlnich rovnic (ODR).

Vzhledem k tomu, Ze vSechny modely zminéné v této praci jsou popsany sousta-
vou ODR, je prvni kapitola vénovana zakladnim vlastnostem ODR. Konkrétné jsou
zde zminény diferencidlni rovnice n-tého fadu a linearni diferencidlni rovnice n-tého
fadu (LODRn).

Druha kapitola se vénuje odvozeni zakladni rovnice této prace, a to rovnice
Mescerského pro soustavu s proménnou hmotnosti.

Treti kapitola je vénovana pohybovym rovnicim, které popisuji pohyb rakety.
Jsou zde odvozeny pohybové rovnice pro 1D, 2D a 3D prostor.

Ve c¢tvrté kapitole jsou pak ziskané poznatky aplikovany na konkrétni modely,
a to na problém hladkého pristani v 1D prostoru a na maximalni dolet rakety
v 2D prostoru. Problém hladkého ptistani je fesen pro tii ruzné piipady. Pro kon-
stantni hmotnost rakety, pro proménnou hmotnost rakety a nakonec pro konstantni
hmotnost rakety s vlivem atmosféry. Nékteré z modelu jsou pak pomoci softwaru
MATLAB vyfteseny pro konkrétni hodnoty.






1 ZAKLADNI VLASTNOSTI ODR

1.1 Diferencialni rovnice n-tého radu

V rovnicich popisujicich pohyb rakety vystupuji diferencialni rovnice n-tého radu.
V této kapitole si proto uvedeme jejich zédkladni vlastnosti. Kapitola byla zpracovana
podle [3].

Diferencialni rovnici n-tého fadu rozumime rovnici tvaru
n) __ / n—1
2™ = f(tya, 2, 2, (1.1)

kde f je skalarni funkce n-proménnych.

Reienim rovnice rozumime n-krét diferencovatelnou funkci x = ¢(t) defi-
novanou na néjakém intervalu I takovou, ze o™ () =f(t,¢(t), ' (t), ..., " V(1))
pro kazdé t € I.

Uplny’m resenim rovnice ((1.1)) rozumime feseni z, které neni zizenim zddného
jiného teseni.

Pocdtecnim problémem rovnice ((1.1) rozumime tlohu najit feSeni rovnice ,

které splnuje podminky
. / R, (n—1) _ _(n-1)
z(to) = wo, 2'(to) = xp, ..., " (ko) = 7 (1.2)

Pocatecni problém pro systém nelinearnich diferencialnich rovnic je tvaru

xy = filt,xy, .., 1),
xIQ = f2(t,l’1,.-.,$n), (13)
= folt,z1, ... 1), x(to) = Xo,

kde tucné x a xq znaci vektory.

Poznamka 1. Pocéatecéni problém diferencialni rovnice n-tého radu je ekvivalentni

s poc¢atecnim problémem pro systém n rovnic prvniho fadu.

Pocatecni problém (1.1)),(1.2) muzeme tedy prepsat jako

T = T, z1(ty) = o,
Th = @3, zo(ty) = xp,
(1.4)
Ty = T, Ty (to) = 257,
o= f(t,xy,. .., x,), xn(to) = xén_l)



a plati, ze je-li x TeSeni pocdtecniho problému (1.1), (1.2), je n-tice funkci
z, 2, ..., 2" fegenim (T.4)). Je-li n-tice z1, s, ..., x, fesenim (I.4), je funkce x,
feSenim pocéatecniho problému ((1.1)), (1.2)).

Nyni si uvedeme vétu o existenci feseni pocatecniho problému (|1.3)).

Véta 1 (Peanova). Budte a,b € RT, ty € R, xo € R" a oznacme I = {(ty,to + a),
D = {x e R": |x — x¢| < b}. Necht funkce f: I x D — R" je spojitd. Pak existuje
alespon jedno teseni pocdatecniho problému (1.3), které je definované na intervalu

J = {tg, to + ), kde o := min(a,bm™"), m = maxp xjerxp | f (¢, x)|.

Diikaz: Muzeme najit napiiklad v [3].

Dale si uvedeme vétu o jednoznac¢nosti feseni poc¢atecniho problému ([1.3)).

Véta 2 (Picardova-Lindelofova). Budte a,b € R, ty € R, xo € R" a oznaéme
J = (to,to+a), D ={x € R": |x — x¢| < b}. Predpoklidejme, Ze funkce f : JxD —
R" je spojitd a spliuje Lipschitzovu podminku (vzhledem k x): existuje L € RS tak,
ze plati

ft.x) = ft.y) <Llx-yl, [t.x],[t,y]eJxD.
Pak existuje prave jedno tesSeni pocdtecniho problému definované na intervalu
(to,to +0) =: JT, kde

§ = min(a, bm ™),

— £ x)|.
m [t’gfile(,XH

Diikaz: Nalezneme napiiklad v [3].
Diky poznamce [I|] muzeme nékteré poznatky o systémech prenést na rovnici
n-tého rddu. O existenci a jednozna¢nosti pocateéniho problému ([1.1)), (1.2) pak

vypovidaji nasledujici dvé véty.

Véta 3. Budtea,b € RY, D = {(xy,...,2,) : |21 — 20| +]|12 — 2{|+- - -—|—|xn—xé"71)|
< b}. Je-li funkce spojitd na mnoziné (to — a, to+ a) X D, pak md poédteéni problém

(1.1)), (1.2) alesponi jedno resend.

Véta 4. Necht jsou splnény predpoklady predchdzejici véty a necht funkce f spliiuje

navic Lipschitzovu podminku
[ftxy, @) = f(E oy un) S Loy =y + -+ o — wal)

pro (t, o1, ..., x,), (LY, ... Yn) € (to — a;to+ a) X D, pak pocdatecni problém ((1.1)),
(1.2) md jediné reseni definované na intervalu (toy—c, to+ay), kde a > 0 je dostatecné
malé.



1.2 LODRnN

V této kapitole se budeme zabyvat linearni diferencidlni rovnici n-tého fadu, ktera
se vyskytuje v FeSenych modelech. Kapitola byla zpracovéna podle [3], [4].

Linearni diferencidlni rovnici n-tého radu rozumime diferencidlni rovnici
w4 ay ()" - an(t)e = f(1), (1.5)

kde a;(t),...,a,(t) jsou redlné funkce definované na néjakém intervalu I C R.

Resenim rovnice rozumime funkci z = ¢(t) definovanou na néjakém inter-
valu J C I takovou, ze o™ (t) + a1 (t)p™ V(t) + - + a,(t)p(t) = f(t) pro kazdé
ted.

(jplngjm resenim rovnice rozumime TeSeni x, které neni zizenim zadného
jiného Teseni.

Pocdteénim problémem rovnice rozumime 1lohu najit feSeni rovnice ,
které splinuje podminky

z(tg) = &, 2'(to) =&, ... ax(nfl)(to) =&

Je-li v rovnici (1.5)) prava strana f(t) = 0 pro V¢ € I, mluvime o homogenni LODRn.
V opa¢éném piipadé, kdy je f(t) # 0 pro néjaké ¢ € I, mluvime o nehomogenni
LODRn. Homogenni LODRn je tedy tvaru

™ 4 ay ()Y - a, () = 0. (1.6)
Nyni si uvedeme nékteré specifické vlastnosti homogennich rovnic.

Véta 5. Jsou-li funkce x1 = x1(t), x9 = xo(t), ...,z = x(t) TFeSenimi homogenni
rovnice ([1.6]), poté také funkce

$201.1'1+025L'2+"‘+Ckl'k, C;eR
je resenim rovnice (|1.6)).
Resenf rovnice (1.6)) tvoif tedy linearni prostor.

Definice 1. Necht z;(t),z2(t), ..., z,(t) jsou reélné, poptipadé komplexni funkce
redlné proménné ¢, které jsou definovany na intervalu I. Rikdme, ze uvedené funkce

jsou na intervalu I linedrné nezavislé, jestlize vztah
Clml(t) + CQZL‘Q(t) + -4 CnQTn(t) = O, rxel

plati pouze kdyz C; = Cy = --- = C,, =0, kde C1, (s, ..., C, jsou konstanty.
Je-li alespon jedno Cj, # 0, fikame, ze uvedené funkce jsou na intervalu I linedrné
zavislé.



K zjisténi linearni zavislosti ¢i nezavislosti muzeme také vyuzit Wronského de-

terminant.

Definice 2. Necht funkce x1(t),xo(t),. .., z,(t) jsou na interval I alespon (n — 1)-

-krat spojité derivovatelné. Poté determinant matice

x1(t) xo(t) s mp(t)
v | A0 e (1)
R SO N
se nazyva Wronského determinant funkei xy(t), z2(t), ..., z,(t).

Linedrni nezavislost feseni homogenni rovnice (|1.6) pak posoudime na zakladé

nasledujici véty.

Véta 6. Necht x1(t), z2(t),...,z,(t) jsou partikuldrni reseni homogenni LODRn
(1.6). Pak x1(t),xo(t), ..., x,(t) jsou linedrné nezavislé na I, kdyz a jen kdyz

det W (t) #0 pro Vt € I.

Definice 3. Systém feseni 1 (t), z2(t), . .., z,(t) homogenni rovnice (|1.6)), kde Feseni

jsou linearné nezavisla na I, se nazyva fundamentalni systém teseni rovnice (|1.6)).
Pro obecné teseni homogenni rovnice ((1.6)) plati:

Véta 7. Necht funkce x1(t),xo(t),. .., x,(t) tvor fundamentdlni systém reseni ho-
mogenni LODRn (1.6)). Pak kazdé tesent z(t) této rovnice lze psdt ve tvaru

2(t) = Crai(t) + Cowa(t) + - - + Crwn (1), (1.7)
kde Cy,Cs, ..., C,, jsou vhodné konstanty.

Chceme-li najit obecné feseni nehomogenni rovnice ([1.5)), vyuzijeme nasledujici

veéty.
Véta 8. Obecné tesent rovnice (1.5) lze psat ve tvaru
T = Tp+ Tp,

kde xzj, je obecné reseni homogenni rovnice prislusné k rovnici (1.5) (tedy obecné
resent (1.7)) a x, je libovolné partikuldrni reseni rovnice (1.5)).

Strukturu obecného feseni homogenni rovnice jsme jiz stanovili. Zbyva tedy urcit
libovolné partikularni feseni. To muzeme ziskat napriklad metodou variace konstant,

jejiz princip si nyni uvedeme.



Pro jednoduchost si princip metody ukdzeme na nehomogenni LODR2. Mame
tedy rovnici
" + a1 ()2’ + ap(t)x = f(2), (1.8)

kde aq,ag jsou realné funkce proménné ¢ definované na néjakém intervalu I C R.
Je-li obecné feseni prislusné homogenni rovnice zy(t) = Cixy(t) + Cowa(t), parti-
kuldrni feseni rovnice (1.8) budeme hledat ve tvaru

x(t) = Ci(t)z1 (1) + Ca(t)z2(1), (1.9)
kde C(t), C(t) jsou neznamé funkce. Derivaci rovnice dostaneme
/(1) = C1(D)a1 (t) + Cr(t)zy (t) + Cot)za(t) + Ca(t)y(t).
Polozime-li polovinu s¢itancu rovnu nule
C1(t)x1(t) + Co(t)xa(t) = 0, (1.10)
derivace rovnice se zjednodussi na tvar
2'(t) = Cr(t)z) (1) + Ca(t)h(t).
Opétovnou derivaci obdrzime
2'(t) = Ci(t)xy (1) + C1 ()2 (1) + Co(t)xh(t) + Ca(t)ay(t).
Dosadime-li vyjadieni prvni a druhé derivace do rovnice , dostaneme

C1(t)xy(t) + CL()x () + Cy(t)ah(t) + Co(t)za(t) + a1 (¢)[Cr(t)x] (t) + Co(t)ah(t)]+
+ ao(D)[C1(t)21(t) + Co(t)z2(t)] = f(1).

Protoze funkce x;(t), z2(t) jsou fesenim pifslusné homogenni rovnice, soucet vsech

¢lentu rovnice obsahujicich Cy(t), Cs(t) je roven nule. Tedy
Ci(t)z (1) + Co(t)x5(t) = (). (1.11)

Vztahy a tvoii soustavu dvou rovnic pro neznamé C(t), C)(t). Determi-
nant takovéto soustavy je Wronského determinant. Vzhledem k linedrni nezavislosti
funkei 1 (t), z2(t) je Wronského determinant pro V¢ € I ruzny od nuly. Soustava
dvou rovnic a mé tedy jednoznac¢né feSeni na celém intervalu 1.
Integraci C7(t), C}(t) dostaneme Cy(t) a Co(t), které dosadime do rovnice ([L.9)),
a ziskdme tak partikuldrni feSeni x, nehomogenni rovnice (|1.8). Pfi integraci pokla-
déame integra¢ni konstanty rovny nule, protoze hledame partikularni feseni. Obecné

feSeni nehomogenni rovnice (|1.8) ziskdme pak ze vztahu

T = Tp + Tp.






2 FYZIKALNI ODVOZENI SOUSTAVY
S PROMENNOU HMOTNOSTI

Typickym piikladem soustavy s proménnou hmotnosti je raketa. Hmotnost rakety
je z velké casti tvorena hmotnosti paliva a okyslicovadla. Vlivem spalovani paliva se
tedy jeji hmotnost v prubéhu letu méni.

Abychom mohli popsat pohyb rakety s proménnou hmotnosti, vyuzijeme zakona

o zachovani hybnosti.

Y Y
vymezena vymezena
soustava soustava
U U+ Av
m m+ Am
—Am
U
(a) (b)

Obr. 2.1: Vymezeni soustavy [2].

Na obrazku (a) je zachycena raketa o hmotnosti m a rychlosti v v ¢ase t.

Obréazek (b) ukazuje raketu v ¢ase t+At. Hmotnost rakety v dusledku ubytku
paliva klesla na hodnotu m+ Am (zména hmotnosti Am < 0) a jeji rychlost vzrostla
na hodnotu v + Av. Vyraz —Am reprezentuje hmotnost zplodin, které opoustéji
raketu rychlosti U. Vymezime-li soustavu tak, aby zahrnovala raketu i zplodiny
opoustéjici raketu, bude tato soustava uzaviena a izolovana.

Uzaviena soustava je takova soustava, ve které nedochazi k vyméné hmoty
mezi soustavou a jejim okolim.

Izolovanou soustavou rozumime soustavu, na kterou nepusobi zadné vnéjsi
sily.

Hybnost soustavy raketa-zplodiny se neméni a plati

mv = (m+ Am)(v + Av) + (—Am)U.



Upravou ziskame

mAv = —Am(v+ Av —U). (2.1)
Zavedeme-li relativni rychlost zplodin vzhledem k raketé jako
u=(v+Av)—-"U,

dostavame

mAv = —Amu.

Vydélenim této rovnice délkou ¢asového intervalu At dostaneme rovnici

Pro At — 0 dostaneme z rovnice ([2.2)) rovnici pro okamzité hodnoty veli¢in

dv dm
i i 2.3
Ta T T (2:3)
. . . . . el s , . dm oy
Derivaci rychlosti podle casu reprezentuje okamzité zrychleni rakety. Vyraz <3+ znaci
ubytek hmotnosti. Zavedeme-li rychlost spotieby paliva R [i—g} jako
dm
R=——>0,
dt
rovnice ([2.3)) prejde na tvar
ma = Ru  (rovnice Mescerského)[T} (2.4)

Vyraz Ru v rovnici (2.4) m4a rozmeér sily ([k—gm =N D a vyjadruje tah motoru. Tah

S 8

zavisi pouze na vlastnostech konkrétniho motoru.

van Vsevolodovié Mescerskij (Archangel, 1859 - Leningrad, 1935) - rusky fyzik, jeden ze za-
kladatelu mechaniky téles s proménnou hmotnosti [5].

10



3 ODVOZENI POHYBOVYCH ROVNIC

V této kapitole odvodime rovnice popisujici pohyb rakety.

3.1 Pohybové rovnice v 1D prostoru

Vyjdeme z druhého Newtonova zakona

Z F= ma,
kde
Y F= K+ B (3.1)
—~— —~—
tah motoru  tfhova sila
V rovnici jsme zanedbali vliv odporové sily. V ptipadé vlivu odporové sily by
na pravé strané rovnice vystupoval jesté vektor Fy vyjadiujici vliv odporové
sily.
Dosadime-li do rovnice za tah motoru vyraz Ru, ziskany z Mescerského
rovnice, a za tihovou silu —mg, kde g je tihové zrychleni, dostaneme

> F = Ri—mjg.
7, druhého Newtonova zakona tedy plyne
ma = Ru —mg.

Hmotnost rakety m, relativni rychlost zplodin vzhledem k raketé u a rychlost spotieby

paliva R = —% jsou obecné funkei ¢asu. Poloha rakety v case t je tedy dana sou-
dt J

stavou diferencidlnich rovnic

kde y(t) oznacuje vysku rakety v case t.

3.2 Pohybové rovnice v 2D prostoru

Rovnici (2.1]), kterd vyjadiuje zdkon zachovani hmotnosti, piepiseme do vektorového

tvaru.

mAT = —Am(7 + AT — U)
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<y

aft)

X

Obr. 3.1: Zobrazeni thlu a(t) charakterizujictho pohyb rakety.
V ose x dostaneme
mAv, = —Am(vcosa + Avcosa — U cosa).

Zavedenim relativni rychlosti @ zplodin vuci raketé

i=(0+AT)—U

ucos =vcosa+ Avcosa — Ucosa  (pro osu z)

a podélenim rovnice (3.2]) délkou ¢asového intervalu At dostaneme rovnici

Av, Am
m = ———ucosa,

At At

kterou upravime na tvar

ma, = Rucosa.

Obdobné pro osu y

ma, = Rusin .

7, Newtonova druhého zdkona obdrzime soustavu diferencidlnich rovnic

m(t)z(t) = R(t)u(t) cos a(t)
m(t)j(t) = R(t)u(t) sina(t) —m(t)g
i = ~R(t).

kde jeji teseni x(t), y(t) popisuje polohu rakety v case t.

12
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3.3 Pohybové rovnice v 3D prostoru

Budeme postupovat obdobné jako v piipadé dvourozmérného prostoru. Zvolime-li
thly ¢ a ¢ podle obrézku 3.2 dostaneme soustavu diferencidlnich rovnic (3.3)), kterd

popisuje polohu rakety v case t

m(t)i(t) = R(t)u(t) sin(t) sin ¢(t)
m(t)ij(t) = R(t)u(t) siny(t) —m(t)g (3:3)
m(t)2(t) = R(t)u(t) sin1(t) cos (1)

m = —R(t),

kde jeji feseni x(t), y(t), z(t) popisuje polohu rakety v case t.

A

x Y

Vg Uy

()
(1) . .

> >

zZ z

Obr. 3.2: Zobrazeni thlu ¢(t), 1(t), které charakterizuji pohyb rakety.
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4 MODELY DYNAMIKY LETU RAKETY

4.1 Problém hladkého pristani

Pojmem hladké pristani rakety rozumime, ze raketa dosedne na povrch s nulovou
rychlosti. Matematicky tedy pozadujeme y(t;) = 0 a y(tx) = 0, kde t; je ¢as pristani

rakety na povrchu.
te <O7 tk:) /l/(()) =H
v

R(t) =0 te(0,t)

tU‘

R(t)=K te (t,t;)

t y(ty) =

Obr. 4.1: Hladké pristani.

Jak ukazuje obrézek [£.1] mame raketu o hmotnosti m, kterd ma v case t = 0 urcitou
vysku H arychlost V. Abychom docilili nulové rychlosti pii ptistani, musime v urcity
cas tp zapnout motor rakety, ktery zpomaly rychlost rakety az na pozadovanou

nulovou rychlost pii dosednuti na povrch. Vliv motoru popisuje fidici funkce R(t)

o 0, te <0,t0>
R(1) _{ K, t& (tyt). (4.1)

Tato fidici funkce je po ¢astech spojita. V case t € (0, 1) je nulova a v case t € (tg, tg)
nabyva urcité konstantni hodnoty. V nasem ptipadé se jedna o konstantu K.
V této kapitole se budeme zabyvat modely v 1D prostoru. Raketa se tedy bude
pohybovat po primce kolmé k povrchu. Konkrétné budeme tesit:
e Hladké pristani rakety s konstantni hmotnosti
— Hmotnost rakety je po celou dobu jejtho pohybu konstantni. Plati
m(t) = mo = konst.
e Hladké pristani rakety s proménnou hmotnosti
— Hmotnost rakety je funkci casu. S pribyvajicim ¢asem hmotnost klesa

(v dusledku spalovéani paliva).

15



e Hladké pristani rakety s konstantni hmotnosti s vlivem atmosféry
— V tomto modelu na raketu pusobi, na rozdil od predchézejicich, jesté

odporova sila.

4.1.1 Konstantni hmotnost bez vlivu atmosféry

Pohyb rakety s konstantni hmotnosti mg popisuje diferencialni rovnice druhého fadu
mo§(t) = R(t)u(t) — mog.

Vydélenim rovnice vyrazem mg dostavame

y(t) = -9, (4.2)

R@%:{o,te<am>

K, t e <t0,tk>

je tidici funkce, mg je poc¢ateéni hmotnost rakety, u = konst a g je tithové zrychleni.
Rovnici spocitdme pro ¢ € (0,tg) a pro t € (to, tx).

a) t e <O, t0>
Diferencidln{ rovnice (4.2]) ma tvar

i(t) = —g. (4.3)
Jeji integraci dostaneme
y(t) = —gt + 1.

Opétovnou integraci dostaneme jiz obecné feseni, které je tvaru

1
y(t) = _ith +tci + co.

Po dosazeni poc¢atecnich podminek y(0) = H, (0) = V ziskame integracni konstanty
c1 =V, co = H. Reeni rovnice (£.3) pak m4 tvar

1
y@%:H+V%—§m?

b) t € (to, tx)
Diferencialni rovnice méa tvar

y(t) = AK — g, (4.4)
kde A = = Reseni homogenni rovnice (4.4) s nulovou pravou stranou je

0"

Y = C1 + teCo.
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Partikularni feSeni hleddme ve tvaru
gjp = C (t) + tCQ(t).

Metodou variace konstant dostavame

1ot (@) 0
0 1) \&t)) \AK —g)’

eo(t) = [(AK — g)dt = AKt — gt,
¢ (t) + téa(t) =0,
a(t) = — [AKtdt + [ gtdt = —AKY + g%
Partikuldrni feseni rovnice (4.4) ma poté tvar
1 1
g, = ~AKt* — —gt*.
Yp 9 29
Obecné teseni rovnice (4.4) je tedy
1 1
y(t) = ¢+ teo + §AKt2 + §gt2.
Pocatecni podminky 7(ty) = y(to), y(to) = 9(to) vychdzeji ze spojitosti Feseni
v bodé ty3. Po jejich dosazeni do obecného feSeni obdrzime integra¢ni konstanty
¢ = H+ $AKt, ¢, =V — AKty. Resenf rovnice (4.4) pak m4 tvar
_ 1 2 1 2 1
Abychom dosahli hladkého piistani, pozadujeme #(t;) = 0, y(tx) = 0. Dosazenim
téchto podminek do tvaru feseni (4.5) dostaneme soustavu dvou rovnic o dvou

neznamych ¢y a .

1 1 1
H+ 5AKzsg + Vit — AKtoty, + 5AKti - §gt§ =0 (4.7)
Z rovnice (4.6) si vyjadiime cas tj,
AKty -V
ty = +, (4.8)

kde B = AK — g. Dosadime-li vyraz (4.8) do rovnice (4.7)), dostaneme kvadratickou

rovnici

AK  (AK)?*  (AK)® — (AK)%g WAK 2VAKg— (AK)*V
2 —_
t2 ( 5 5T S5 tto |5+ B +
V2 AKV? - Vg

(4.9)
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Z rovnic (4.8)) a (4.9) pak pro konkrétni hodnoty muzeme spocitat casy tq a ty, které
oznacuji ¢as zapnuti motoru rakety a ¢as ukonceni pristani. K vypoc¢tu byl pouzit
software MATLAB.

ulm- s~ | Klkg-s] | g[m-s7*] | molkg] | H[m] | V[m-s™]
1000 50 9,81 1000 | 11000 0

Tab. 4.1: Tabulka hodnot pro konstanty vystupujici v modelu.

Pro tato konkrétni data obdrzime

to = 42,4571 s,
t, = 52,8205 s.

4.1.2 Proménna hmotnost bez vlivu atmosféry

Pohyb rakety s proménnou hmotnosti popisuje soustava diferencialnich rovnic

m(t)jt) = R(t)u(t) —m(t)g (4.10)
m(t) = —R(t), (4.11)

kde R(t) je stejnd ridici funkce jako v ptipadé pohybu rakety s konstantni hmotnosti,
definovana vztahem , u(t) budeme opét povazovat za konstantni a ddle budeme
pséat pouze u. Soustavu vyfesime na ¢asovych intervalech (0, o) a (to, tx).
a)te(0,ty)

Reseni rovnice (4.11]) je konstantni, m(t) = my, kde mg je poc¢atecni hmotnost rakety.
Dosadime-li toto feseni do rovnice , dostavame

ij(t) = —g. (4.12)

Rovnice (4.12) je totoznd s rovnici (4.3)). Jeji obecné teseni je tedy

1
y(t) = —59t2 +tcy + co.

Dosazenim poc¢atecnich podminek y(0) = H a ¢(0) = V obdrzime feseni rovnice
@E12)
1
y(t)=H+Vt — §gt2.
b) t € (to, tx)
Vzhledem k (4.1]) je rovnice (4.11]) ve tvaru

m(t) = —K.
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Jeji integraci ziskdame
m(t) = —Kt+c.

Z pocatecni podminky m(ty) = mo plyne
m(t) = —Kt + Kto + m.

Dosadime-li toto feseni do rovnice (4.10)), ziskame diferencialni rovnici druhého fadu

Ku

= —g. 4.13

u(t)
Resen{ homogenn{ rovnice s nulovou pravou stranou je
U = ¢ + tos.
Partikularni feseni hleddme ve tvaru
Up = c1(t) + tea(t).

Metodou variace konstant dostdvame

1t (e 0
0 1) \ea(t)) it — g’

(t) / Ku dt / RS T
C — — = —U — f—
2 Kto—Kt—f—mo g KtO—Kt+m0 g

= —uln|Kty — Kt + m,| — gt

tedy

-K
t) = tdt tdt = utln |Kty — Kt ol —
c(t) U/Kto—Kt+mo +/g utIn | Kt + M|

t2
—u/1n|Kt0—Kt+mo|dt+g§ :ut01n|Kt0—Kt+mo|+

UMy e 12
—— In|Kty — Kt +m,| +ut —uty — u—r- —.
Partikularni feseni je tedy
_ uUmyg UMy 1 9

Z homogenniho a partikularniho feseni dostdavame obecné fesSeni rovnice (4.13]).

1
y=c1+tea+1In|Ktg — Kt + m,| (uto —ut + %) —l—ut—uto—u—[ngo—éth. (4.14)
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Integracni konstanty ¢, a ¢, ziskdme z podminek 7(to) = y(to) a y(to) = y(to).
Derivaci rovnice (4.14]) podle ¢asu t ziskame

UtoK
Kto - Kt+m0

ut K — umg
Kt(] - Kt"—mo

y=0Co —uln|Kty — Kt +m,| + +u— gt

a odtud pak
¢ =V 4+ uln|m,.

Pro integracni konstantu ¢; plati

61:H+%—ln|mo| <uto—l—%>.

Resenf rovnice ({@.13) je
g =H —In|m,| (uto —ut+%) V4Kt — Kt +m,| (uto —ut+%) +
1
+ ut — uty — ith. (4.15)

K dosazeni hladkého pristdni musi byt splnény podminky 7(tx) = 0 a y(tx) = 0.
Dosazenim téchto podminek do rovnice (4.15)) ziskdme soustavu dvou rovnic o ne-

znamych tg a ty.

uto K umg
In|m,| +V — — —uln|Kty — Kty +m,
whn ol + V = T T K Kty e Ko bt mo| +
1K
el fu—gt, =0 (4.16)

Kty — Kt + m0

H = Infma| (uto — uty + “20) + Vix +In Kty — Kty +mo| (uto — uty + 720 +

1
+ uty, — uty — 59:52 =0 (4.17)

Upravou rovnice (.16) dostavdme

V +uln|m,| — gty

Kt — K4 | — (4.18)
u
Po odlogaritmovani
Vv 1 ol — gt
exp( +ulnfmo| —g k) = Kty — Kti + mo.
u
Pro cas ty tedy plati
exp (%) + Kt — myg
- | (4.19)

K

20



Dosazenim rovnic (4.18]) a (4.19)) do rovnice (4.17)) ziskdme rovnici s jedinou nezndmou,

kterou je tj.

V+ul —gt
exp (%) + Kt — my wmg

H—1 o — uty + — Vit
n|me| [ u 7 uty + 7 + Vip+
V+4uln|me|—gt
L YV tulnjmo| — gt eXp( u gk>+Ktk_m0 b+ 0 ) 4ot
U —u —_ uty—
u K PR g
exp <V+u1n|;no|—gtk> + Ktk —mg 1 ,
— ——qgt; =0
u K 29 k

(4.20)

Z rovnic (4.19) a (4.20) muzeme pro konkrétni hodnoty spocitat ¢asy ty a t, které
oznacuji ¢as zapnuti motoru rakety a ¢as ukonc¢eni pristani. Soustava rovnic (4.19)),
(4.20)) je obecné nelinearni. Budeme ji fesit numericky pomoci softwaru MATLAB.

ulm - s | Kkg-s| | glm-s7] | mo[kg] | Hlm] | V[m-s~"]
1000 50 9,81 1000 | 11000 0

Tab. 4.2: Tabulka hodnot pro konstanty vystupujici v modelu.

Pro tato konkrétni data obdrzime

to = 43,2228 s,
t, = 51,1089 s.

Cas ty, kdy raketa zapne motor, dosahuje oproti predchézejicimu pifkladu s kon-
stantni hmotnosti vyssi hodnoty. To znamend, ze raketa zapne motor pozdéji, coz
je v souladu s nasim oc¢ekavanim. Raketa totiz pfi chodu motoru ztraci hmotnost

a motor tak nemusi po celou dobu chodu brzdit raketu s pocateéni hmotnosti.

4.1.3 Konstantni hmotnost s vlivem atmosféry

Nyni budeme predpokladat raketu o konstantni hmotnosti, na kterou pusobi, oproti

predeslym ptipadum, jesté odporova sila

1
FD = épUQCDA,

kde p je hustota vzduchu, v je rychlost rakety, Cp je koeficient odporu, A je prutez
rakety:.
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V nasem pifpadé vyjddiime odporovou silu zjednodusené vztahem ~(y)?, kde v je

kladné konstanta. Pohyb rakety je tedy popsan diferencialni rovnici

m(t)ij(t) = R(t)u(t) — m(t)g +7(9)".

Hmotnost rakety m(t) je konstantni, tedy m(t) = mg. Konstantni je i relativni

rychlost zplodin vuci raketé u(t) = u. R(t) je opét fidici funkce

R(E) = { 0, te(0,t)

K, te€ (to,tg).

o = B g Ly (4.21)

Rovnici (4.21)) vyFesime na ¢asovych intervalech t € (0,to) a t € (tg, t).
a) t € (0,ty) Rovnice (4.21)) ma tvar
ii(t) = —g + —(©)". (4.22)
Mo

Oznacime-li S = mio, dostavame
b(t) = —g + Sv?,

kde v = §(t). Jedna se o rovnici se separovanymi proménnymi, kterou upravime na

tvar
1

Sv?—yg

dv = dt.
Néslednou integraci ziskavame

- tanh ™ <\/§v> e (4.23)

VSg

Z pocatecni podminky v(0) = V vypocitame integraéni konstantu
tanh™ <\/7 V)

Po dosazeni integracni konstanty do rovnice 1' dostavame rovnici

() (\[v)

VSyg

kterou upravime na tvar

u(t) = \/gtanh (W\/S_g - t\/S_g> , (4.24)
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tanh™* <\/EV>
kde W = NG ' /. Integraci rovnice (4.24)), ktera predstavuje rychlost rakety
g
v ¢ase t, dostaneme obecné Feseni rovnice (4.22]).

y(t) = —% In ’cosh <\/S_g(t - w)) ‘ +c (4.25)

Po dosazeni pocateéni podminky y(0) = H ziskdme integra¢ni konstantu

c:H+%ln‘cosh<W\/S—g>‘.

Integracni konstanta a rovnice (4.25) nam dava feseni rovnice (|4.22))

1 1
y(t) = —3 In ‘cosh (x/Sg(t - W))’ + H + S In ‘cosh (W\/Sg) : (4.26)
které vyjadiuje polohu rakety v ¢ase t € (0, ).
b) t e <t0,tk>
Rovnice (4.21]) ma tvar
.. Ku Y o
t) = — — — . 4.27
y) = -9+ ) (4.27)
Oznacenim S = mio a P = %L — g dostaneme
v(t) = P+ Sv?,

kde v = g(t). Jde o rovnici se separovanymi proménnymi, kterou upravime na tvar

_ L
P+ Sv?

tan~! (\/gﬂ)
V'SP

Pocatecni podminka v(ty) = v(to) plyne ze spojitosti feseni v bodé ty. Z rovnice
(4.24) dostavame pocateéni podminku ve tvaru

o(ty) = \/%tanh (W\/S_g - to\/S—g> :

Po jejim dosazeni do rovnice (4.28) obdrzime integracéni konstantu

1 S \/gtanh(\/Sig(Wfto))
tan <\/; 73
CcC =
vV SP

Z integracni konstanty a rovnice (4.28|) ziskame rovnici

tan_l ( \/§tanh(\/57g(W—to)) )

dv = dt.
Integraci ziskame

=t+e (4.28)

— .

VP

V'SP
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kterou upravime na tvar

o(t) = \/gtan (t\/S_P+tan_1 (ﬁtanh (V9 = to))> — to\/S_P> . (4.29)

VP
Rovnice (4.29) vyjadiuje rychlost rakety v ¢ase t € (tg, tx). Jeji integraci dostaneme

obecné Feseni rovnice (4.27)).

i In (COS (tan‘1 (/% tanh (v/Sg(W — t9))) + VSP(t - to)))
y(t) = — S

Ze spojitosti feseni v bodé ¢y a rovnice (4.26)) obdrzime

1 1
y(ty) = —§1n ‘cosh (x/Sg(to - W))) +H + 5 In ’COSh (W\/Sg)’ .
Dosazenim tohoto vztahu do rovnice (4.30]) ziskdme integraéni konstantu

i (s ™ (/F s (VIO 20D _ L (/S ) 4

—gln
+H+%ln‘cosh (W\/S_g)‘

Z obecného teseni (4.25)) a integracni konstanty ziskdme jiz FeSeni rovnice (4.27)),
které je tvaru

In (cos (tanfl (/% tanh (v/Sg(W — ty))) + VSP(t — t0)>>
gj(t) == g +
N In (cos (tan™" (y/% tanh (v/Sg(W —t0))))) B (4.31)
S
1 1
——lIn ‘cosh (x/Sg(to — W))) +H+ —=In ’cosh (WVSg)‘ :
S S
Abychom docilili hladkého pristéani, pozadujeme podminky 4 () = 0 a y(tx) = 0.
Dosadime-li tyto podminky do (4.29)) a (4.31]), ziskdme soustavu dvou nelinedrnich

rovnic o neznamych ty a ty.

P . [ /9tanh (\/S_g(W — to)) B
\/;tan (tk\/S_P + tan ( /P ) — to\/S_P) =0 (4.32)

- In (cos (tarf1 (\/gtanh (\/S_g(W — to))) + \/S_P(tk - to)))

+c¢ (4.30)

CcC =

3 +
N In (cos (tan™" (1/% tanh (v/Sg(W —0))))) B
S
_ %m ‘cosh <\/S_g(t0 - W))‘ + H+ %ln ’COSh (W\/S_gﬂ =0 (4.33)

Z rovnic (4.32)) a (4.33) muzeme pro konkrétni hodnoty spocitat ¢asy ty a t, které
oznacuji ¢as zapnuti motoru rakety a c¢as ukonceni pfistani. Nelinearni soustavu
rovnic (4.32), (4.33) muzeme pro konkrétni data fesit napiiklad pomoci softwaru
MATLAB.
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ulm-s7' | Kkg-s] | glm-s7? | molkg] | H[m] | V[m-s7'] | v[-]
1000 50 9.81 1000 | 11000 0 0,03

Tab. 4.3: Tabulka hodnot pro konstanty vystupujici v modelu.

Pro tato konkrétni data obdrzime

to = 45,7007 s,
t), = 54,7140 s.

Cas to, kdy raketa zapne motor, dosahuje oproti pifkladu s konstantni hmotnosti
bez vlivu atmosféry vyssi hodnoty. Raketa tedy zapne motor pozdéji, coz je v sou-
ladu s nasim oc¢ekavanim. Na raketu totiz pusobi navic odporova sila, ktera béhem

pristani raketu brzdi.

4.2 Uloha o maximalnim doletu rakety

V této kapitole se budeme zabyvat 2D modelem, ktery bude predstavovat maximalni
dolet rakety.

Ve 2D prostoru je poloha rakety urcena soustavou diferencialnich rovnic

m(t)Z(t) = R(t)u(t) cos a(t)
m(t)y(t) = R(t)u(t)sina(t) — m(t)g (4.34)
m = —R(t)

z(0)=2(0)=0
y(0) =4(0) =0 (4.35)
m(0) = myg
Chceme-li zjistit dolet rakety, musime pozadovat podminku
y(tr) =0, (4.36)

tedy, ze poloha rakety v ose y je v Case pristani ¢ nulova.

7 optimalniho Tizeni je znama nasledujici véta.
Véta 9. Necht R(t), a(t), kde 0 <t < ty, je optimdini Fesent lohy ([.34)-(4.36),

x(ty) — max.
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Pak existuje ty, 0 < tg < t; tak, Ze

—~

9

R(t):{ K, te(0.t) .

. at) =
0, te (ty,tr)

{ a, te(0,t)

le, te <t0, tk>
kde & je vhodnd konstanta spliujici 0 < a < 7.

Diikaz: Lze nalézt napiiklad v [1J.
Z véty [0 1ze vidét, ze funkce R(t), a(t) je vhodné hledat ve tvaru

) K, te(0,t)
R(t) = { 0 te oty (4.37)
. a, t e <0,t0>
a(t) = { lib., t€ {to, ) (4.38)
y A
R(t)=K te{0,tg) R(t)=0 t € (to,ty)
alt)=a te (0,1t a(t) =1ib. t € (0,ty)
v, to
y(0) =0
y(0) =0 Qo y<t1:) =0
z(0)=0 T
#(0) =0

Obr. 4.2: Dolet rakety.

Soustavu diferencidlnich rovnic vyTeSime tedy nejdiive na ¢asovém intervalu
t € (0,ty) a poté na intervalu ¢ € (tg, t1,).

a)te(0,ty)

Pro tento ¢asovy interval plati

m(t) = —K.

Integraci a dosazanim podminky m(0) = mgy dostaneme
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Dosadime-li tento vysledek do rovnic soustavy (4.34)), s ohledem na (4.37)) a (4.38)

obdrzime dvé diferencidlni rovnice druhého radu
i(t)

§(t)

_ uKcosa
- —Kt+mg’
_ uKsina
 —Kt+my

(4.39)
—g. (4.40)

Nejdfive vytesime rovnici (4.39)). Jeji integraci dostavame

ul cos K
Vp(t) = | ————dt = —ucosae | ————dt = —ucosln|—Kt+m C.
®) —Kt+my /—Kt+m0 | +mol +

Dosazenim poc¢édtecni podminky v, (0) = 0 obdrzime integracéni konstantu
¢ =wucosaln|mgl.
Pro rychlost rakety v ose x tedy plati
vz(t) = —ucosaln |— Kt + mgp| + ucos aln|mg|. (4.41)
Opétovnou integraci rovnice ziskdme

:17(t):/—ucosaln|—Kt+m0|dt+/ucosa1n|m0|dt:

Kt — In|-Kt — Kt
:—ucosa( o) n|K ol +ucosaln|mg|t + c.

Po dosazeni pocatecni podminky x(0) = 0 dostaneme integracni konstantu

mo In |my)
T

C = —UucCos«

Polohu rakety v ose x tedy urcuje rovnice

Kt — In|—-Kt — Kt
( mo) In| + mol + ucos aln |mg| t—

x(t) = — ucos K (4.42)

mo In |my

K
Nyni vyrtesime rovnici (4.40)). Jeji integraci dostavame

— U COS

v, (t) = %dt — /gdt = —usinaln |[-Kt+ my| — gt + c.
Dosazenim poc¢atecni podminky v,(0) = 0 obdrzime integra¢ni konstantu

¢ =wusinaln|mg|.
Pro rychlost rakety v ose y tedy plati

vy(t) = —usinaln |- Kt + mg| — gt +usinaln |mg| . (4.43)
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Opétovnou integraci rovnice (4.43) ziskame

y(t) :/—usinaln\—Kt—l—mo\dt—/gtdt+/usinaln|mo\dt:

Kt —mo)In|-Kt R
( mo)n‘K au — g5 +usinaln|mo|t +ec.

= —usin o

Po dosazeni pocatecni podminky y(0) = 0 dostaneme integra¢ni konstantu

mo In [my

K

¢ = —usinw

Polohu rakety v ose y tedy urcuje rovnice

(Kt —mg)In|—Kt+mo| — Kt ¢

y(t) = —usina — g— +usinaln |mg|t—
K 2
(4.44)
I In [my|
— usina————.
K
b) t € (to, tx)
Pro tento ¢asovy interval plati
m(t) = 0.
Integraci a dosazenim podminky m(ty) = m(ty), kterd plyne ze spojitosti Feseni

v bodé ty, dostaneme
m(t) = — Kty + my.

Dosadime-li tento vysledek do rovnic soustavy (4.34)), s ohledem na (4.37)) a (4.38)

obdrzime dvé diferencidlni rovnice druhého radu

Nejdiive vytesime rovnici (4.45)). Integraci této rovnice dostavame
U.(t) = c.

Na zakladé spojitosti feseni v bodé ty ziskdme integracni konstantu z podminky
U:(to) = vi(to), kde v.(tg) = —ucosaln|—Kty+ mg| + wcos aln|mg|. Integraéni

konstanta je tak tvaru
¢ = —ucosaln|—Kty+ mg| + ucosaln |mg|.
Pro rychlost rakety v ose x tedy plati

U, (t) = —ucosaln |— Kty + mg| + wcos aln|myg| . (4.47)
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Opétovnou integraci rovnice (4.47)) ziskame

:U(t):/—ucosaln|—Kto+m0|dt+/ucosaln|m0|dt:

= —ucosaln|—Kty+ mp|t +ucosaln |mg|t + c.

K urceni integracni konstanty vyuzijeme opét spojitosti feseni v bodeé ¢y, ktera nam
ddva podminku z(tg) = x(to), x(to) ziskdme z rovnice (4.42). Integracéni konstanta

je tak tvaru

(Kto — TTL0> ln|—Kt0 + mo‘ — Kto

¢ =wucosaln|—Kty+ mg|tg — ucosa

K
mo In |my
— U COS U——F——.
K
Polohu rakety v ose x tedy urcuje rovnice
Z(t) = —ucosaln|—Kty + mo|t + ucos aln|mg| t+
mo h’l‘—Kto +m0] —+ Kto mo ln|m0] (448)
+ U Cos « K —ucosaT.

Nyni vytesime rovnici (4.46)). Jeji integraci dostavame
Uy = —gt +c.

Podminka 9, (ty) = vy,(to) plynouci ze spojitosti feseni v bodé t¢, kde v, (to) ziskdme
z rovnice (4.43]), urcéuje integracéni konstantu

¢ = —usinaln |—Kty + mo| + usinaln [mg| .
Pro rychlost rakety v ose y tedy plati
Uy(t) = —gt —usinaln|—Kty + mo| + usin o In |my| . (4.49)
Opétovnou integraci rovnice (4.49)) ziskame

y(t) = —/gtdt - /usina1n|—Kt0 + mo| dt + /usinaln|m0|dt =
2

=95~ usinaln |[— Kty + mo|t + usinaln |mg|t + c.
Znovu vyuzijeme spojitosti feSeni v bodé ¢y a z podminky y(ty) = y(to), kde y(to)
ziskdme z rovnice (4.44)), obdrzime integracni konstantu
moln|—Kt0+m0|+Kto . m01n|m0|

—usina————.
K K

Polohu rakety v ose y tedy urcuje rovnice

c=usin«o

t2
y(t) =— 95~ usinaln|—Kty + mo|t + usin aIn |mg| t+
4.50
moln‘—Kt0+m0’—|—Kto . moln|m0\ ( )
—usin@————.

K K

+ usin o
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Pro cas pristani ¢, dostaneme z rovnic (4.48)) a (4.50)) rovnice

Z(ty) = —ucosaln |— Kty + mo| tx + ucos aln |mg| tx+
N mo In |—Kto + mo| + Kto mo In |y
U COS Qv — a—
K K ’

2

t
y(ty) = — gEk —usinaln |— Kty + mo| tx + usin aln [mg| t+

. moln]—Kt0+m0|+Kt0 m01n|m0]
+ usin o _—

K —usimcouo K

Odsud muzeme formulovat optimaliza¢ni tlohu nelinedrniho programovéni (s ne-
zndmymi to, g, «) tj. maximalizovat vyraz

—wcosaln|—Kty+ mol|ty, + ucos aln [my| ti+

m01n|—Kt0+mo|—|—Kt0 m01n|mo| s ma
— o max
K K

+ ucos o

za omezeni

t2
—gEk—usinaln|—Kto+m0|tk+usinaln|m0|tk—l—
+ usi moln|—Kt0+mo|+Kt0 g m01n|mg|
usin o —usinog———— =
K K
a
77
0<a< =
‘=3
0<tyg <ty

—Kto—i-mo—mk ZO,

kde m; je hmotnost rakety v case tp. Tuto ulohu pak muzeme feSit pro pevné
dané parametry g, k, mg, my, u pomoci néjakého systému pro reseni optimalnich tloh
nelinearniho programovani. Naptiklad pomoci GAMS.
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ZAVER

Cilem prace bylo matematicky popsat soustavu s proménnou hmotnosti. Konkrétné
jsme se zabyvali raketou, jejiz hmotnost se v dusledku spalovani paliva (které tvoii
prevaznou hmotnost rakety) béhem letu méni. K popisu pohybu rakety jsme vyuzili
zékona o zachovani hybnosti a druhého Newtonova zdkona.

Nejdiive jsme odvodili pohybové rovnice pro 1D, 2D a 3D prostor. Vychézeli
jsme z druhého Newtonova zakona a z Mescerského rovnice, kterou jsme odvodili ze
zakona zachovani hybnosti na zakladé vhodné vymezené soustavy tvorené raketou
a zplodinami opoustejicimi raketu.

Déle jsme se zabyvali problémem hladkého ptistani v 1D prostoru. Postupné jsme
zkoumali hladké pristani rakety s konstantni hmotnosti, s proménnou hmotnosti a na
zaver jsme pripad pristani rakety s konstantni hmotnosti doplnili o vliv atmosféry.
Teoretické poznatky jsme aplikovali na konkrétni data a obdrzeli jsme ocekdvané
vysledky. Tedy, ze v ptipadé rakety s proménnou hmotnosti dojde k pozdéjsimu
zapnuti motoru oproti ptripadu s konstantni hmotnosti rakety a ze vliv atmosféry
oddali zapnuti motoru.

Ve 2D prostoru jsme se zabyvali tilohou maximalniho doletu rakety. Z teorie op-
timalniho fizeni jsme ziskali tvar funkei R(t) a a(t), které dany model charakterizuji.

Praci by bylo mozné v budoucnu doplnit napiiklad rozsitenim 2D modelu o po-
zadavek hladkého pristani. Pro takto zvoleny model lze opét vyuzit tvrzeni z op-
timdlniho Fizeni o existenci vhodného tvaru funkei R(t) a «(t). Dale by bylo napiiklad
mozné minimalizovat dobu letu ¢i navrhnout model pro minimalni spotiebu paliva.

Také bychom mohli fesit modely v 3D prostoru, ¢imz se zabyva leteckd dynamika.
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