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ABSTRAKT
Práce se zabývá matematickými modely popisuj́ıćımi dynamiku letu rakety. Po-

jednává hlavně o problému hladkého přistáńı za r̊uzných podmı́nek, ale je zde také

rozebrán model pro maximálńı dolet rakety. Vybrané modely jsou doplněny o nu-

merická řešeńı. Nechyb́ı zde také teoretický úvod k dané problematice.

KLÍČOVÁ SLOVA

raketa, hladké přistáńı, diferenciálńı rovnice, proměnná hmotnost

ABSTRACT
This thesis deals with the mathematical models which describe flight dynamics of

rocket. It mainly discusses the problem of smooth landing under different conditions,

but it also deals with the range of a rocket. Certain models are provided with

numerical solutions. The thesis also contains theoretical introduction to given issue.
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Ondřej Resl





OBSAH
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ÚVOD

Bakalářská práce se zabývá soustavami s proměnnou hmotnost́ı. Speciálně modely

dynamiky letu rakety.

Chceme-li se zabývat dynamikou letu rakety, muśıme si uvědomit, že velkou část

hmotnosti rakety tvoř́ı palivo a okysličovadlo. Vlivem spalováńı paliva a okysličovadla

docháźı v pr̊uběhu letu ke změně hmotnosti rakety. Raketa je tedy typickým př́ı-

kladem soustavy s promněnnou hmotnost́ı. K popisu dynamiky letu rakety můžeme

využ́ıt obyčejných diferenciálńıch rovnic (ODR).

Vzhledem k tomu, že všechny modely zmı́něné v této práci jsou popsány sousta-

vou ODR, je prvńı kapitola věnována základńım vlastnostem ODR. Konkrétně jsou

zde zmı́něny diferenciálńı rovnice n-tého řádu a lineárńı diferenciálńı rovnice n-tého

řádu (LODRn).

Druhá kapitola se věnuje odvozeńı základńı rovnice této práce, a to rovnice

Meščerského pro soustavu s proměnnou hmotnost́ı.

Třet́ı kapitola je věnována pohybovým rovnićım, které popisuj́ı pohyb rakety.

Jsou zde odvozeny pohybové rovnice pro 1D, 2D a 3D prostor.

Ve čtvrté kapitole jsou pak źıskané poznatky aplikovány na konkrétńı modely,

a to na problém hladkého přistáńı v 1D prostoru a na maximálńı dolet rakety

v 2D prostoru. Problém hladkého přistáńı je řešen pro tři r̊uzné př́ıpady. Pro kon-

stantńı hmotnost rakety, pro proměnnou hmotnost rakety a nakonec pro konstantńı

hmotnost rakety s vlivem atmosféry. Některé z model̊u jsou pak pomoćı softwaru

MATLAB vyřešeny pro konkrétńı hodnoty.
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1 ZÁKLADNÍ VLASTNOSTI ODR

1.1 Diferenciálńı rovnice n-tého řádu

V rovnićıch popisuj́ıćıch pohyb rakety vystupuj́ı diferenciálńı rovnice n-tého řádu.

V této kapitole si proto uvedeme jejich základńı vlastnosti. Kapitola byla zpracována

podle [3].

Diferenciálńı rovnićı n-tého řádu rozumı́me rovnici tvaru

x(n) = f
(
t, x, x′, . . . , x(n−1)

)
, (1.1)

kde f je skalárńı funkce n-proměnných.

Řešeńım rovnice (1.1) rozumı́me n-krát diferencovatelnou funkci x = ϕ(t) defi-

novanou na nějakém intervalu I takovou, že ϕ(n)(t) =f(t, ϕ(t), ϕ′(t), . . . , ϕ(n−1)(t))

pro každé t ∈ I.

Úplným řešeńım rovnice (1.1) rozumı́me řešeńı x, které neńı zúžeńım žádného

jiného řešeńı.

Počátečńım problémem rovnice (1.1) rozumı́me úlohu naj́ıt řešeńı rovnice (1.1),

které splňuje podmı́nky

x(t0) = x0, x
′(t0) = x′0, . . . , x

(n−1)(t0) = x
(n−1)
0 (1.2)

Počátečńı problém pro systém nelineárńıch diferenciálńıch rovnic je tvaru

x′1 = f1(t, x1, . . . , xn),

x′2 = f2(t, x1, . . . , xn), (1.3)

...

x′n = fn(t, x1, . . . , xn), x(t0) = x0,

kde tučné x a x0 znač́ı vektory.

Poznámka 1. Počátečńı problém diferenciálńı rovnice n-tého řádu je ekvivalentńı

s počátečńım problémem pro systém n rovnic prvńıho řádu.

Počátečńı problém (1.1),(1.2) můžeme tedy přepsat jako

x′1 = x2, x1(t0) = x0,

x′2 = x3, x2(t0) = x′0,

...
... (1.4)

x′n−1 = xn, xn−1(t0) = x
(n−2)
0 ,

x′n = f(t, x1, . . . , xn), xn(t0) = x
(n−1)
0
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a plat́ı, že je-li x řešeńı počátečńıho problému (1.1), (1.2), je n-tice funkćı

x, x′, . . . , x(n−1) řešeńım (1.4). Je-li n-tice x1, x2, . . . , xn řešeńım (1.4), je funkce x1

řešeńım počátečńıho problému (1.1), (1.2).

Nyńı si uvedeme větu o existenci řešeńı počátečńıho problému (1.3).

Věta 1 (Peanova). Bud’te a, b ∈ R+, t0 ∈ R, x0 ∈ Rn a označme I = 〈t0, t0 + a〉,
D = {x ∈ Rn : |x− x0| ≤ b}. Necht’ funkce f : I ×D → Rn je spojitá. Pak existuje

alespoň jedno řešeńı počátečńıho problému (1.3), které je definované na intervalu

J := 〈t0, t0 + α〉, kde α := min(a, bm−1), m = max[t,x]∈I×D |f(t,x)|.

D̊ukaz: Můžeme naj́ıt např́ıklad v [3].

Dále si uvedeme větu o jednoznačnosti řešeńı počátečńıho problému (1.3).

Věta 2 (Picardova-Lindelöfova). Bud’te a, b ∈ R+, t0 ∈ R, x0 ∈ Rn a označme

J = 〈t0, t0+a〉, D = {x ∈ Rn : |x− x0| ≤ b}. Předpokládejme, že funkce f : J×D →
Rn je spojitá a splňuje Lipschitzovu podmı́nku (vzhledem k x): existuje L ∈ R+

0 tak,

že plat́ı

|f(t,x)− f(t,y)| ≤ L |x− y| , [t,x] , [t,y] ∈ J ×D.

Pak existuje právě jedno řešeńı počátečńıho problému (1.3) definované na intervalu

〈t0, t0 + δ〉 =: J+, kde

δ = min(a, bm−1),

přičemž

m = max
[t,x]∈J×D

|f(t,x)| .

D̊ukaz: Nalezneme např́ıklad v [3].

Dı́ky poznámce 1 můžeme některé poznatky o systémech přenést na rovnici

n-tého řádu. O existenci a jednoznačnosti počátečńıho problému (1.1), (1.2) pak

vypov́ıdaj́ı následuj́ıćı dvě věty.

Věta 3. Bud’te a, b ∈ R+, D = {(x1, . . . , xn) : |x1 − x0|+|x2 − x′0|+· · ·+|xn−x(n−1)
0 |

≤ b}. Je-li funkce spojitá na množině 〈t0− a, t0 + a〉×D, pak má počátečńı problém

(1.1), (1.2) alespoň jedno řešeńı.

Věta 4. Necht’ jsou splněny předpoklady předcházej́ıćı věty a necht’ funkce f splňuje

nav́ıc Lipschitzovu podmı́nku

|f(t, x1, . . . , xn)− f(t, y1, . . . , yn)| ≤ L (|x1 − y1|+ · · ·+ |xn − yn|)

pro (t, x1, . . . , xn), (t, y1, . . . , yn) ∈ 〈t0− a; t0 + a〉 ×D, pak počátečńı problém (1.1),

(1.2) má jediné řešeńı definované na intervalu 〈t0−α, t0+α〉, kde α > 0 je dostatečně

malé.

4



1.2 LODRn

V této kapitole se budeme zabývat lineárńı diferenciálńı rovnićı n-tého řádu, která

se vyskytuje v řešených modelech. Kapitola byla zpracována podle [3], [4].

Lineárńı diferenciálńı rovnićı n-tého řádu rozumı́me diferenciálńı rovnici

x(n) + a1(t)x(n−1) + · · ·+ an(t)x = f(t), (1.5)

kde a1(t), . . . , an(t) jsou reálné funkce definované na nějakém intervalu I ⊆ R.

Řešeńım rovnice (1.5) rozumı́me funkci x = ϕ(t) definovanou na nějakém inter-

valu J ⊆ I takovou, že ϕ(n)(t) + a1(t)ϕ(n−1)(t) + · · · + an(t)ϕ(t) = f(t) pro každé

t ∈ J .

Úplným řešeńım rovnice (1.5) rozumı́me řešeńı x, které neńı zúžeńım žádného

jiného řešeńı.

Počátečńım problémem rovnice (1.5) rozumı́me úlohu naj́ıt řešeńı rovnice (1.5),

které splňuje podmı́nky

x(t0) = ξ0, x
′(t0) = ξ1, . . . , x

(n−1)(t0) = ξn−1.

Je-li v rovnici (1.5) pravá strana f(t) = 0 pro ∀t ∈ I, mluv́ıme o homogenńı LODRn.

V opačném př́ıpadě, kdy je f(t) 6= 0 pro nějaké t ∈ I, mluv́ıme o nehomogenńı

LODRn. Homogenńı LODRn je tedy tvaru

x(n) + a1(t)x(n−1) + · · ·+ an(t)x = 0. (1.6)

Nyńı si uvedeme některé specifické vlastnosti homogenńıch rovnic.

Věta 5. Jsou-li funkce x1 = x1(t), x2 = x2(t), . . . , xk = xk(t) řešeńımi homogenńı

rovnice (1.6), poté také funkce

x = C1x1 + C2x2 + · · ·+ Ckxk, Ci ∈ R

je řešeńım rovnice (1.6).

Řešeńı rovnice (1.6) tvoř́ı tedy lineárńı prostor.

Definice 1. Necht’ x1(t), x2(t), . . . , xn(t) jsou reálné, popř́ıpadě komplexńı funkce

reálné proměnné t, které jsou definovány na intervalu I. Ř́ıkáme, že uvedené funkce

jsou na intervalu I lineárně nezávislé, jestliže vztah

C1x1(t) + C2x2(t) + · · ·+ Cnxn(t) = 0, x ∈ I

plat́ı pouze když C1 = C2 = · · · = Cn = 0, kde C1, C2, . . . , Cn jsou konstanty.

Je-li alespoň jedno Ck 6= 0, ř́ıkáme, že uvedené funkce jsou na intervalu I lineárně

závislé.
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K zjǐstěńı lineárńı závislosti či nezávislosti můžeme také využ́ıt Wronského de-

terminant.

Definice 2. Necht’ funkce x1(t), x2(t), . . . , xn(t) jsou na interval I alespoň (n− 1)-

-krát spojitě derivovatelné. Poté determinant matice

W (t) =


x1(t) x2(t) · · · xn(t)

x′1(t) x′2(t) · · · x′n(t)

· · · · · · · · · · · ·
x

(n−1)
1 (t) x

(n−1)
2 (t) · · · x

(n−1)
n (t)


se nazývá Wronského determinant funkćı x1(t), x2(t), . . . , xn(t).

Lineárńı nezávislost řešeńı homogenńı rovnice (1.6) pak posoud́ıme na základě

následuj́ıćı věty.

Věta 6. Necht’ x1(t), x2(t), . . . , xn(t) jsou partikulárńı řešeńı homogenńı LODRn

(1.6). Pak x1(t), x2(t), . . . , xn(t) jsou lineárně nezávislé na I, když a jen když

detW (t) 6= 0 pro ∀t ∈ I.

Definice 3. Systém řešeńı x1(t), x2(t), . . . , xn(t) homogenńı rovnice (1.6), kde řešeńı

jsou lineárně nezávislá na I, se nazývá fundamentálńı systém řešeńı rovnice (1.6).

Pro obecné řešeńı homogenńı rovnice (1.6) plat́ı:

Věta 7. Necht’ funkce x1(t), x2(t), . . . , xn(t) tvoř́ı fundamentálńı systém řešeńı ho-

mogenńı LODRn (1.6). Pak každé řešeńı x(t) této rovnice lze psát ve tvaru

x(t) = C1x1(t) + C2x2(t) + · · ·+ Cnxn(t), (1.7)

kde C1, C2, . . . , Cn, jsou vhodné konstanty.

Chceme-li naj́ıt obecné řešeńı nehomogenńı rovnice (1.5), využijeme následuj́ıćı

věty.

Věta 8. Obecné řešeńı rovnice (1.5) lze psát ve tvaru

x = xh + xp,

kde xh je obecné řešeńı homogenńı rovnice př́ıslušné k rovnici (1.5) (tedy obecné

řešeńı (1.7)) a xp je libovolné partikulárńı řešeńı rovnice (1.5).

Strukturu obecného řešeńı homogenńı rovnice jsme již stanovili. Zbývá tedy určit

libovolné partikulárńı řešeńı. To můžeme źıskat např́ıklad metodou variace konstant,

jej́ıž princip si nyńı uvedeme.
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Pro jednoduchost si princip metody ukážeme na nehomogenńı LODR2. Máme

tedy rovnici

x′′ + a1(t)x′ + a0(t)x = f(t), (1.8)

kde a1, a0 jsou reálné funkce proměnné t definované na nějakém intervalu I ⊆ R.

Je-li obecné řešeńı př́ıslušné homogenńı rovnice xh(t) = C1x1(t) + C2x2(t), parti-

kulárńı řešeńı rovnice (1.8) budeme hledat ve tvaru

x(t) = C1(t)x1(t) + C2(t)x2(t), (1.9)

kde C1(t), C2(t) jsou neznámé funkce. Derivaćı rovnice (1.9) dostaneme

x′(t) = C ′1(t)x1(t) + C1(t)x′1(t) + C ′2(t)x2(t) + C2(t)x′2(t).

Polož́ıme-li polovinu sč́ıtanc̊u rovnu nule

C ′1(t)x1(t) + C ′2(t)x2(t) = 0, (1.10)

derivace rovnice (1.9) se zjednodušš́ı na tvar

x′(t) = C1(t)x′1(t) + C2(t)x′2(t).

Opětovnou derivaćı obdrž́ıme

x′′(t) = C ′1(t)x′1(t) + C1(t)x′′1(t) + C ′2(t)x′2(t) + C2(t)x′′2(t).

Dosad́ıme-li vyjádřeńı prvńı a druhé derivace do rovnice (1.8), dostaneme

C ′1(t)x′1(t) + C1(t)x′′1(t) + C ′2(t)x′2(t) + C2(t)x′′2(t) + a1(t)[C1(t)x′1(t) + C2(t)x′2(t)]+

+ a0(t)[C1(t)x1(t) + C2(t)x2(t)] = f(t).

Protože funkce x1(t), x2(t) jsou řešeńım př́ıslušné homogenńı rovnice, součet všech

člen̊u rovnice obsahuj́ıćıch C1(t), C2(t) je roven nule. Tedy

C ′1(t)x′1(t) + C ′2(t)x′2(t) = f(t). (1.11)

Vztahy (1.10) a (1.11) tvoř́ı soustavu dvou rovnic pro neznámé C ′1(t), C ′2(t). Determi-

nant takovéto soustavy je Wronského determinant. Vzhledem k lineárńı nezávislosti

funkćı x1(t), x2(t) je Wronského determinant pro ∀t ∈ I r̊uzný od nuly. Soustava

dvou rovnic (1.10) a (1.11) má tedy jednoznačné řešeńı na celém intervalu I.

Integraćı C ′1(t), C ′2(t) dostaneme C1(t) a C2(t), které dosad́ıme do rovnice (1.9),

a źıskáme tak partikulárńı řešeńı xp nehomogenńı rovnice (1.8). Při integraci poklá-

dáme integračńı konstanty rovny nule, protože hledáme partikulárńı řešeńı. Obecné

řešeńı nehomogenńı rovnice (1.8) źıskáme pak ze vztahu

x = xh + xp.
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2 FYZIKÁLNÍ ODVOZENÍ SOUSTAVY

S PROMĚNNOU HMOTNOSTÍ

Typickým př́ıkladem soustavy s proměnnou hmotnost́ı je raketa. Hmotnost rakety

je z velké části tvořena hmotnost́ı paliva a okysličovadla. Vlivem spalováńı paliva se

tedy jej́ı hmotnost v pr̊uběhu letu měńı.

Abychom mohli popsat pohyb rakety s proměnnou hmotnost́ı, využijeme zákona

o zachováńı hybnosti.

m

~v

m + ∆m

~v + ∆~v

−∆m

~U

y y

(a) (b)

vymezená
soustava

vymezená
soustava

Obr. 2.1: Vymezeńı soustavy [2].

Na obrázku 2.1 (a) je zachycena raketa o hmotnosti m a rychlosti v v čase t.

Obrázek 2.1 (b) ukazuje raketu v čase t+∆t. Hmotnost rakety v d̊usledku úbytku

paliva klesla na hodnotu m+∆m (změna hmotnosti ∆m < 0) a jej́ı rychlost vzrostla

na hodnotu v + ∆v. Výraz −∆m reprezentuje hmotnost zplodin, které opouštěj́ı

raketu rychlost́ı U . Vymeźıme-li soustavu tak, aby zahrnovala raketu i zplodiny

opouštěj́ıćı raketu, bude tato soustava uzavřená a izolovaná.

Uzavřená soustava je taková soustava, ve které nedocháźı k výměně hmoty

mezi soustavou a jej́ım okoĺım.

Izolovanou soustavou rozumı́me soustavu, na kterou nep̊usob́ı žádné vněǰśı

śıly.

Hybnost soustavy raketa-zplodiny se neměńı a plat́ı

mv = (m+ ∆m)(v + ∆v) + (−∆m)U.
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Úpravou źıskáme

m∆v = −∆m(v + ∆v − U). (2.1)

Zavedeme-li relativńı rychlost zplodin vzhledem k raketě jako

u = (v + ∆v)− U,

dostáváme

m∆v = −∆mu.

Vyděleńım této rovnice délkou časového intervalu ∆t dostaneme rovnici

m
∆v

∆t
= −u∆m

∆t
. (2.2)

Pro ∆t→ 0 dostaneme z rovnice (2.2) rovnici pro okamžité hodnoty veličin

m
dv

dt
= −udm

dt
. (2.3)

Derivaci rychlosti podle času reprezentuje okamžité zrychleńı rakety. Výraz dm
dt

znač́ı

úbytek hmotnosti. Zavedeme-li rychlost spotřeby paliva R
[
kg
s

]
jako

R = −dm
dt

> 0,

rovnice (2.3) přejde na tvar

ma = Ru (rovnice Meščerského)1. (2.4)

Výraz Ru v rovnici (2.4) má rozměr śıly
([

kg
s
m
s

= N
])

a vyjadřuje tah motoru. Tah

záviśı pouze na vlastnostech konkrétńıho motoru.

1Ivan Vsevolodovič Meščerskij (Archangel, 1859 - Leningrad, 1935) - ruský fyzik, jeden ze za-

kladatel̊u mechaniky těles s proměnnou hmotnost́ı [5].
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3 ODVOZENÍ POHYBOVÝCH ROVNIC

V této kapitole odvod́ıme rovnice popisuj́ıćı pohyb rakety.

3.1 Pohybové rovnice v 1D prostoru

Vyjdeme z druhého Newtonova zákona∑
~F = m~a,

kde ∑
~F = ~F1︸︷︷︸

tah motoru

+ ~F2︸︷︷︸
t́ıhová śıla

(3.1)

V rovnici (3.1) jsme zanedbali vliv odporové śıly. V př́ıpadě vlivu odporové śıly by

na pravé straně rovnice (3.1) vystupoval ještě vektor ~F3 vyjadřuj́ıćı vliv odporové

śıly.

Dosad́ıme-li do rovnice (3.1) za tah motoru výraz Ru, źıskaný z Meščerského

rovnice, a za t́ıhovou śılu −mg, kde g je t́ıhové zrychleńı, dostaneme∑
~F = R~u−m~g.

Z druhého Newtonova zákona tedy plyne

m~a = R~u−m~g.

Hmotnost raketym, relativńı rychlost zplodin vzhledem k raketě u a rychlost spotřeby

paliva R = −dm
dt

jsou obecně funkćı času. Poloha rakety v čase t je tedy dána sou-

stavou diferenciálńıch rovnic

m(t)ÿ(t) = R(t)u(t)−m(t)g

ṁ = −R(t),

kde y(t) označuje výšku rakety v čase t.

3.2 Pohybové rovnice v 2D prostoru

Rovnici (2.1), která vyjadřuje zákon zachováńı hmotnosti, přeṕı̌seme do vektorového

tvaru.

m∆~v = −∆m(~v + ∆~v − ~U)
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α(t)

~v

y

x

Obr. 3.1: Zobrazeńı úhlu α(t) charakterizuj́ıćıho pohyb rakety.

V ose x dostaneme

m∆vx = −∆m(v cosα + ∆v cosα− U cosα). (3.2)

Zavedeńım relativńı rychlosti ~u zplodin v̊uči raketě

~u = (~v + ∆~v)− ~U

u cos = v cosα + ∆v cosα− U cosα (pro osu x)

a poděleńım rovnice (3.2) délkou časového intervalu ∆t dostaneme rovnici

m
∆vx
∆t

= −∆m

∆t
u cosα,

kterou uprav́ıme na tvar

max = Ru cosα.

Obdobně pro osu y

may = Ru sinα.

Z Newtonova druhého zákona obdrž́ıme soustavu diferenciálńıch rovnic

m(t)ẍ(t) = R(t)u(t) cosα(t)

m(t)ÿ(t) = R(t)u(t) sinα(t)−m(t)g

ṁ = −R(t),

kde jej́ı řešeńı x(t), y(t) popisuje polohu rakety v čase t.

12



3.3 Pohybové rovnice v 3D prostoru

Budeme postupovat obdobně jako v př́ıpadě dvourozměrného prostoru. Zvoĺıme-li

úhly φ a ψ podle obrázku 3.2, dostaneme soustavu diferenciálńıch rovnic (3.3), která

popisuje polohu rakety v čase t

m(t)ẍ(t) = R(t)u(t) sinψ(t) sinφ(t)

m(t)ÿ(t) = R(t)u(t) sinψ(t)−m(t)g (3.3)

m(t)z̈(t) = R(t)u(t) sinψ(t) cosφ(t)

ṁ = −R(t),

kde jej́ı řešeńı x(t), y(t), z(t) popisuje polohu rakety v čase t.

φ(t)

~vxz

x

z

ψ(t)

~vyz

y

z

Obr. 3.2: Zobrazeńı úhl̊u φ(t), ψ(t), které charakterizuj́ı pohyb rakety.
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4 MODELY DYNAMIKY LETU RAKETY

4.1 Problém hladkého přistáńı

Pojmem hladké přistáńı rakety rozumı́me, že raketa dosedne na povrch s nulovou

rychlost́ı. Matematicky tedy požadujeme y(tk) = 0 a ẏ(tk) = 0, kde tk je čas přistáńı

rakety na povrchu.

y

t0

tk

y(0) = H

ẏ(0) = V

y(tk) = 0

ẏ(tk) = 0

R(t) = 0 t ∈ 〈0, t0〉

R(t) = K t ∈ 〈t0, tk〉

~v

t ∈ 〈0, tk〉

m

Obr. 4.1: Hladké přistáńı.

Jak ukazuje obrázek 4.1, máme raketu o hmotnosti m, která má v čase t = 0 určitou

výšku H a rychlost V . Abychom doćılili nulové rychlosti při přistáńı, muśıme v určitý

čas t0 zapnout motor rakety, který zpomalý rychlost rakety až na požadovanou

nulovou rychlost při dosednut́ı na povrch. Vliv motoru popisuje ř́ıd́ıćı funkce R(t)

R(t) =

{
0, t ∈ 〈0, t0〉
K, t ∈ 〈t0, tk〉.

(4.1)

Tato ř́ıd́ıćı funkce je po částech spojitá. V čase t ∈ 〈0, t0〉 je nulová a v čase t ∈ 〈t0, tk〉
nabývá určité konstantńı hodnoty. V našem př́ıpadě se jedná o konstantu K.

V této kapitole se budeme zabývat modely v 1D prostoru. Raketa se tedy bude

pohybovat po př́ımce kolmé k povrchu. Konkrétně budeme řešit:

• Hladké přistáńı rakety s konstantńı hmotnost́ı

– Hmotnost rakety je po celou dobu jej́ıho pohybu konstantńı. Plat́ı

m(t) = m0 = konst.

• Hladké přistáńı rakety s proměnnou hmotnost́ı

– Hmotnost rakety je funkćı času. S přibývaj́ıćım časem hmotnost klesá

(v d̊usledku spalováńı paliva).
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• Hladké přistáńı rakety s konstantńı hmotnost́ı s vlivem atmosféry

– V tomto modelu na raketu p̊usob́ı, na rozd́ıl od předcházej́ıćıch, ještě

odporová śıla.

4.1.1 Konstantńı hmotnost bez vlivu atmosféry

Pohyb rakety s konstantńı hmotnost́ı m0 popisuje diferenciálńı rovnice druhého řádu

m0ÿ(t) = R(t)u(t)−m0g.

Vyděleńım rovnice výrazem m0 dostáváme

ÿ(t) =
R(t)u

m0

− g, (4.2)

kde

R(t) =

{
0, t ∈ 〈0, t0〉
K, t ∈ 〈t0, tk〉

je ř́ıd́ıćı funkce, m0 je počátečńı hmotnost rakety, u = konst a g je t́ıhové zrychleńı.

Rovnici spoč́ıtáme pro t ∈ 〈0, t0〉 a pro t ∈ 〈t0, tk〉.

a) t ∈ 〈0, t0〉
Diferenciálńı rovnice (4.2) má tvar

ÿ(t) = −g. (4.3)

Jej́ı integraćı dostaneme

ẏ(t) = −gt+ c1.

Opětovnou integraćı dostaneme již obecné řešeńı, které je tvaru

y(t) = −1

2
gt2 + tc1 + c2.

Po dosazeńı počátečńıch podmı́nek y(0) = H, ẏ(0) = V źıskáme integračńı konstanty

c1 = V , c2 = H. Řešeńı rovnice (4.3) pak má tvar

y(t) = H + V t− 1

2
gt2.

b) t ∈ 〈t0, tk〉
Diferenciálńı rovnice má tvar

¨̄y(t) = AK − g, (4.4)

kde A = u
m0

. Řešeńı homogenńı rovnice (4.4) s nulovou pravou stranou je

ȳh = c̄1 + tc̄2.
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Partikulárńı řešeńı hledáme ve tvaru

ȳp = c1(t) + tc2(t).

Metodou variace konstant dostáváme(
1 t

0 1

)(
ċ1(t)

ċ2(t)

)
=

(
0

AK − g

)
,

c2(t) =
∫

(AK − g)dt = AKt− gt,
ċ1(t) + tċ2(t) = 0,

c1(t) = −
∫
AKtdt+

∫
gtdt = −AK t2

2
+ g t

2

2
.

Partikulárńı řešeńı rovnice (4.4) má poté tvar

ȳp =
1

2
AKt2 − 1

2
gt2.

Obecné řešeńı rovnice (4.4) je tedy

ȳ(t) = c̄1 + tc̄2 +
1

2
AKt2 +

1

2
gt2.

Počátečńı podmı́nky ȳ(t0) = y(t0), ˙̄y(t0) = ẏ(t0) vycházej́ı ze spojitosti řešeńı

v bodě t0. Po jejich dosazeńı do obecného řešeńı obdrž́ıme integračńı konstanty

c̄1 = H + 1
2
AKt20, c̄2 = V − AKt0. Řešeńı rovnice (4.4) pak má tvar

ȳ(t) = H +
1

2
AKt20 + V t− AKt0t+

1

2
AKt2 − 1

2
gt2. (4.5)

Abychom dosáhli hladkého přistáńı, požadujeme ȳ(tk) = 0, ˙̄y(tk) = 0. Dosazeńım

těchto podmı́nek do tvaru řešeńı (4.5) dostaneme soustavu dvou rovnic o dvou

neznámých t0 a tk.

V − AKt0 + AKtk − gtk = 0 (4.6)

H +
1

2
AKt20 + V tk − AKt0tk +

1

2
AKt2k −

1

2
gt2k = 0 (4.7)

Z rovnice (4.6) si vyjádř́ıme čas tk

tk =
AKt0 − V

B
, (4.8)

kde B = AK − g. Dosad́ıme-li výraz (4.8) do rovnice (4.7), dostaneme kvadratickou

rovnici

t20

(
AK

2
− (AK)2

B
+

(AK)3 − (AK)2g

2B2

)
+ t0

(
2V AK

B
+

2V AKg − (AK)2V

B2

)
+

+

(
H − V 2

B
+
AKV 2 − V 2g

2B2

)
= 0.

(4.9)
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Z rovnic (4.8) a (4.9) pak pro konkrétńı hodnoty můžeme spoč́ıtat časy t0 a tk, které

označuj́ı čas zapnut́ı motoru rakety a čas ukončeńı přistáńı. K výpočtu byl použit

software MATLAB.

u [m · s−1] K [kg · s] g [m · s−2] m0 [kg] H [m] V [m · s−1]

1000 50 9,81 1000 11000 0

Tab. 4.1: Tabulka hodnot pro konstanty vystupuj́ıćı v modelu.

Pro tato konkrétńı data obdrž́ıme

t0 = 42, 4571 s,

tk = 52, 8205 s.

4.1.2 Proměnná hmotnost bez vlivu atmosféry

Pohyb rakety s proměnnou hmotnost́ı popisuje soustava diferenciálńıch rovnic

m(t)ÿ(t) = R(t)u(t)−m(t)g (4.10)

ṁ(t) = −R(t), (4.11)

kde R(t) je stejná ř́ıd́ıćı funkce jako v př́ıpadě pohybu rakety s konstantńı hmotnost́ı,

definovaná vztahem (4.1), u(t) budeme opět považovat za konstantńı a dále budeme

psát pouze u. Soustavu vyřeš́ıme na časových intervalech 〈0, t0〉 a 〈t0, tk〉.
a) t ∈ 〈0, t0〉
Řešeńı rovnice (4.11) je konstantńı,m(t) = m0, kdem0 je počátečńı hmotnost rakety.

Dosad́ıme-li toto řešeńı do rovnice (4.10), dostáváme

ÿ(t) = −g. (4.12)

Rovnice (4.12) je totožná s rovnićı (4.3). Jej́ı obecné řešeńı je tedy

y(t) = −1

2
gt2 + tc1 + c2.

Dosazeńım počátečńıch podmı́nek y(0) = H a ẏ(0) = V obdrž́ıme řešeńı rovnice

(4.12)

y(t) = H + V t− 1

2
gt2.

b) t ∈ 〈t0, tk〉
Vzhledem k (4.1) je rovnice (4.11) ve tvaru

ṁ(t) = −K.
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Jej́ı integraćı źıskáme

m(t) = −Kt+ c.

Z počátečńı podmı́nky m(t0) = m0 plyne

m(t) = −Kt+Kt0 +m0.

Dosad́ıme-li toto řešeńı do rovnice (4.10), źıskáme diferenciálńı rovnici druhého řádu

¨̄y(t) =
Ku

Kt0 −Kt+m0

− g. (4.13)

Řešeńı homogenńı rovnice (4.13) s nulovou pravou stranou je

ȳh = c̄1 + tc̄2.

Partikulárńı řešeńı hledáme ve tvaru

ȳp = c1(t) + tc2(t).

Metodou variace konstant dostáváme(
1 t

0 1

)(
ċ1(t)

ċ2(t)

)
=

(
0

Ku
Kt0−Kt+m0

− g

)
,

tedy

c2(t) =

∫ (
Ku

Kt0 −Kt+m0

− g
)
dt = −u

∫ −K
Kt0 −Kt+m0

dt− gt =

= −u ln |Kt0 −Kt+mo| − gt

a

c1(t) =u

∫ −K
Kt0 −Kt+mo

tdt+

∫
gtdt = ut ln |Kt0 −Kt+mo| −

− u
∫

ln |Kt0 −Kt+m0| dt+ g
t2

2
= ut0 ln |Kt0 −Kt+mo|+

+
um0

K
ln |Kt0 −Kt+mo|+ ut− ut0 − u

m0

K
+ g

t2

2
.

Partikulárńı řešeńı je tedy

ȳp = ln |Kt0 −Kt+mo|
(
ut0 +

um0

K

)
+ ut− ut0 −

um0

K
− 1

2
gt2.

Z homogenńıho a partikulárńıho řešeńı dostáváme obecné řešeńı rovnice (4.13).

ȳ = c̄1 +tc̄2 +ln |Kt0 −Kt+mo|
(
ut0 − ut+

um0

K

)
+ut−ut0−

um0

K
− 1

2
gt2. (4.14)
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Integračńı konstanty c̄1 a c̄2 źıskáme z podmı́nek ȳ(t0) = y(t0) a ˙̄y(t0) = ẏ(t0).

Derivaćı rovnice (4.14) podle času t źıskáme

˙̄y = c̄2 −
ut0K

Kt0 −Kt+m0

− u ln |Kt0 −Kt+mo|+
utK − um0

Kt0 −Kt+m0

+ u− gt

a odtud pak

c̄2 = V + u ln |mo| .

Pro integračńı konstantu c̄1 plat́ı

c̄1 = H +
um0

K
− ln |mo|

(
ut0 +

um0

K

)
.

Řešeńı rovnice (4.13) je

ȳ =H − ln |mo|
(
ut0 − ut+

um0

K

)
+ V t+ ln |Kt0 −Kt+mo|

(
ut0 − ut+

um0

K

)
+

+ ut− ut0 −
1

2
gt2. (4.15)

K dosažeńı hladkého přistáńı muśı být splněny podmı́nky ȳ(tk) = 0 a ˙̄y(tk) = 0.

Dosazeńım těchto podmı́nek do rovnice (4.15) źıskáme soustavu dvou rovnic o ne-

známých t0 a tk.

u ln |mo|+ V − ut0K

Kt0 −Ktk +m0

− um0

Kt0 −Ktk +m0

− u ln |Kt0 −Ktk +mo|+

+
utkK

Kt0 −Ktk +m0
+ u− gtk = 0 (4.16)

H − ln |m0|
(
ut0 − utk +

um0

K

)
+ V tk + ln |Kt0 −Ktk +mo|

(
ut0 − utk +

um0

K

)
+

+ utk − ut0 −
1

2
gt2k = 0 (4.17)

Úpravou rovnice (4.16) dostáváme

ln |Kt0 −Ktk +mo| =
V + u ln |mo| − gtk

u
. (4.18)

Po odlogaritmováńı

exp

(
V + u ln |mo| − gtk

u

)
= Kt0 −Ktk +m0.

Pro čas t0 tedy plat́ı

t0 =
exp

(
V+u ln|mo|−gtk

u

)
+Ktk −m0

K
. (4.19)
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Dosazeńım rovnic (4.18) a (4.19) do rovnice (4.17) źıskáme rovnici s jedinou neznámou,

kterou je tk.

H − ln |mo|

uexp
(
V+u ln|mo|−gtk

u

)
+Ktk −m0

K
− utk +

um0

K

+ V tk+

+
V + u ln |mo| − gtk

u

uexp
(
V+u ln|mo|−gtk

u

)
+Ktk −m0

K
− utk +

um0

K

+ utk−

− u
exp

(
V+u ln|mo|−gtk

u

)
+Ktk −m0

K
− 1

2
gt2k = 0

(4.20)

Z rovnic (4.19) a (4.20) můžeme pro konkrétńı hodnoty spoč́ıtat časy t0 a tk, které

označuj́ı čas zapnut́ı motoru rakety a čas ukončeńı přistáńı. Soustava rovnic (4.19),

(4.20) je obecně nelineárńı. Budeme ji řešit numericky pomoćı softwaru MATLAB.

u [m · s−1] K [kg · s] g [m · s−2] m0 [kg] H [m] V [m · s−1]

1000 50 9,81 1000 11000 0

Tab. 4.2: Tabulka hodnot pro konstanty vystupuj́ıćı v modelu.

Pro tato konkrétńı data obdrž́ıme

t0 = 43, 2228 s,

tk = 51, 1089 s.

Čas t0, kdy raketa zapne motor, dosahuje oproti předcházej́ıćımu př́ıkladu s kon-

stantńı hmotnost́ı vyšš́ı hodnoty. To znamená, že raketa zapne motor později, což

je v souladu s naš́ım očekáváńım. Raketa totiž při chodu motoru ztráćı hmotnost

a motor tak nemuśı po celou dobu chodu brzdit raketu s počátečńı hmotnost́ı.

4.1.3 Konstantńı hmotnost s vlivem atmosféry

Nyńı budeme předpokládat raketu o konstantńı hmotnosti, na kterou p̊usob́ı, oproti

předešlým př́ıpad̊um, ještě odporová śıla

FD =
1

2
ρv2CDA,

kde ρ je hustota vzduchu, v je rychlost rakety, CD je koeficient odporu, A je pr̊uřez

rakety.
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V našem př́ıpadě vyjádř́ıme odporovou śılu zjednodušeně vztahem γ(ẏ)2, kde γ je

kladná konstanta. Pohyb rakety je tedy popsán diferenciálńı rovnićı

m(t)ÿ(t) = R(t)u(t)−m(t)g + γ(ẏ)2.

Hmotnost rakety m(t) je konstantńı, tedy m(t) = m0. Konstantńı je i relativńı

rychlost zplodin v̊uči raketě u(t) = u. R(t) je opět ř́ıd́ıćı funkce

R(t) =

{
0, t ∈ 〈0, t0〉
K, t ∈ 〈t0, tk〉.

Rovnici tedy můžeme upravit na tvar

ÿ(t) =
R(t)u

m0

− g +
γ

m0

(ẏ)2. (4.21)

Rovnici (4.21) vyřeš́ıme na časových intervalech t ∈ 〈0, t0〉 a t ∈ 〈t0, tk〉.
a) t ∈ 〈0, t0〉 Rovnice (4.21) má tvar

ÿ(t) = −g +
γ

m0

(ẏ)2. (4.22)

Označ́ıme-li S = γ
m0

, dostáváme

v̇(t) = −g + Sv2,

kde v = ẏ(t). Jedná se o rovnici se separovanými proměnnými, kterou uprav́ıme na

tvar
1

Sv2 − gdv = dt.

Následnou integraćı źıskáváme

−
tanh−1

(√
S
g
v
)

√
Sg

= t+ c. (4.23)

Z počátečńı podmı́nky v(0) = V vypoč́ıtáme integračńı konstantu

c = −
tanh−1

(√
S
g
V
)

√
Sg

.

Po dosazeńı integračńı konstanty do rovnice (4.23) dostáváme rovnici

−
tanh−1

(√
S
g
v
)

√
Sg

= t−
tanh−1

(√
S
g
V
)

√
Sg

,

kterou uprav́ıme na tvar

v(t) =

√
g

S
tanh

(
W
√
Sg − t

√
Sg
)
, (4.24)
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kdeW =
tanh−1

(√
S
g
V
)

√
Sg

. Integraćı rovnice (4.24), která představuje rychlost rakety

v čase t, dostaneme obecné řešeńı rovnice (4.22).

y(t) = − 1

S
ln
∣∣∣cosh

(√
Sg(t− w)

)∣∣∣+ c (4.25)

Po dosazeńı počátečńı podmı́nky y(0) = H źıskáme integračńı konstantu

c = H +
1

S
ln
∣∣∣cosh

(
W
√
Sg
)∣∣∣ .

Integračńı konstanta a rovnice (4.25) nám dává řešeńı rovnice (4.22)

y(t) = − 1

S
ln
∣∣∣cosh

(√
Sg(t−W )

)∣∣∣+H +
1

S
ln
∣∣∣cosh

(
W
√
Sg
)∣∣∣ , (4.26)

které vyjadřuje polohu rakety v čase t ∈ 〈0, t0〉.
b) t ∈ 〈t0, tk〉
Rovnice (4.21) má tvar

¨̄y(t) =
Ku

m0

− g +
γ

m0

( ˙̄y)2. (4.27)

Označeńım S = γ
m0

a P = Ku
m0
− g dostaneme

˙̄v(t) = P + Sv̄2,

kde v̄ = ẏ(t). Jde o rovnici se separovanými proměnnými, kterou uprav́ıme na tvar

1

P + Sv̄2
dv̄ = dt.

Integraćı źıskáme

tan−1
(√

S
P
v̄
)

√
SP

= t+ c. (4.28)

Počátečńı podmı́nka v̄(t0) = v(t0) plyne ze spojitosti řešeńı v bodě t0. Z rovnice

(4.24) dostáváme počátečńı podmı́nku ve tvaru

v̄(t0) =

√
g

S
tanh

(
W
√
Sg − t0

√
Sg
)
.

Po jej́ım dosazeńı do rovnice (4.28) obdrž́ıme integračńı konstantu

c =

tan−1

(√
S
P

√
g tanh(

√
Sg(W−t0))√
S

)
√
SP

− t0.

Z integračńı konstanty a rovnice (4.28) źıskáme rovnici

tan−1
(√

S
P
v̄
)

√
SP

= t+

tan−1

(√
g tanh(

√
Sg(W−t0))√
P

)
√
SP

− t0,
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kterou uprav́ıme na tvar

v̄(t) =

√
P

S
tan

(
t
√
SP + tan−1

(√
g tanh

(√
Sg(W − t0)

)
√
P

)
− t0
√
SP

)
. (4.29)

Rovnice (4.29) vyjadřuje rychlost rakety v čase t ∈ 〈t0, tk〉. Jej́ı integraćı dostaneme

obecné řešeńı rovnice (4.27).

ȳ(t) = −
ln
(

cos
(

tan−1
(√

g
P

tanh
(√

Sg(W − t0)
))

+
√
SP (t− t0)

))
S

+ c (4.30)

Ze spojitosti řešeńı v bodě t0 a rovnice (4.26) obdrž́ıme

ȳ(t0) = − 1

S
ln
∣∣∣cosh

(√
Sg(t0 −W )

)∣∣∣+H +
1

S
ln
∣∣∣cosh

(
W
√
Sg
)∣∣∣ .

Dosazeńım tohoto vztahu do rovnice (4.30) źıskáme integračńı konstantu

c =
ln
(
cos
(
tan−1

(√
g
P

tanh
(√

Sg(W − t0)
))))

S
− 1

S
ln
∣∣∣cosh

(√
Sg(t0 −W )

)∣∣∣+
+H +

1

S
ln
∣∣∣cosh

(
W
√
Sg
)∣∣∣ .

Z obecného řešeńı (4.25) a integračńı konstanty źıskáme již řešeńı rovnice (4.27),

které je tvaru

ȳ(t) =−
ln
(

cos
(

tan−1
(√

g
P

tanh
(√

Sg(W − t0)
))

+
√
SP (t− t0)

))
S

+

+
ln
(
cos
(
tan−1

(√
g
P

tanh
(√

Sg(W − t0)
))))

S
−

− 1

S
ln
∣∣∣cosh

(√
Sg(t0 −W )

)∣∣∣+H +
1

S
ln
∣∣∣cosh

(
W
√
Sg
)∣∣∣ .

(4.31)

Abychom doćılili hladkého přistáńı, požadujeme podmı́nky ȳ(tk) = 0 a ˙̄y(tk) = 0.

Dosad́ıme-li tyto podmı́nky do (4.29) a (4.31), źıskáme soustavu dvou nelineárńıch

rovnic o neznámých t0 a tk.√
P

S
tan

(
tk
√
SP + tan−1

(√
g tanh

(√
Sg(W − t0)

)
√
P

)
− t0
√
SP

)
= 0 (4.32)

−
ln
(

cos
(

tan−1
(√

g
P

tanh
(√

Sg(W − t0)
))

+
√
SP (tk − t0)

))
S

+

+
ln
(
cos
(
tan−1

(√
g
P

tanh
(√

Sg(W − t0)
))))

S
−

− 1

S
ln
∣∣∣cosh

(√
Sg(t0 −W )

)∣∣∣+H +
1

S
ln
∣∣∣cosh

(
W
√
Sg
)∣∣∣ = 0 (4.33)

Z rovnic (4.32) a (4.33) můžeme pro konkrétńı hodnoty spoč́ıtat časy t0 a tk, které

označuj́ı čas zapnut́ı motoru rakety a čas ukončeńı přistáńı. Nelineárńı soustavu

rovnic (4.32), (4.33) můžeme pro konkrétńı data řešit např́ıklad pomoćı softwaru

MATLAB.
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u [m · s−1] K [kg · s] g [m · s−2] m0 [kg] H [m] V [m · s−1] γ [−]

1000 50 9,81 1000 11000 0 0,03

Tab. 4.3: Tabulka hodnot pro konstanty vystupuj́ıćı v modelu.

Pro tato konkrétńı data obdrž́ıme

t0 = 45, 7007 s,

tk = 54, 7140 s.

Čas t0, kdy raketa zapne motor, dosahuje oproti př́ıkladu s konstantńı hmotnost́ı

bez vlivu atmosféry vyšš́ı hodnoty. Raketa tedy zapne motor později, což je v sou-

ladu s naš́ım očekáváńım. Na raketu totiž p̊usob́ı nav́ıc odporová śıla, která během

přistáńı raketu brzd́ı.

4.2 Úloha o maximálńım doletu rakety

V této kapitole se budeme zabývat 2D modelem, který bude představovat maximálńı

dolet rakety.

Ve 2D prostoru je poloha rakety určena soustavou diferenciálńıch rovnic

m(t)ẍ(t) = R(t)u(t) cosα(t)

m(t)ÿ(t) = R(t)u(t) sinα(t)−m(t)g (4.34)

ṁ = −R(t).

Budeme uvažovat raketu s počátečńımi podmı́nkami

x(0) = ẋ(0) = 0

y(0) = ẏ(0) = 0 (4.35)

m(0) = m0.

Chceme-li zjistit dolet rakety, muśıme požadovat podmı́nku

y(tk) = 0, (4.36)

tedy, že poloha rakety v ose y je v čase přistáńı tk nulová.

Z optimálńıho ř́ızeńı je známa následuj́ıćı věta.

Věta 9. Necht’ R̃(t), α̃(t), kde 0 ≤ t ≤ tk, je optimálńı řešeńı úlohy (4.34)-(4.36),

x(tk)→ max .
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Pak existuje t0, 0 < t0 < tk tak, že

R̃(t) =

{
K, t ∈ 〈0, t0〉
0, t ∈ 〈t0, tk〉

, α̃(t) =

{
α̃, t ∈ 〈0, t0〉
lib., t ∈ 〈t0, tk〉

,

kde α̃ je vhodná konstanta splňuj́ıćı 0 ≤ α̃ ≤ π
2
.

D̊ukaz: Lze nalézt např́ıklad v [1].

Z věty 9 lze vidět, že funkce R(t), α(t) je vhodné hledat ve tvaru

R(t) =

{
K, t ∈ 〈0, t0〉
0, t ∈ 〈t0, tk〉

, (4.37)

α(t) =

{
α, t ∈ 〈0, t0〉
lib., t ∈ 〈t0, tk〉

. (4.38)

α

~v

y

x

y(0) = 0
ẏ(0) = 0

x(0) = 0
ẋ(0) = 0

y(tk) = 0

R(t) = K t ∈ 〈0, t0〉 R(t) = 0 t ∈ 〈t0, tk〉
α(t) = α t ∈ 〈0, t0〉 α(t) = lib. t ∈ 〈0, t0〉

t0

Obr. 4.2: Dolet rakety.

Soustavu diferenciálńıch rovnic (4.34) vyřeš́ıme tedy nejdř́ıve na časovém intervalu

t ∈ 〈0, t0〉 a poté na intervalu t ∈ 〈t0, tk〉.
a) t ∈ 〈0, t0〉
Pro tento časový interval plat́ı

ṁ(t) = −K.

Integraćı a dosazańım podmı́nky m(0) = m0 dostaneme

m(t) = −Kt+m0.
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Dosad́ıme-li tento výsledek do rovnic soustavy (4.34), s ohledem na (4.37) a (4.38)

obdrž́ıme dvě diferenciálńı rovnice druhého řádu

ẍ(t) =
uK cosα

−Kt+m0

, (4.39)

ÿ(t) =
uK sinα

−Kt+m0

− g. (4.40)

Nejdř́ıve vyřeš́ıme rovnici (4.39). Jej́ı integraćı dostáváme

vx(t) =

∫
uK cosα

−Kt+m0

dt = −u cosα

∫ −K
−Kt+m0

dt = −u cos ln |−Kt+m0|+ c.

Dosazeńım počátečńı podmı́nky vx(0) = 0 obdrž́ıme integračńı konstantu

c = u cosα ln |m0| .

Pro rychlost rakety v ose x tedy plat́ı

vx(t) = −u cosα ln |−Kt+m0|+ u cosα ln |m0| . (4.41)

Opětovnou integraćı rovnice (4.41) źıskáme

x(t) =

∫
−u cosα ln |−Kt+m0| dt+

∫
u cosα ln |m0| dt =

= −u cosα
(Kt−m0) ln |−Kt+m0| −Kt

K
+ u cosα ln |m0| t+ c.

Po dosazeńı počátečńı podmı́nky x(0) = 0 dostaneme integračńı konstantu

c = −u cosα
m0 ln |m0|

K
.

Polohu rakety v ose x tedy určuje rovnice

x(t) =− u cosα
(Kt−m0) ln |−Kt+m0| −Kt

K
+ u cosα ln |m0| t−

− u cosα
m0 ln |m0|

K
.

(4.42)

Nyńı vyřeš́ıme rovnici (4.40). Jej́ı integraćı dostáváme

vy(t) =

∫
uK sinα

−Kt+m0

dt−
∫
gdt = −u sinα ln |−Kt+m0| − gt+ c.

Dosazeńım počátečńı podmı́nky vy(0) = 0 obdrž́ıme integračńı konstantu

c = u sinα ln |m0| .

Pro rychlost rakety v ose y tedy plat́ı

vy(t) = −u sinα ln |−Kt+m0| − gt+ u sinα ln |m0| . (4.43)
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Opětovnou integraćı rovnice (4.43) źıskáme

y(t) =

∫
−u sinα ln |−Kt+m0| dt−

∫
gtdt+

∫
u sinα ln |m0| dt =

= −u sinα
(Kt−m0) ln |−Kt+m0| −Kt

K
− g t

2

2
+ u sinα ln |m0| t+ c.

Po dosazeńı počátečńı podmı́nky y(0) = 0 dostaneme integračńı konstantu

c = −u sinα
m0 ln |m0|

K
.

Polohu rakety v ose y tedy určuje rovnice

y(t) =− u sinα
(Kt−m0) ln |−Kt+m0| −Kt

K
− g t

2

2
+ u sinα ln |m0| t−

− u sinα
m0 ln |m0|

K
.

(4.44)

b) t ∈ 〈t0, tk〉
Pro tento časový interval plat́ı

˙̄m(t) = 0.

Integraćı a dosazeńım podmı́nky m̄(t0) = m(t0), která plyne ze spojitosti řešeńı

v bodě t0, dostaneme

m̄(t) = −Kt0 +m0.

Dosad́ıme-li tento výsledek do rovnic soustavy (4.34), s ohledem na (4.37) a (4.38)

obdrž́ıme dvě diferenciálńı rovnice druhého řádu

ẍ(t) = 0, (4.45)

ÿ(t) = −g. (4.46)

Nejdř́ıve vyřeš́ıme rovnici (4.45). Integraćı této rovnice dostáváme

v̄x(t) = c.

Na základě spojitosti řešeńı v bodě t0 źıskáme integračńı konstantu z podmı́nky

v̄x(t0) = vx(t0), kde vx(t0) = −u cosα ln |−Kt0 +m0| + u cosα ln |m0| . Integračńı

konstanta je tak tvaru

c = −u cosα ln |−Kt0 +m0|+ u cosα ln |m0| .

Pro rychlost rakety v ose x tedy plat́ı

v̄x(t) = −u cosα ln |−Kt0 +m0|+ u cosα ln |m0| . (4.47)
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Opětovnou integraćı rovnice (4.47) źıskáme

x̄(t) =

∫
−u cosα ln |−Kt0 +m0| dt+

∫
u cosα ln |m0| dt =

= −u cosα ln |−Kt0 +m0| t+ u cosα ln |m0| t+ c.

K určeńı integračńı konstanty využijeme opět spojitosti řešeńı v bodě t0, která nám

dává podmı́nku x̄(t0) = x(t0), x(t0) źıskáme z rovnice (4.42). Integračńı konstanta

je tak tvaru

c =u cosα ln |−Kt0 +m0| t0 − u cosα
(Kt0 −m0) ln |−Kt0 +m0| −Kt0

K
−

− u cosα
m0 ln |m0|

K
.

Polohu rakety v ose x tedy určuje rovnice

x̄(t) =− u cosα ln |−Kt0 +m0| t+ u cosα ln |m0| t+

+ u cosα
m0 ln |−Kt0 +m0|+Kt0

K
− u cosα

m0 ln |m0|
K

.
(4.48)

Nyńı vyřeš́ıme rovnici (4.46). Jej́ı integraćı dostáváme

v̄y = −gt+ c.

Podmı́nka v̄y(t0) = vy(t0) plynoućı ze spojitosti řešeńı v bodě t0, kde vy(t0) źıskáme

z rovnice (4.43), určuje integračńı konstantu

c = −u sinα ln |−Kt0 +m0|+ u sinα ln |m0| .

Pro rychlost rakety v ose y tedy plat́ı

v̄y(t) = −gt− u sinα ln |−Kt0 +m0|+ u sinα ln |m0| . (4.49)

Opětovnou integraćı rovnice (4.49) źıskáme

ȳ(t) = −
∫
gtdt−

∫
u sinα ln |−Kt0 +m0| dt+

∫
u sinα ln |m0| dt =

= −g t
2

2
− u sinα ln |−Kt0 +m0| t+ u sinα ln |m0| t+ c.

Znovu využijeme spojitosti řešeńı v bodě t0 a z podmı́nky ȳ(t0) = y(t0), kde y(t0)

źıskáme z rovnice (4.44), obdrž́ıme integračńı konstantu

c = u sinα
m0 ln |−Kt0 +m0|+Kt0

K
− u sinα

m0 ln |m0|
K

.

Polohu rakety v ose y tedy určuje rovnice

ȳ(t) =− g t
2

2
− u sinα ln |−Kt0 +m0| t+ u sinα ln |m0| t+

+ u sinα
m0 ln |−Kt0 +m0|+Kt0

K
− u sinα

m0 ln |m0|
K

.

(4.50)
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Pro čas přistáńı tk dostaneme z rovnic (4.48) a (4.50) rovnice

x̄(tk) =− u cosα ln |−Kt0 +m0| tk + u cosα ln |m0| tk+

+ u cosα
m0 ln |−Kt0 +m0|+Kt0

K
− u cosα

m0 ln |m0|
K

,

ȳ(tk) =− g t
2
k

2
− u sinα ln |−Kt0 +m0| tk + u sinα ln |m0| tk+

+ u sinα
m0 ln |−Kt0 +m0|+Kt0

K
− u sinα

m0 ln |m0|
K

.

Odsud můžeme formulovat optimalizačńı úlohu nelineárńıho programováńı (s ne-

známými t0, tk, α) tj. maximalizovat výraz

− u cosα ln |−Kt0 +m0| tk + u cosα ln |m0| tk+

+ u cosα
m0 ln |−Kt0 +m0|+Kt0

K
− u cosα

m0 ln |m0|
K

→ max

za omezeńı

− g t
2
k

2
− u sinα ln |−Kt0 +m0| tk + u sinα ln |m0| tk+

+ u sinα
m0 ln |−Kt0 +m0|+Kt0

K
− u sinα

m0 ln |m0|
K

= 0

a

0 ≤ α ≤ π

2

0 < t0 < tk

−Kt0 +m0 −mk ≥ 0,

kde mk je hmotnost rakety v čase tk. Tuto úlohu pak můžeme řešit pro pevně

dané parametry g, k,m0,mk, u pomoćı nějakého systému pro řešeńı optimálńıch úloh

nelineárńıho programováńı. Např́ıklad pomoćı GAMS.
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ZÁVĚR

Ćılem práce bylo matematicky popsat soustavu s proměnnou hmotnost́ı. Konkrétně

jsme se zabývali raketou, jej́ıž hmotnost se v d̊usledku spalováńı paliva (které tvoř́ı

převážnou hmotnost rakety) během letu měńı. K popisu pohybu rakety jsme využili

zákona o zachováńı hybnosti a druhého Newtonova zákona.

Nejdř́ıve jsme odvodili pohybové rovnice pro 1D, 2D a 3D prostor. Vycházeli

jsme z druhého Newtonova zákona a z Meščerského rovnice, kterou jsme odvodili ze

zákona zachováńı hybnosti na základě vhodně vymezené soustavy tvořené raketou

a zplodinami opouštej́ıćımi raketu.

Dále jsme se zabývali problémem hladkého přistáńı v 1D prostoru. Postupně jsme

zkoumali hladké přistáńı rakety s konstantńı hmotnost́ı, s proměnnou hmotnost́ı a na

závěr jsme př́ıpad přistáńı rakety s konstantńı hmotnost́ı doplnili o vliv atmosféry.

Teoretické poznatky jsme aplikovali na konkrétńı data a obdrželi jsme očekáváné

výsledky. Tedy, že v př́ıpadě rakety s proměnnou hmotnost́ı dojde k pozděǰśımu

zapnut́ı motoru oproti př́ıpadu s konstantńı hmotnost́ı rakety a že vliv atmosféry

oddáĺı zapnut́ı motoru.

Ve 2D prostoru jsme se zabývali úlohou maximálńıho doletu rakety. Z teorie op-

timálńıho ř́ızeńı jsme źıskali tvar funkćı R(t) a α(t), které daný model charakterizuj́ı.

Práci by bylo možné v budoucnu doplnit např́ıklad rozš́ı̌reńım 2D modelu o po-

žadavek hladkého přistáńı. Pro takto zvolený model lze opět využ́ıt tvrzeńı z op-

timálńıho ř́ızeńı o existenci vhodného tvaru funkćıR(t) a α(t). Dále by bylo např́ıklad

možné minimalizovat dobu letu či navrhnout model pro minimálńı spotřebu paliva.

Také bychom mohli řešit modely v 3D prostoru, č́ımž se zabývá letecká dynamika.
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