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Jarmila Dédkova se narodila v roce 1959 ve Znojmé. V roce 1983 ab-
solvovala studium oboru silnoprouda elektrotechnika na FE VUT v Brné.
Od roku 1981 byla zapojena jako studentska védecka sila na katedfe teo-
retické a experimentalni elektrotechniky do vyzkumu vypoctu elektric-
kych poli metodou indukovanych nabojii. Zde byla v roce 1983 pfijata na
dvoulety studijni pobyt a vroce 1985 do védecké aspirantury v oboru
Teoreticka elektrotechnika, ukoncené roku 1990 obhajobou kandidatské
disertacni prace ,,Ptispévek k metodé povrchovych naboji‘.

Od roku 1991 do soucasnosti je zaméstnana na Fakulté elektrotechniky a
informatiky VUT v Brné jako odborny asistent UTEE. Je zapojena do
vyuky kurzii Teoretickd elektrotechnika, Uzity elektromagnetismus,
Elektromagnetismus. V oblasti vyzkumu se zabyvé pfevazné modelova-
nim elektromagnetickych poli metodou konec¢nych prvki. Je spoluautor
programovych syst¢émti BMEP, MEP a MMAP pro vypocet elektrostatic-
kych poli, elektrickych poli ve ztratovém prostiedi, magnetickych stacio-

narnich a harmonicky proménnych poli.



1. UVOoD

V elektrotechnické praxi se setkdvame zejména pii ndvrhu zafizeni na vysoké a velmi vyso-
ké napéti s ulohou stanovit ¢asové proménné elektrické pole v soustavach sestavajicich z elek-
trod napajenych z napétovych nebo proudovych zdroju a z dielektrik vykazujicich malou ztrato-
vou konduktivitu. Pfitom proudy zptisobené konduktivitou jsou fadové stejné jako proudy Ma-
xwellovy (posuvné) a pii vypoctu elektrického pole je tieba respektovat obé odpovidajici prou-
dové hustoty.

Pti¢inou vzniku zvySené objemoveé konduktivity mohou byt zdroje znecisténi (vzduch), nebo
muze byt objemova konduktivita zavadéna umeéle s cilem dosdhnout predepsaného rozlozeni
nap¢ti na riiznych konstrukénich prvcich. Velikost konduktivity se voli s ohledem na minimalni
ztraty, avSak aby se soucasné potlacil vliv kapacitnich proudl na rozlozeni napéti.

Plosna konduktivita se vyskytuje zejména na povrchu izolatorti zafizeni vystavenych atmo-
sférickym exhalacim a snizuje jejich pieskokové napéti. Jeji velikost zavisi na druhu znecisténi a
muze dosahovat v krajnim ptipadé y = 50- 10°S i vice. Je pfi¢inou znerovnoméméni elektrické-
ho pole a nésledného pieskoku, ktery je dosud pfedmétem experimentalnich vyzkumu. Pro po-
tteby vypoctu pole je dale tato veli¢ina povazovana za zadanou konstantu. K zabezpeceni rov-
nomérného rozlozeni napéti napt. na vn prichodkach nebo vyvodech vinuti vn generatori se
pouzivaji k dosazeni homogenniho elektrického pole tenké vrstvy rezistivnich laki.

Pfi numerickém vypoctu elektrickych poli na zatizenich, kde se vyskytuji dielektrické vrstvy
zanedbatelné tloustky 4 (napt. moderni pénové polyuretanové izolatory s kondenzovanou tenkou
vrstvou dielektrika na povrchu o permitivité €), definujeme analogicky plosnou permitivitu vzta-
hem & = h-¢.

Vypocet elektrickych poli v prostiedi se ztratami ma sva specifika. Za ptitomnosti uvede-
nych konduktivit je v ustadleném harmonickém stavu pfi primyslovém kmitoctu 50 Hz délka viny
nekolik tisic kilometra. U razovych vin je délka slozek spektra viny s nejvysSim kmitoctem stale
fadu stovek metrd. Proto jsou realné soustavy ,.elektricky malé* a virové elektrické pole, dané
¢asovou zménou pole magnetického, je zanedbatelné vici poli od piipojenych napéti. Elektrické
pole pak lze povazovat za nevirové a k jeho vypoctu pouzit skalarni potencial. Presto v téchto
soustavach pozorujeme prechodné deje, které souviseji s nabijenim rozhrani mezi dielektriky
s odliSnymi parametry plosSnym nabojem prostiednictvim vodivych i Maxwellovych proudd.
Typickou obvodovou analogii téchto poli jsou slozité odporové-kapacitni struktury.

Aplikace numerickych metod pii stanoveni elektrickych poli ve ztratovém prostiedi ma rela-
tivné dlouhou historii. Pfislusné ulohy riizni autofi fesi bud’ na zaklad¢ diferencialnich rovnic
pole pomoci metody kone¢nych prvki (MKP) a v ptipadé prechodnych dé&jti v kombinaci s me-
todou konecnych diferenci (MKD), nebo vychazeji z integralnich rovnic pole, feSenych Casto
metodou hrani¢nich prvka (MHP). Prvni pokus o vypocet harmonického pole ve ztratovém pro-
sttedi publikoval Andersen v [1]. V ¢lanku aplikoval MKP na uzavienou oblast s jednoduchymi
okrajovymi podminkami a nezabyval se moZnosti proudové napdjenych elektrod. Auriol
a Huang popsali v [2] numericky vypocet integralni rovnice pro ustaleny harmonicky stav s re-
spektovanim tenkych vodivych vrstev. V feSeni neuvazovali nelinearni zavislosti konduktivity na
elektrickém poli a proudové napéjené elektrody. Rasolonjanahary, Krédhenbiihl a Nicolas [3] pu-
blikovali vypocet vychazejici z integralnich rovnic trojrozmérného (3D) pole. Platnost demon-
strovali taktéZ na vypoctu harmonického pole. MHP pouzili Skopec, Wankowicz a Sikorski
v [4]. Nevyhoda metod vychézejicich z integralnich rovnic spo¢iva v omezeni na linearni pro-
blémy a harmonicka pole.

Metodu zalozenou na MKP a respektujici obecny cCasovy prubéh, popsali Enokizono
a Tsutsumi v [5]. Vyuzivaji kombinaci vypoctu razové viny spolu s fraktaly k vypoctu vyboje ve
vzduchu. Jejich feSeni vSak nezahrnuje vodivé vrstvy a proudem napajené elektrody. Problema-
tika proudové napajenych elektrod a tedy i elektrod s plovoucim potencidlem v MKP byla roz-
pracovana na UTEE FEI VUT na po¢atku devadesatych let. Metoda spo&iva v nahrazeni plos-
nych integralti hustoty toku vektoru (elektrické indukce, proudové hustoty) objemovym integra-
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lem ptes vrstvu prvki, sousedicich s elektrodou. Teorie a ziskané vysledky implementované do
programu MEP ([6]) jsou v [7] az [11]. Obdobné vztahy publikovali Dular, Legros a Nicolet az
v roce 1997 na konferenci COMPUMAG [12] s rozsifenim i1 na pole magneticka.

Vypocet elektrickych poli ve ztratovém prostiedi neni dosud béznou soucasti profesional-
nich programovych systémt. Samostatny modul k vypoctu 3D poli s rdzovymi vlnami, avSak bez
proudovych zdrojii a omezeny na uzavienou oblast, implementovali Dédek a Bachorec do pro-
sttedi systému ANSYS [13] vyuzivajiciho MKP. Popis variant spolu s vysledky je v [14] az [16],
v [17] jsou zavedeny proudové zdroje. Metoda si vyzadala definovani nového typu konecného
prvku a pro feSeni v Case pouzivda MKD.

Numericky vypocet elektrostatickych poli a jejich variant ma na UTEE dlouholetou tradici.
Prvni vypocty spadaji do let 1980-1983, kdy zacala dlouhodoba spoluprace s Vyzkumnym usta-
vem elektrickych pfistroji na vyvoji ptivodnich programi pro modelovani poli. Autorka této
prace se jich zucastnila od samého pocatku, a to nejprve jako studentska védecka sila, kdy se
podilela na vyvoji prvniho 2D programu zalozeného na MKP a vyvijené¢ho ve spolupraci s Prof.
Zlamalem, feditelem tehdej$iho Vypocetniho centra VUT. Program vyzadoval manudlni genera-
ci sit€¢ hermitovskych prvkl a vykonny pocitac, a proto byl nahrazen v roce 1984 vyvojem nové-
ho programu oznacovaného MEP, ktery byl vyvinut na tehdejsi katedfe teoretické a experimen-
talni elektrotechniky. MEP mél od pocatku automaticky generator sité a graficky postprocesor.
Mohl byt provozovan na pocitacich typu ADT a SM, tehdy dostupnych na elektrotechnické fa-
kulté a ve VUEP, kde ho autorka implementovala béhem odborné praxe. Soubé&zné se podilela na
vyvoji programu, ktery fesil 3D integralni rovnice metodou povrchovych néboji. Vysledky pub-
likovala ve své kandidatské disertatni praci. Dal$i vyvoj MEP umoznilo zavedeni PC
v roce 1987. Program byl pfepsan nejprve pro operacni systém DOS, pozdéji pro extender DOS
a vroce 1995 pro Windows 95 a NT. Postupné byl vylepSovéan po strance odborné i snadnosti
obsluhy a od roku 1990 byl pouzivan ve vyuce a vyzkumu téméf na vSech vysokych skolach
v tehdejsi CSFR, o ¢emz svéd¢i napt. skripta [18] z Technické univerzity v Ostravé. Postupné
vylepseni programu byly publikovany v [19] az [23].

Dalsi impulzy pro vyvoj programu MEP vyplynuly ze spoluprace s ABB EJF Brno. Spolu-
prace vedla v roce 1993 k zalozeni spolecné Laboratofe modelovéani a optimalizace poli v elek-
tromechanickych systémech. Pfestoze umoznila zakoupeni uplné verze programu ANSYS 5.1,
ukdzalo se, Ze programu neumoziiuje modelovani poli ve ztratovém prostiedi, a to jak v harmo-
nickém ustaleném stavu, tak i pfi razovych zkouskach. Vysledky razovych zkousek na zkuSebné
ABB EJF ukézaly i nutnost zavést do programu zbytkové volné povrchové néboje na dielektri-
kach. Navrh prachodek vyzadoval vyftesit problém plovoucich elektrod a rezistivnich vrstev na
povrchu. Zminéné ukoly byly postupné vyfeSeny a uspé€sné implementovany do novych verzi
programu MEP. Zejména posledni vysledky jsou pfedmétem predlozené habilitacni prace.

Rovnice elektrickych poli v prostredi se ztratami

Ve zbyvajici ¢asti prace se predpokladé v prostoru se zadanou objemovou a plo$nou permi-
tivitou a konduktivitou existence nevirového Casové proménného elektrického pole, a to bud’
harmonického (kap. 2 a 3), nebo obecné proménného v Case (kap. 4 a 5). Pro okamzitou hodnotu
intenzity elektrického pole E plati

rot E=0. (1.1)

Ve vzduchu predpokladame existenci volnych néboji zpiisobujicich nenulovou konduktivitu,
takze pro vektor elektrické indukce plati

div D =p. (1.2)
Pole vyhovuje rovnici kontinuity proudové hustoty
div(yE+eaa—fJ:O, (1.3)

kde vy je konduktivita a € permitivita prostiedi, ¢ je ¢as. Platnost (1.1) umoziuje zavést skalarni
elektricky potencidl ¢ (x, y, z, ¢) v kartézské soustavé soufadnic



=—grad ¢. (1.4)
Dosazenim do (1.3) dostavame pro potencial parcialni diferencialni rovnici ttetiho fadu

div(ygrad¢+£gradaa—?):0. (1.5)
Jeji tvar neni vhodny k pfevodu na integralni rovnici a nésledné feSeni metodou hrani¢nich prv-
kt. Pouzitim MKP v kombinaci s Galerkinovou metodou se vSak lze zbavit zavislosti na soutad-
nicich. Pro ¢asoveé proménné uzlové potencialy pak ziskdme soustavu obycejnych diferencialnich
rovnic, feSitelnou MKD, MKP nebo Laplaceovou transformaci.

Protoze chceme respektovat existenci plosné konduktivity ¥% a permitivity & a tim i ploSnych
proudti, pouzijeme pro rozhrani mezi dvéma prostfedimi s indexy 1, 2 rovnici kontinuity na plo-

/)/2982 n;

FLa %agx

Obr. 1.1 Rozhrani mezi dvéma prostiedimi

Se It podle obr. 1.1. V ném ma intenzita slozku ve sméru plochy E; a jednotkova normala n;
smétuje do prostiedi 2. Pro rozhrani Iy plati analogicky s (1.3) plosné rovnice kontinuity (E; je
slozka E v plose I'1)

ot ot ot
ktera tikd, ze plosna divergence divy celkového proudu je rovna rozdilu vytékajici a pritékajici
objemové hustoty proudu ve sméru normaly. Odpovidajici rovnice pro potencial je
dgrad ¢ N dgrad ¢,
ot ot

div,y, E  +div, ss%+(y2E2 +82%—%E1 —el%) “ny, =0, (1.6)

div,y, grad ¢ +div, €,

dgrad
v, grad ¢, +¢ —7,grad ¢, — ¢ g&t%] .n, =0,1.7)

kde grad; je gradient v plose I7.

Rovnice (1.5) a (1.7) popisuji pole modelované pro harmonicky ustaleny stav i pro ptipad
prechodného d¢je. Dopliujici okrajové podminky jsou uvedeny spolu s diskretizaci pomoci
MKP a konkrétni aplikaci v nasledujicich kapitolach. Operace s harmonicky proménnymi velici-
nami v ¢asové oblasti lze pievést na jednodussi operace s fazory a komplexnimi vektory, proto je
pro feSeni harmonickych tloh v ustdleném stavu pouzita symbolicka analyza.

Cilem ptedlozené habilita¢ni prace je:

» diskretizovat rovnice (1.5) a (1.7) aplikaci MKP s vyuzitim Galerkinovy metody pro harmo-
nicky ustaleny stav a ptechodny d¢;j,

» zavést hrani¢ni podminky vyhovujici technické praxi, jako jsou elektrody se zadanymi prou-
dy nebo potencidly,

= vyftesit vhodné vnéjsi tllohu,

* implementovat piislusné vztahy do programu MEP ve verzi pro WINDOWS NT s jejich
ekvivalenty a vyuzitim jazyka Microsoft FORTRAN v. 4.0,

= ovéfit spravnost programil porovnanim s analytickym nebo jinak ziskanym feSenim,

* demonstrovat praktické moZznosti aplikace programu MEP na ptikladech.



2. HARMONICKE USTALENE POLE — VNITRNI ULOHA

2.1 Matematicka formulace ulohy
(2.1.1)

Rovnice (1.5) se zjednodusi pro komplexni potencial ¢ na tvar
divggradg =0 ,

kde g=y+jweg, je komplexni admitivita prostiedi.
Reseni (2.1.1) musi vyhovovat okrajovym podminkam na plochach podle obr. 2.1:

O
]
N “ Iy N
) B e D !
i' &// I \\ '
I ST t N !
i ..‘,..-\\ \ 1
T ls ~o — . ’ ;
Obr. 2.1 Vnitini Gloha s riznymi hram-énzm-l p_od-ml-nk-ar;n i
e Naplose I'p se zadanym potencidlem ¢ plati Dirichletova podminka
$=9,- (2.1.2)
e Na plose I'y pii linedrni polarizaci intenzity E pouzijeme Neumannovu hrani¢ni podminku
d¢
—=0. (2.1.3)
on
e Na ploSe Iy se predpoklada nenulova plo$na admitivita gs = % + jwss. Rovnice kontinuity na
Iy je namisto (1.6) pro n, g, g» podle obr. 2.2
09
L-0. (2.1.4)

99
. by 21
div, gs gradsq_>)+§2 8_n_§1 8_n =
Z elektrody I vytéka proud Iy z ptipojenych proudovych zdroji formou objemové hustoty J
J=gE,

do plochy I vtéka proud /s s plosnou hustotou Kj
K,=g E;.

jak je znazornéno na obr. 2.3. Celkovy komplexni proud / vytékajici z elektrody je
d9
1V+gs:jga—;dr+jgsgradsq_>-mdc=1, (2.1.5)
C

I
kde ktivka ¢ = I'1 NI1, normala n smétuje do I, normala m v roving I} je kolma ke kiivce ¢

ak normale k I7.

I, g ), 2
n —7
m

QL

Obr. 2.3 Elektroda s objemovym i ploSnym proudem

Obr. 2.2 Definice normal m, n



2.2 Diskretizace vychozich rovnic pro uzavienou oblast

Potencidl v €2 je aproximovan na siti kone¢nych prvkidl z N, uzlovych hodnot ¢ pomoci
aproximacnich funkci N; vztahem

NM
q_)(xayaz)zzq_)ij(xayaz)' (221)
j=1
Aplikaci Galerkinovy metody na (2.1.1) a integraci per partes dostaneme pro potencial ¢ obecné
d
[ggrad N, - grad¢ dQ2 —jgNi—q—)dF =0. (2.2.2)
Q B Fon

* Rovnice pro uzly na plochach I'p, I'y se sestavi podle (2.2.2).
* Rovnici pro potencidl v uzlech na plochach I7 ziskame pouzitim Galerkinovy metody na
(2.1.4) a integraci per partes

0 0
JNIES grad;¢-mdc— Jgs grad, N;-grad, ¢ dI" + j N{gz %, _ g, ﬁ)dr =0. (2.2.3)
. n I on on
Dosazenim (2.2.3) do (2.2.2) ziskdme vyslednou rovnici

Jggrad N;-grad¢dQ+ jgs gradg N;- grad ¢ dI"— JNigs grad,¢ -mdc=0. (2.2.4)
Q FL C
= Rovnice pro potencidl v uzlech na plochach I7 se sestavi v souladu s (2.1.5). Oznacime M;
mnozinu vSech uzli na I'1 a M, mnozinu vSech uzli na c. Secteme integraly pro vSechny uzly
mnozin Mj, M, a dostaneme

D JNiga—?dF+ Y [Nig erad ¢ -mde=1. (2.2.5)
g5 g, grad;¢

ie(Mp-M¢) I a ieM¢ ¢
Cleny levé strany (2.2.5) piedstavuji
— plos$ny integral z objemové hustoty proudu pies I'; — celkovy objemovy proud 7,
— kiivkovy integral z plosné hustoty proudu pies ¢ — celkovy plosny proud /[, vytékajici z I';
do I L.
Po dosazeni (2.2.2) a (2.2.4) do (2.2.5) dostaneme rovnici pro potencial na elektrodach se

zadanym proudem [ vyjadienou objemovym a plosnym integralem pies vrstvu prvki s ales-
pon jednim uzlem na elektrodé

Z JggradNi-gradq_) dQ + 2 Jgs grad,N;-grad,¢dl' =1y +1,=1. (2.2.6)

€My Q ieMg Iy
Rovnice (2.2.2), (2.2.4) a (2.2.6) lze zapsat v maticovém tvaru
K¢ =F . (2.2.7)
Koeficienty k; matice K jsou souctem vSech piispévkil na prvcich (e) se spolecnym uzlem i

k. = Z j 2 9orad N - grad N'© dQ + j g “grad, N -grad, N'© dr |. (2.2.8)
S i j S i j

Ky
(e) Q(e) I"L(e)

Vektor pravé strany ma nenulové hodnoty pouze v uzlech se zadanym proudem I:

f=1. (2.2.9)

=1

Pted feSenim soustavy (2.2.7) se provede jeji redukce o rovnice pro uzly se zadanym poten-
cidlem.



2.3 Ovérovaci vypocty

Odvozené vztahy byly implementovany do programu MEP v. 6.0. Pomoci n¢j byly provede-
ny ovéfovaci testy na vypoctu pole paskového a diskového vedeni.
Zde je uveden priklad testu pro ulohu s rota¢ni symetrii. Modelem je diskové vedeni znazor-

z du(r)
I
— —
1(r)
QI\L U w dI(r)
0 n r r+dr rhor

Obr. 2.5 Model diskového vedeni

néné na obr. 2.5. Vnitini polomér disku je r;, vnéjsi r,, vyska # << (r, —r)). Disk mé& objemovou
admitivitu g. Horni plocha ma plo$nou admitivitu g a v misté » = r; do ni vtéka plosny proud 7,
dolni plocha mé nulovy potencial. Pro rozloZeni napéti na horni ploSe U(r) byl odvozen analytic-
ky vyraz v ptipade¢, ze je

a) vedeni na konci naprazdno buzené na r = ry napétim U,

(LK (Lr)+ L (L rn)Ky(Lr)

U(r)=U, , (23.1)
(L) Ky\(I )+ L (L) Ko (L 1)
b) vedeni na konci naprazdno napajené na r = ry plosnym proudem I,
U(r)y=—1I Zy LI NK(Ln)+h(Ln)Ky(Ir) (232)

2R WER)K(Lr)-h(Lr)K(LR)

V uvedenych vyrazech jsou /, Ko, /1, K; modifikované Besselovy funkce prvniho a druhého dru-
hu, nultého a prvniho fadu, komplexniho argumentu I" 7. I" je konstanta Sifeni a Z, vilnova impe-

dance vedeni
Z g h
r= === Z,=ZyZy = |—. (2.3.3a,b)
VZo \he, ' ‘e

Kontrolni vypocet programem MEP byl realizovan na siti 200 linedrnich trojuhelniki; polo-
meéry disku byly zvoleny 7, =0,1 m, »,=1,1 m, vyska disku # = 0,01 m, konduktivita dielektrika
¥y = 1 S/m, permitivita dielektrika byla zvolena tak, aby pfi kmitoctu f = 50 Hz byla hodnota
we =1 S/m, plosna konduktivita vodivého pasku % = 100 S, permitivita pasku & =0 F.

Pro pfipad a) bylo U;=100£0°V, pro b) byla hodnota ekvivalentniho proudu
1, =24078,9£19,9° A.

Pro oba ptipady byly stanoveny hodnoty modulu a faze napéti v misté » na vedeni jednak
analyticky vy¢islenim (2.3.1), (2.3.2), a jednak numericky pomoci MEP. Dale byla vyhodnoce-
na relativni chyba numerického vypoctu modulu a faze napéti

-100%, 6, =—"—=-100% (2.3.4a,b)

U, -U,
U, ",

Zjisténé maximalni hodnoty chyb Sumax = 0,02% a Spmax = 0,15 % potvrzuji spravnost vyrazi
odvozenych pro numerické feSeni.

5, ?, —?,
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3. HARMONICKE USTALENE POLE — VNEJSI ULOHA

3.1 Piehled metod pro vypocet uloh s otevienou hranici

MKP se ukazala v mnoha inzenyrskych aplikacich pole jako velmi Gi€innd a flexibilni meto-
da pfi numerickém feSeni uloh v uzaviené oblasti. Problémy vSak vznikaji pfi feSeni vnéjSich
uloh, nékdy nazyvanych ,.iilohy s otevienou hranici*.

Obecné usporadani vnéjsi ulohy je znazornéno na obr. 3.1. Na plose I'p je zadana Dirichle-
tova podminka (elektrody s potencidlem), na I'y plati Neumannova podminka (hranice je siloca-
rou), plocha I7 piedstavuje elektrodu s ploSnym nebo objemovym proudem, plocha I} tenkou
vodivou nebo dielektrickou vrstvu se ztratami. Plocha I, znazoriiuje otevienou hranici, na které
neni splnéna Neumannova ani Dirichletova okrajova podminka.

v

Obr. 3.1 Vnéjsi uloha s raznymi hraniénimi podminkami

V elektromagnetismu se ¢asto jedna o uspotfadani vodi¢ii umisténych v neomezeném homo-
gennim prostiedi. Pfi numerickém vypoctu statickych a kvazistatickych poli mohou byt k feSeni
uloh s neomezenym prostiedim efektivné vyuzity techniky jako je ballooning viz [27], pouziti
nekonecnych prvkl popsané pro tlohy s rovinnou symetrii napt. v [28], feSeni rotacné symetric-
kého problému uvadi Gratkowski v [29], [30]. Déle Ize pouzit asymptotické hrani¢ni podminky
(asymptotic boundary conditions — ABC), kombinace metody kone¢nych a hrani¢nich prvka —
MKP/MHP (coupling FEM/BEM), pouziti tzv. dokonale piizptisobené vrstvy — DPV (perfectly
matched layer — PML) a nékteré dal§i metody. Tyto techniky se aplikuji pfi sestavovani rovnic
pro uzly na plose I.. Porovnani vysledku ziskanych vyuzitim nékterych metod pii feSeni riz-
nych typt uloh je popsano napt. Bettesem v [26].

3.2 Dokonale prizptsobena vrstva a jeji transformace

vvvvvv

ho algoritmu pro generaci site, sestaveni nebo feseni systému rovnic. Jednou z technik pro feseni
vnéjsSich uloh rozpracovanych v posledni dobé, které nevyzaduji zddnou zménu ptavodnich algo-
ritm, je zavedeni tzv. dokonale prizpiisobené vrstvy (DPV). Ptestoze vyuziti DPV bylo vyvinuto
Berengerem pro feSeni ¢asové proménnych poli metodou kone¢nych diferenci (viz [31]), byla
tato technika GspéSné aplikovéna i pii vypoctu statickych poli metodou konecnych prvki v [32],
[33].

K objasnéni principu metody DPV uvazujme uspofadani podle obr. 3.2. V oblasti €2 se
mohou vyskytovat podoblasti se vSemi typy zdroju elektrického pole a podoblasti s riiznymi
materidlovymi vlastnostmi. Vné této oblasti se nesmi nachdzet zadné zdroje pole, nehomogenity
ani anizotropie. Oblast €2, ve které hleddme rozlozeni potencidlu a intenzity, je ohrani¢ena
kiivkou I'a obklopena vrstvou Qppy s hranici Ippy. K dostateéné simulaci pole ve vnéjSim pro-
storu musi vrstva svymi parametry spliiovat podle [34] dvé podminky:

1. Pritomnost vrstvy nesmi ovlivnit rozlozeni pole v 2.
2. Pokles pole ve vrstvé musi byt takovy, aby pouziti homogenni Dirichletovy podminky na
vngjsi strané I ppy nemélo vliv na rozlozeni pole v €2

11



V [34] je odvozeno, ze obé podminky splituje DPV z anizotropniho materialu, jejiz relativni

. .
&=1 r c#0 e>1 &1
F DPV D 8r:1 Qext
| ¢ %0
>
p#0
&=1 &=1
QDPV .

Obr. 3.2 Elektrostaticka tloha s DPV

permitivita ve sméru kolmém k rozhrani &, je mnohem mensi nez 1, ve sméru rovnobézném
s rozhranim & je rovna pfevracené hodnoté &,

g, <<1 , £.5.=1]. (3.2.1)

Bylo publikovano né¢kolik studii zabyvajicich se vlivem zmény parametri DPV jako jsou
tloustka vrstvy, hustota sité¢ ve vrstve, velikost &4, umisténi vrstvy na pfesnost vypoctu. Napf.
v [35] jsou vyhodnoceny relativni chyby vypoctu kapacity mikropaskového vedeni pro riznou
hustotu sité vrstvy konecné tloustky.

Transformace DPV

Ve vsech testovacich ulohach, které byly doposud v literatuie uvadény, byla pouzita DPV
slozena z obdélnikovych oblasti umisténych rovnobézné s osami souradného systému.

Technika DPV byla zkuSebn¢ implementovana do programu MEP 6.0 pro vypocet static-
kych a kvazistatickych poli MKP a jeji pouziti bylo ovéteno fadou testi.

Obr. 3.3 DPV v prostoru

Déle byla do MEP zkusebn¢ implementovana modifikace piivodni DPV, jejiz podstata spo-
¢iva v transformaci tenzoru permitivity. Uvazujme ¢ast DPV podle obr. 3.3. Permitivitu anizo-
tropni vrstvy s vlastnostmi podle (3.2.1) lze popsat v soufadnicovém systému x’-y” tenzorem

5
= . (3.2.22)

Oey

V systému x -y jej lze vyjadrit transformaci

2 -2 .
E.COSTOX+E, SIN" O E.—E )cCosSOSInC
s;[ x v St (€. =¢,) ' ] (3.2.2b)

(€, —€,)cosasina g, sin“o+¢€,cos” &
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Ovéfeni pouzitelnosti popsané modifikace DPV bylo testovano na vypoctu pole dvou osa-
mocenych symetrickych kulovych elektrod poloméru 7, se vzdalenosti sttedii w podle obr. 3.4a),
ptipojenych k potencialu + V.

a
) 4 1, DPV

Obr. 3.4 Uspotadani kulovych elektrod a DPV v bisférickych soufadnicich

Vzhledem k symetrii ulohy jsou pro popis pole pouzity bisférické soutadnice 7, &, w podle
obr. 3.4b), viz [36]. Reseni Laplaceovy rovnice pak nezavisi na proménné v a lze je ziskat pou-
zitim R-separace

1

| 2n+1 sinh(n+1)n b, (1)
,§)=V,/coshn — I Teoshnm —n M
01,8)=Veosh—p 31 = L B )_{m ’

(3.2.3)

kde P,(u) je Legendrova funkce 1. druhu, pfi¢éemz u =cosé .

Pro vypocet analytickych hodnot potencialu byl vyraz (3.2.3) naprogramovan v prostfedi Matlab,
které obsahuje Legendrovy funkce ve standardni nabidce. Integral v (3.2.3) byl vycislen nume-
rickou integraci za pouziti lichobéznikového pravidla s poc¢tem krokt 100. Pro pievod valcovych
soufadnic r, z do bisférickych byly odvozeny podle [36] transformacni vztahy
2, 2,2 .
n= arccotgu, & =coshn - asinh ,
2az z

kde a je pro znaceni dle obr. 3.4a)
a =r,sinhn,, 7, =arccosh(r, /w).

Kontrolni vypocet byl proveden pro elektrody poloméru 7, = 0,02 m se vzdalenosti stfedl
w=0,2 m a potencidly £ 1 V. Byla pouzita jak DPV vytvoiend obdélniky v roving r - z, tak DPV
zaktivena (viz obr. 3.4a) s transformaci podle (3.2.2b). Vzdalenost ~# podle obr. 3.4a) byla
h=0,07m a & =0,1 m. Tloustka DPV byla zvolena ¢ = 0,01 m a sestavala v pficném smeéru
z deseti prvkl tvaru linedrniho trojihelniku. Hodnoty potencidlu ziskané pro obé varianty DPV
z MEP byly porovnany v bodech [r, z]e {{0; 0,05) x(0,01; 0,15)} m s hodnotami podle (3.2.3)
pomoci relativni chyby J,. definované podle (2.3.4).

Na zakladé vysledkt provedenych testil 1ze konstatovat:

- jsou-li ob¢ vrstvy umistény ve stejné vzdalenosti 4, pak pii pouziti zakiivené DPV ziskdme
feSeni presnéjsi o 2 az 16 % (v celém prostoru);

-k ziskani vysledkl stejné piesnosti postaci umistit zakiivenou DPV do mensi vzdalenosti 4,
coz vede pfi stejné hustoté sit€ prvkl ke snizeni poctu jejich uzll a tim poctu feSenych rov-
nic.

Vysledky tim potvrzuji, Ze metodu lze rozsirit na pouziti DPV vhodnych k modelovani
oblasti se zakFivenou hranici nebo hranici libovolné¢ umisténou v prostoru.

Nutno ovS§em poznamenat, Ze metoda byla téZ aplikovana pFi vypoctu pole ve ztratovém
prostredi. Pti realizaci mnoha testi vSak udéavala takové chyby, ze se ukazala nepouZitelnou.
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3.3 Pouziti multipdlové vrstvy (MPV) a jeji aproximace dvojvrstvou

Praktické problémy elektromagnetismu Casto vyzaduji spojeni nékteré oblasti pole s elektric-
kym nebo elektronickym obvodem. Pole je popsano parcidlni diferencialni rovnici (Poissonovou
nebo Laplaceovou) spolu s pfislusSnymi hrani¢nimi podminkami, které jsou ¢asto komplikované;-
81 nez znamé podminky jako Dirichletova nebo Neumannova. Souvislost mezi obvodovym popi-

v

sem a rovnicemi pole a vyuzita pii feSeni vnéjsi llohy ve ztratovém prostiedi.

y

[
1 ) X
7'n-1

I'n

v

Obr. 3.5 Model ndhradniho obvodu pro vnéjsi tlohu

Ptredpokladejme sdruzeny problém pole — obvod, napt. rovinnou tlohu s otevienou hranici.
Podle obr. 3.5 je sit MKP na vngj$i hranici uzaviena a spojena se siti modelujici vnéj$i hranicni
podminku. Dopliikova sit ma »n vrstev, kazdéa vrstva mé m admitanci. Vektor uzlovych napéti je
na prvni vrstvé uzli U, na dalSich vrstvach U,, ..., U,. I, je vektor proudd, vtékajicich do této
sit¢ z oblasti, kde se pocita pole. Obvodovy model sité z obr. 3.5 je popsany metodou uzlovych
napéti

YU, +YnU, =1
YU, +Y»Ur+YUs; =0
YUy +Y33U3+Y24U,y =0

—0 . (33.1)
=0
YionUp2+ Y10 Up g+ Yy U, =0
Yy uUpy +Y,,U, =0

Zde Yj; jsou submatice vztazené k i-tému fadku, rozméru mxm, U; a I; jsou vektory s m prvky.
Kazda matice ¥} je tridiagonalni. ¥y, i #j jsou v ptipad€ rovinné ulohy pouze diagonalni. Regu-
larni sit’ podle obr. 3.5 mizeme zjednodusit na sit’ pouze s jednou vrstvou popsanou matici, kte-
rou dostaneme redukci soustavy (3.3.1) opakovanou rekurzi. Vysledna matice ¥; pro prvni vrstvu
je husta a predstavuje vzajemné propojeni vSech uzld na hranici, jak je patrno z obr. 3.6. Proto
byla nazvana multipolovou vrstvou (MPV). Vazebni prvky odpovidaji prvkiim dosazenym kom-
binaci metod MKP a MHP. Pro rovinnou ulohu nezavisi ¥; na poloméru r;, ale pouze na poctu
prvkil jedné vrstvy m.

14



Vysledky lze pifimo zobecnit na libovolné potencidlni pole popsané skalarni Poissonovou ne-
bo Laplaceovou rovnici véetné prechodnych déju, jak bude uvedeno v kap. 4 a 5.

L e
le
L g [ 1—»
- [ 1 Y,
’ L
. 1o Yot m
* —1T—
_Yl’i XZ, m-1
—
Xi-l,m-l Zl,m
) G Y,
Y

DEYY Yy, Yima Yotm
vektory I, U, e f i-1 f

1 2 L, Uy
ooy ot

Obr. 3.6 Multipodlova vrstva redukované matice ¥,

;o

Aproximace MPV

Protoze prvky matice Y, pfedstavuji podle obr. 3.6 vzajemné admitance mezi vSemi uzly
uzly na hranici /.. Pfi sestaveni soustavy rovnic pomoci MKP je matice soustavy fidka a nenu-
lové prvky jsou pouze na diagondle a prvky ptedstavujici vazby mezi sousednimi uzly sité. Pro
feSeni popsanych soustav je nejvhodnéjsi pouziti iteraCnich metod, jejichz algoritmy jsou jiz
standardni soucasti vyvojovych prostiedi. Pole se vymezuje pouze pro nenulové prvky soustavy
a pro jejich umisténi (index fadku, index sloupce), ¢imz se dosdhne zna¢né ispory v pozadavcich
na velikost opera¢ni paméti. Pfi implementaci MPV je nutno k prvkiim na diagonéle a prvkim
mezi sousednimi uzly hranice /. pfi¢ist odpovidajici diagonalni prvek matice ¥, a stavajici pole
roz$ifit o zbyvajici vazby mezi nesousednimi uzly na hranici /.., tj. vlozit nové prvky do pole
matice soustavy a pole indexti.

Popsany postup mizeme zjednodusit pro rovinnou ulohu napt. podle [37], jestlize nalezne-
me elektricky ekvivalentni obvod definovany normovanymi parametry

g =2G/(g)), (3.3.2)
kde g je redlny parametr zavisly na geometrii prvku, g admitivita prostfedi. Pro schéma podle

obr. 3.7 je tieba stanovit 3 nahradni parametry g;1, gn, g/, které 1ze nalézt napt. minimalizaci roz-
dilu mezi vektorem uzlovych napéti Uypy pro MPV a vektorem Uy pro dvojvrstvu. Jednou
z moznosti je aproximovat parametry tak, aby kvadraticka forma pro uzlova napéti

m

2 Upyi =Upi)’ (3.33)

i=1
byla minimalni. Pro elektrostatickou ulohu byly vysledky optimalizace parametri publikovany
v [37]. Bylo zde rovnéZ ukazano, ze u rovinné ulohy zaviseji hodnoty parametrii g pouze na po-
¢tu uzla m hranice .. Pro pevné zvoleny pocet uzli m zjistime velikosti g a mtizeme je vlozit do
programu jako konstanty. Implementace do vypoctového algoritmu je oproti implementaci MPV
jednodussi. Na oblasti, ktera predstavuje dvojvrstvu, se vygeneruje pouze pravidelna sit’ ele-
mentl odpovidajici po€tu vrstev a poctu uzlit m. Od elementt patficich vrstvdm se ptispévky ke
koeficientiim nepocitaji. Misto nich se pficitaji odpovidajici parametry (viz obr. 3.7), a to ke koe-
ficientu na diagonédle se znaménkem kladnym, mimo diagonalu se znaménkem zapornym po
vynasobeni gl/2 podle (3.3.2).
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Obr. 3.7 Aproximace MPV dvojvrstvou

3.4 Ovérovaci vypocty implementace MPV do programu MEP

v

Pro ovéfeni pouzitelnosti metody MPV a jeji aproximace pifi numerickém feSeni vnéjsi tlohy
byly zvoleny dva testovaci modely, a to 1) pro tlohy s rovinnou symetrii dvé valcové elektrody
v neomezeném ztratovém prostiedi podle obr. 3.8, 2) pro rota¢né¢ symetrické ulohy vodiva koule
ve dvojvrstvém ztratovém prostiedi podle obr. 3.10.

1) Dve valcové elektrody v neomezeném ztratovém prostredi
Na obr. 3.8 je znazornéno uspotradani rovnobéznych valcovych elektrod o poloméru ry, které
jsou symetricky umistény v neomezeném ztratovém prostiedi s komplexni admitivitou g. Vzda-

Obr. 3.8 Valcové elektrody v neomezeném ztratovém prostiedi

lenost os valcii je 2w. Pro potencial pole v libovolném bod¢ x, y byl odvozen analyticky vyraz

Vo ,xz +(b+y)’ [ 2 2
x,y)=——-——In | ——-"", kde b=+w —r;. 34.1
¢_( ») lnb+(w—r0) x2+(b—y)2 0 ( )

Uspotadani pro numericky vypocet MKP je na obr. 3.9a). Kontrolni test byl proveden na siti
s 888 uzly a 483 prvky pro ro=0,02 m, 2w =0,15m, Vp=1 £0° V, permitivita prostiedi &€= &,
konduktivita y= 1-10® S/m. Na hranici .., tvofené kruhovym obloukem o polomé&ru 0,2 m byla

a) A\ by
J ) T~ ) o
/ S
/ >
/N S
/ // ‘\; <
/ /"/ \\
[ /N 02
/ // / — \\ I
d Y \\\ \
ey \
Yy . N\
[ / [/ \\\\ \ \
H / 770\ \
Y G S - LT ARRIR R 1 0 X 0 -
I IN Inv* ' T dm

Obr. 3.9 Model MKP , ekvipotencialy pole, modul ¢, podél hranice /.
aplikovana technika podle ¢lanku 3.3. Nahradni dvojvrstva byla vypoctena pomoci (3.3.3) z pa-

rametri MPV stanovenych pro m =32, n=100. Na obr. 3.9b) jsou vykresleny ekvipotencialy
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pole s hodnotami potencialu odstupniovaného po 10 % od minimalni do maximalni vypoctené
hodnoty. Na obr. 3.9¢) je zobrazen pribéh modulu potencidlu @.(d) vypocteného na hranici /.
z (3.4.1) Vyznam proménné d je patrny z obr. 3.9a).

Ukézalo se, ze pouziti metody MPV a jeji aproximace dvojvrstvou podle ¢lanku 3.3 davaji
shodné vysledky. Maximalni chyba numerického feseni je 0,08 %. DalSimi testy bylo zjiSténo, ze
jeji velikost Ize ovlivnit geometrii prvki sité (minimum dava sit’ rovnostrannych trojuhelniki).

2) Vodiva koule ve dvojvrstvéem ztratovém prostiedi

Na obr. 3.10a) je zndzornéna kulova elektroda o poloméru ry s potencidlem V), ktera je ob-
klopena dvéma kulové symetrickymi vrstvami dielektrika se ztratami. Prvni vrstva je dana ob-
lasti 1 (ro<r<r) s komplexni admitivitou g;, druhd vrstva s admitivitou g, je vné¢ neomezena
oblast 2 s 7. < r < oo, Elektroda je buzena harmonickym napétim u(¢) = Vy sin().

Pti popisu pole ve sférickych soufadnicich », 8, ¢, zavisi potencial pouze na soutadnici 7.
Resenim Laplaceovy rovnice s respektovanim piislusnych okrajovych podminek byly odvozeny

a) Az b)
2 AN
£
ro
15
PR

Obr. 3.10 Kulova elektroda ve dvouvrstvém ztratovém prostiedi

analytické vyrazy pro ¢(r) v obou prostiedich. V ustdleném stavu jsou vyrazy pro modul ¢ a
fazi y potencialu

g =% \/ (1 +7,(r, = 1)’ + @0 (g + £,(r, = 1))’

d N7+ 7205 = ro))z +° (gry + & (1, — l’()))2 ’ (3.4.2a)
Y, = arctg @& +&(,=r)) arct (& + & (1, = 1p)) )
N1 =) o + 72 (= 1)
g, = L0 0 J 1 to’e’
: (nry + 7207, = ro))z +(D2(£1r0 +&(r, —l’o))2 (3.4.2b)
v, = arctg O — arctg o(&7 +& (1, ~ 1))
4 N+ 12— 1)

MPV byla implementovana do programu MEP. Uspotfadani pro vypocet MKP je na
obr. 3.10b), na hranici /.. je aplikovan algoritmus popsany v ¢lanku 3.3.

Kontrolni vypocet byl proveden na siti linearnich trojuhelnika s 259 uzly a 449 prvky pro
ro=1m, Vo =1V, r=15m. V oblasti 1 byla konduktivita y; =5 107 S/m, permitivita & = &,
v oblasti 2 1 =0 S/m, & = 4&. Pole bylo pocitano do vzdalenosti »; =2 m, kde byla aplikovana
MPV s m =32, n = 100. Hodnoty modulu a fdze potencidlu ¢(r) byly porovnany s hodnotami
stanovenymi podle (3.4.2). Byla vyhodnocena relativni chyba numerického vypoctu modulu
1 faze potencialu.
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Maximalni zji$téné hodnoty chyb ,=1 % a &, = 0,6 % znovu potvrzuji spravnost pouziti
MPV pro feSeni harmonickych poli.

4. ELEKTRICKE POLE PRI PRECHODNEM DEJI — VNITRNI ULOHA

K ptechodnému dé&ji dochéazi pfi zméné fyzikalnich parametrii prostfedi, nebo pfi zméné ve-
likosti zdroju elektrického pole (pfipojeni elektrod ke zdroji napéti, zména velikosti napéti, od-
pojeni elektrod apod.). Zde se budeme zabyvat studiem piechodného déje, ktery nastane ve
ztratovém prostiedi pfi pfipojeni elektrod soustavy k neharmonickému zdroji napéti nebo prou-
du. Budeme piedpokladat, ze se fyzikdlni parametry prostfedi neméni. Typickym ptikladem je
vypocet pole vysokonapétovych zafizeni v prasném nebo vlhkém prostiedi pii namahani razo-
vymi vlnami napéti nebo proudu.

4.1 Matematicka formulace vnitini lohy

Uvazujme podobné¢ jako v ¢lanku 2.1 prostfedi s malymi ztratami, charakterizované nenulo-
vou konduktivitou ya permitivitou €. Pfi sestavovani vychozich rovnic pole respektujeme prou-
dy vodivé i posuvné. Pro intenzitu E a potencial ¢ plati nyni rovnice (1.1) az (1.7) uvedené
v kapitole 1.

Okrajové podminky na plochach definovanych v souladu s obr. 4.1 budou podobné jako
v kapitole 2 nasledujici:

' Ip

!. .................... . ]v( PO D 1 I
i' &/// I \\s -
In; ST ' A 'l
-2 ‘
A Is(t) T . . s /
N ,.

~. e
— .- —_ . P

Obr. 4.1 Vnitini Gloha s riznymi hraniénimi podminkami

e NaploSe I'p se zadanym potencidlem plati Dirichletova podminka (¢ = ¢,(¢) ).

e Na plose I'y s linearni polarizaci intenzity E se pouZzije Neumannova hrani¢ni podminka.
Na plose It s plosnou konduktivitou ¥ a permitivitou & plati (1.7).

e Zelektrody I vytéka z ptipojenych proudovych zdroji proud /y(#) formou objemové hus-
toty

oE
J=yE+e—,
r ot

do plochy I' vtéka proud /(¢) s plosnou hustotou K;

oE
K, =7,E, +e =
S ’)/S S N a t

Celkovy zadany proud (¢), vytékajici z I, je roven souctu proudu objemového Iy(7) a plosné-
ho Iy(?)

() =1,0)+1,(1) = ja%(ng%—f)dr +Jgrads(ysq)+£saa—q;)-mdc, (4.1.1)

kde m, n a kiivka c je podle obr. 2.2.

Pocatecni podminky predpokladame dale bez ujmy na obecnosti nulové.
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4.2 Diskretizace vychozich rovnic a reSeni prechodného déje

Za piedpokladu neharmonickych zdroji bude pole pii pfechodném dé&ji rovnéz neharmonic-
kou funkci €asu. Potencidl ¢ je v oblasti £2 aproximovan na siti konecnych prvkl z N, uzlovych
okamzitych hodnot ¢(¢) vztahem

NM
¢(xayazat):2¢j(t)Nj(xayaZ)' (421)
J=1

Aplikaci Galerkinovy metody na (1.5) a integraci per partes dostaneme pro potencial ¢ ve
vnitinich uzlech €2 a v uzlech na I'y analogicky s (2.2.4)

j grad N, - (y grad ¢ + € grad g—q;)dﬂ + J grad N, (y, grad @ + ¢, grad, g—q;) dI'=0. (4.2.2a)
Q r

Pro uzly na plochach I7 a kfivkach ¢, ze kterych vytékaji proudy Iv(?) a Ii(¢), se sestavi rovnice
pro potencial postupem podobnym, jako pti odvozeni vztahu (2.2.6)

D I grad N, - (y grad¢ + egrada—¢)dﬂ +
iEMI Q at

5 (4.2.2b)
+ 3 [ ead N, erad g+, grad, 5 dF = L0+ 1)

ieMc 1,
Vyznam M; a M, je stejny, jako u vptedu uvedeného vztahu.

Po dosazeni okrajovych podminek a aproximacéniho vztahu (4.2.1) ziskdme soustavu rovnic pro
vektor potencialt ¢ v uzlech diskretizované oblasti

G¢ +Ccfl—f:F . (4.2.3)
Koeficienty matic G a C jsou dany vyrazy
8y = jygradNi -grad N, dQ2 + Jys grad N, -grad, N ;dI’, (4.2.4a)
Q Iy
¢ = je grad N, -grad N, d€2 + Jes grad N, -grad N ,dI" , (4.2.4b)
Q r

v rovnici (4.2.2b) jejich soucty. Prvky F ziskdme dosazenim Dirichletovy podminky do (4.2.2a)
nebo jsou rovny proudim z (4.2.2b). Vztah (4.2.3) piedstavuje soustavu obycejnych diferencial-
nich rovnic pro asové proménné uzlové potencialy. Resit ji miizeme numericky v ¢ase napf.
MKD, MKP, nebo Fourierovou ¢i Laplaceovou transformaci. Vypocet pole v Casové oblasti byl
publikovan napft. v [15]. Pro feSeni soustavy (4.2.3) je dale dana prednost Laplaceové transfor-
maci, ktera umoziuje stanovit i pole v neomezenych oblastech, jak bude popsano v kapitole 5.

Laplaceovou transformaci se pievede soustava (4.2.3) do oblasti komplexni proménné s na ope-
ratorovy tvar
GD(s) +sCP(s)=F(s),
ktery lze zjednodusit na
K(s)®(s)=F(s), (4.2.5)

kde prvky matice K jsou podle (4.2.4)

ki (s)= _[(y +se)grad N, -grad N ; d€2 + I(ys +s€,) grad N, -grad N ,dI" . (4.2.6)

Q r

Dostaneme soustavu linedrnich algebraickych rovnic (4.2.5), ze které vypocteme hledany vektor
d(s) standardni iteraéni nebo elimina¢ni metodou pro komplexni koeficienty. Casovy priibéh
neznamych potencialli byl ziskdn numerickou zpétnou transformaci podle [38]
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un(t):—% fRe{gi U[%)} : (4.2.7)

i=1
kde z; jsou poly a K; rezidua Padeovy aproximace Ry, viz [38]. Hodnoty poll a rezidui byly
pouzity pro zvolené M z [38].

Neharmonicky vstupni proud byl zvolen ve tvaru jednotkového skoku
i) =11(n),
a ve tvaru razové viny proudu

WO =If0,  fOy=eT e,
Aby maximalni hodnota fi.«(¢) = 1, byly zvoleny hodnoty konstant 7, = 50 us, 7, =5 Us.
Volba stupné M ma vliv na pfesnost zpétné transformace. Na zaklad€ zkuSebnich testd se
vstupnimi funkcemi bylo zvoleno M = 5.

4.3 Ovérovaci vypocty

Vyse uvedeny postup byl implementovan do programu MEP. Jeho ovéteni bylo provedeno
vypoctem pole prechodného d€je kratkého paskového vedeni, paskového a diskového vedeni na
konci naprazdno.

Zde je uveden pfiklad testu pro ulohy s rota¢ni symetrii. Modelem je diskové vedeni podle
obr. 2.5 s rozméry a fyzikalnimi parametry popsanymi v ¢lanku 2.3. V misté » = r; vtéka do hor-
ni plochy symetricky rozlozeny neharmonicky plosny proud i;(¢). Napéti na vedeni lze vyjadrit
pomoci (2.3.2) odvozeného pro diskové vedeni s harmonicky proménnym vstupnim proudem /;
v ¢lanku 2.3. Jeho obraz je

U(r,s) =1 (S)ZV(S) (I K (I r)+ LI r)Ky(I'r) 43.1)
’ Yamn W R)K (T R) L (T ) K () ~

Obrazy konstanty Sifeni I" a vlnové impedance vedeni Z, jsou dany

r:\/ 2() :\/ Y*Ee s z = |-*" :J f . (432)
hg(s) \Vhro+e,s)” " Vg g | (7 +e ) y+es)

Analyticky vyraz pro original k (4.3.1) se nepodafilo nalézt, proto byla pouzita numerické zpétna
transformace podle (4.2.7). Dostaneme tak semianalyticky vyraz pro hledané napéti u,(r, f).

Numericky vypocet pomoci MKP byl proveden na siti 200 linedrnich trojuhelnikti. Poloméry

disku byly zvoleny ;= 0,1 m, r,=1,1 m, tloustka disku je # = 0,01 m.
Pro vstupni proud ve tvaru jednotkového skoku a I =1 A byla zvolena konduktivita dielektrika
y=10" S/m, permitivita dielektrika &= 10"* F/m, plosn4 konduktivita vodivého pasku y% = 1S,
permitivita pasku &= 0 F. Okamzit¢ hodnoty napéti byly pocitany v casovém intervalu
te <1,210>ms v mistech »=0,1 m, »=0,6 m, »= 1,1 m na vedeni. Maximalni relativni chyba
numerického vypoctu napéti byla 0,5 %.

Pro vypocet pole s rdzovou vinou proudu byla zvolena konduktivita dielektrika y= 10” S/m,
permitivita dielektrika £=10""F/m, plosna konduktivita vodivého pasku Y= 10°S, plosna
permitivita pasku &= 0 F, velikost /=1 mA. Okamzité hodnoty napéti byly pocitany v ¢asovém
intervalu ¢ € <0,001 , 64> ms. Maximalni relativni chyba numerického vypoctu napéti byla
0,3 %.

Graficky pribéh numericky vypocteného napéti un(r, f) na vedeni pro vstupni proud ve tvaru
jednotkového skoku je na obr. 4.2a) a pro razovou vinu je na obr. 4.2b).
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Obr. 4.2 Napéti na vedeni pro vstupni proud a) i,(7) = 1(¢), b) i,(t) =0,001(e™"'™" —e™'"2).

5. ELEKTRICKE POLE PRI PRECHODNEM DEJI — VNEJSI ULOHA

V této kapitole je popsan vypocet prechodného déje ve ztratovém prostiedi v pfipadé, ze
vnéjsi hranice ulohy je bud’ nekone¢né vzdalend, nebo je z ¢asti tvofena vodivou rovinou s nulo-
vym potencidlem. ReSeni takové tllohy dosud v literatuie chybi, a to z téchto divodi:

1) Metoda integralnich rovnic, kterd je vhodna pro vypocet poli v neomezenych oblastech, se-
lhava pii fesSeni potencialové rovnice (1.5). Integralni rovnice vychazeji zpravidla z aplikace
Greenovy véty na Poissonovu rovnici, kdezto pirechodny dé¢j je popsan diferencialni rovnici
tretiho fadu. Proto jsou numerické metody feSeni integralnich rovnic pouZity jen na pole sta-
tickd a harmonicka ([2], [3], [4]).

2) Modelovani neohrani¢enych tloh pomoci MKP s feSenim v ¢ase metodou kone¢nych dife-
renci nebo MKP neumoziiuje pouzit na rovnici (1.5) nékterou z metod popsanych v kapitole
3. Lze zde aplikovat bud’ Dirichletovu nebo Neumannovu podminku [5].

Vzhledem k pifedchozim dvéma omezenim byl zvolen postup zalozeny na pievodu (1.5)
v rovnici Laplaceovu aplikaci Laplaceovy integralni transformace, ktery je uveden v ptedchozi
kapitole. Tento pfistup umoznuje vSechny metody aproximace neomezenych oblasti uvedené
v kapitole 3 na zaklad€ analogie vychozich rovnic pro potencial v symbolickém a operatorovém
tvaru

div(y+jw €) grad ¢ =0 a div(y+s €) grad @ =0.

Algoritmus pro stanoveni pole pfechodného déje v neomezeném ztratovém prostredi je na-
sledujici:
1) Prostorové omezime ulohu hranici /.. a pro hledané uzlové potencidly sestavime aplikaci

MKP na ztratové prostiedi soustavu rovnic (4.2.3). Rovnice pro uzly na hranici /.. ziskame pou-
zitim metody MPV nebo nahradni dvojvrstvy podle ¢lanku 3.3.

2) Za ptedpokladu nulové pocatecni podminky prevedeme Laplaceovou transformaci soustavu do
operatorového tvaru

K(s) D(s) = F(s).

3) V libovolném case ¢ ziskdme Casové€ zavislé uzlove potencialy ¢n(¢) pouzitim numerické zpét-
né Laplaceovy transformace podle (4.2.7).
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5.1 Ovérovaci vypocty implementace DPV do programu MEP

V ¢lanku budou porovnany vysledky vypoctu neharmonickych elektrickych poli v neomeze-
ném ztratovém prostiedi ziskané z analytickych vyrazli a numericky pomoci MKP implementaci
vyse popsaného algoritmu do programu MEP. Numericky test byl proveden na ptikladech vypo-
Ctu pole osamocené kulové elektrody a toroidalni elektrody umisténé ve dvouvrstvém ztratovém
prostiedi. Neharmonické napéti elektrod bylo zvoleno ve tvaru jednotkového skoku a razové viny
napeti.

Osamocena vodiva koule ve dvojvrstvém ztratovém prostredi
Na obr. 5.1a) je zndzornéna kulova elektroda s neharmonickym napétim u(z). Elektroda je

obklopena vrstvami dielektrika se ztrdtami, tj. oblasti 1 s konduktivitou 7 a permitivitou &, a
oblasti 2 s konduktivitou 9 a permitivitou &.

a)

Obr. 5.1 Kulova elektroda ve dvouvrstvém ztratovém prostredi

Ptedpokladejme napéti elektrody ve tvaru jednotkového skoku u(t) = Vy1(¢). Pro okamzité hod-
noty potenciall byly odvozeny analytické vyrazy

¢1(t):V0r_0 Yir +y2 (1. —1) +|: r+&(n—r)  nr+y(n—r) ]e_m ’ (5.1.1a)
r {12 —n) [antel—n) v +v2(n—n)

5 (1) =V 0T 4! +[ & - h ]e_m . (5.1.1b)
ro o t2(n—n) & ten—r) g +Ya2(r—1p)

kde a= }/1V0+}/2(I",,—V0).
11y +&2(r, =1p)

o
p—

1 1
S g
Z0.38 s
5 =
3 ®05
20.6 Sak
0.4 \\
PR S,
02t ol .
4 7| “::“::::sﬁ"&;‘;:ii“’lll
s S OTSIS ST 1
1.5 .'h‘p’o“*zt".‘-‘illl" o5
aa; < S
itz tmy 20 gme ()

Obr. 5.2 Pribéh potencialu a relativni chyby jeho vypoctu

Uspotadani pro vypocet MKP je na obr. 5.1b). Pro vypocet pole byla zvolena sit’ linedrnich troj-
uhelniki s 455 uzly a 823 prvky. Na hranici I.. s polomérem 7.. = 2 m byla aplikovana metoda
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MPV s pocétem déleni m =32 a poc¢tem vrstev n = 100. Kontrolni vypocet pomoci programu
MEP byl proveden pro polomér elektrody o = 1 m s hodnotou Vy = 1V, polomér rozhrani byl
zvolen 7 = 1,5 m. V oblasti 1 byla konduktivita 7 =0,1 S/m a permitivita & = &, v oblasti 2
% =0 S/m, & = 4&. Prubéh numericky vypocteného potencidlu ¢,(r, t) je zobrazen na obr. 5.2a).
Na obr. 5.2b) je znazornéna relativni chyba &(r, f) numerického vypoétu vyhodnocena v uzlech
sité.
Vodivy toroid ve dvojvrstvém ztratovém prostiedi

Na obr. 5.3a) je znazornéna toroidalni elektroda s napétim u(?) obklopena dvéma vrstvami
dielektrika se ztratami (oblast 1 s konduktivitou 7; a permitivitou &, oblast 2 s konduktivitou 7 a
permitivitou &). Pro vypo€et MKP je oblast 2 omezena hranici /.. podle obr. 5.3b).

elektroda i e

Obr. 5.3 Toroidalni elektroda ve dvouvrstvém ztratovém prostredi

Resenim Laplaceovy rovnice v toroidalnich soufadnicich i, & w podle obr 5.3a) byly odvozeny
Casové funkce pro potencidly pfi piipojeni elektrody na napéti jednotkového skoku

b.(0) =V, z cosné |:7/1 an — V2K, +(81K3;1_82K4n K5, 1Ky, L~ | (5.1.2a)

0 1460, | 1K1, — 72K, K, —6K,, 1K, —1.K, |
¢2(t) _ O COSI’lé leSn + 81K5n _ ’J/IKSn e—tan ) (512b)
im0 146, | Ky, = 72Ky, | €K1, — 6Ky, 11K, — 7K |

kde V(), VO\/_V COS ln ’J/2 2n

“ g K &,K,,
pomoci Legendrovych toroidalnich funkei 1. a 2. druhu P, (z),Q ,(z) ajejich derivaci. Napt.
2 2

, z=coshn , konstanty K;, az K5, jsou dany

In —

Ky =P, )] Py Ko =0, G Ky [ Ko =P G+ 26, —c0s) | P =20,

Odvozené vyrazy (5.1.2a,b) byly naprogramovany v prostfedi Matlab. Vzhledem k tomu, ze
Legendrovy toroidalni funkce a jejich derivace nejsou ve standardni nabidce knihoven prostiedi
Matlab ani MSD, byly rovnéz naprogramovany pomoci vztahit uvedenych v [39] a zkontrolova-
ny dle tabelovanych hodnot uvedenych v [40], [41].

Kontrolni vypocet pomoci programu MEP byl proveden na siti se 450 uzly a 814 prvky pro
polomér elektrody rp = 0,2 m s potencidlem ve tvaru jednotkového skoku u(z) = 1(¢), poloméry
podle obr. 5.3b) 7. =0,55m, r,=0,4m, r,,=0,5937173 m. V oblasti 1 byla permitivita & = &,
konduktivita % = 0,1 S/m, v oblasti 2 & =4¢&, 5 =0 S/m. Polomé&r hranice /.. byl zvolen 1,2 m.
Potencial pole byl porovnan v uzlech sité na orientovanych kiivkach a, b, ¢ podle obr. 5.3b).
Pribéh numericky vypocteného potencidlu ¢,(d, t) a diference A = @u(d, 1) — @u(d, t) pro kiivku ¢
je zobrazen na obr. 5.4. Oznaceni d predstavuje délku na kiivce c.
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Obr 5.4 Prub¢h potencialu a diference A v Case

6. PRIKLADY VYPOCTU POLi VE ZTRATOVEM PROSTREDI

Do programu MEP byly postupné implementovany algoritmy pro vypocet elektrickych poli
v ustdleném harmonickém stavu nebo pfii prechodném déji, a to v:
e oblastech s plovoucimi elektrodami,
oblastech s proudem napéjenymi elektrodami,
oblastech s tenkymi dielektrickymi nebo vodivymi vrstvami,
ztratovém prostiedi,
neomezenych oblastech (MPV nebo ndhradni dvojvrstva).
MozZnosti programu MEP v. 6.0 pfi modelovani poli jsou demonstrovany na piikladech vy-
poctu 1) pole pruchodky pfi pfechodném déji a ustdleném harmonickém stavu, 2) pole blesko-
jistky v ustaleném harmonickém stavu a pti prechodném déji.

1) Pole pruchodky

Na obr. 6.1a) je zndzornén zjednoduseny model poloviny epoxidové kondenzatorové pri-
chodky 35 kV se dvéma vodivymi polepy, které¢ predstavuji plovouci elektrody PEI, PE2. Na
jednotlivych PE pruchodky byl zadan nulovy vysledny celkovy proud. Pole bylo modelovano na
siti 6428 prvkl s 3334 uzly pro parametry usporadani:
e délka svorniku 800 mm, objimky 120 mm, PE1 560 a PE2 340 mm,
e polomér svorniku 15 mm, objimky a epoxidového télesa 40 mm, PE1 32 a PE2 24 mm,
e permitivita epoxidu €= 4.
Prostor je omezen hranici I.., na niz byla aplikovana metoda MPV.

Numericky vypocet pole pfechodného déje byl proveden pro varianty:

a) pruchodka je bez PE,

b) prichodka je bez PE, povrch epoxidu je pokryt tenkou vrstvou rezistivniho laku s plosnou
konduktivitou % =2-107'S,

c) kondenzatorova priichodka s PE podle obr. 6.1a).
Pro uvazované varianty bylo napéti elektrody zvoleno ve tvaru razové viny dané

u(t)=e
s konstantami 7; =50 us, 7, = 5 us, a maximalni hodnotou 0,6968 V v Case t,, = 12,69 us. Pro

uvedené varianty jsou postupné na obrazcich 6.1b) az 6.1d) pro ¢asovy okamzik #,, zobrazeny
ekvipotencialy vypocteného pole. Potencidl je odstupiiovany po 10 % maximalni hodnoty.

—t/7] _e—t/‘rz
9
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b)

d¢/on =0
d)

Obr. 6.1 Zjednoduseny model a ekvipotencialy pole prichodky v ¢ase #,

Ze zobrazenych prub¢ht je patrno, ze zatimco rezistivni lak na povrchu epoxidu ma témeét zane-
dbatelny vliv na vysledné pole, pfitomnost vodivych polepli kondenzatorové prichodky vede
k jeho zrovnomérnéni.

2) Pole bleskojistky

Uspotadani bleskojistky pro napéti 4 kV je zndzornéno na obr. 6.2. Bleskojistka sestava
zhorni elektrody 1 odd¢lené od dolni uzemnéné elektrody 7 porcelanovym izolatorem 2
(e=T&), z jiskfisté bleskojistky 3, rezistoril z karbidu kiemiku (SiC, € = 4&, y= 10" S/m) 4, val-
ct z dielektrika 5 (€ = 3&) a tenké elektrody s plovoucim potencidlem 6.

Na hornich plochach izolatoru 2 mtze byt tenkd vrstva necistoty 8. Prostor je omezen hranici
oblasti 9, na niz je aplikovdna metoda MPV.

Prostor jisktisté bleskojistky podle obr. 6.3 sestdva z osmi elektrod oddélenych izolacnimi
vlozkami s permitivitou €= 6&. V oblasti vyznacené na obr. 6.3 — mezi elektrodami a vlozkami
— dochazi v disledku zvysené intenzity elektrického pole k ionizaci vzduchu. Pomoci piipadnych
odporovych nebo dielektrickych prstenct se napéti rozd€li rovnomérné na vSechna jiskiisté. Pro
uspofadani s bezodporovymi prstenci predstavuji elektrody jiskiisteé pred vybojem elektrody
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s plovoucim potencidlem a celkovym nulovym proudem. Tyto elektrody tvofi sériové konden-
zatory, které se nabijeji pies dvojici SiC rezistord; rezistory jsou oddéleny kovovym kotoucem
(elektroda s plovoucim potencialem).

odporovy
W pretenec
E—/ﬂw—mT— izolatnd
P vlozka
PE1

| oblast
5 totizaci
elektroda
TE> HiskFitE
I
PE3 E
|
PE4 : E V

| T

T z m elektroda s napétim
1

Obr. 6.2. Model bleskojistky pro napéti 4 kV. Obr. 6.3 Jisktiste bleskojistky.
Vypocet pole byl proveden na siti 11 048 prvka s 6 070 uzly.

Elektroda 1 byla pfipojena na napéti 1 kV o kmitoctu 50 Hz, vyhodnoceny byly varianty:

a) v prostoru prstenci je vzduch, povrch izolatori je bez znecisteéni,

b) prstence jsou ze ztratového dielektrika s permitivitou €= 3¢, a konduktivitou y= 10 S/m,
na povrchu izolator je tenké vrstva neistoty s plosnou konduktivitou 10 S.

Z vysledkl vypoctu vyplyva, ze znecisténi na povrchu izolatoru neovlivni rozlozeni potencialu

na jiskfisti.

Elektroda 1 byla pfipojena na napéti razové viny u(f) =14(e™'™ —e™'™) kV , vyhodnoceny byly

varianty:

a) Povrch izolatori je bez znecisténi.

b) Na povrchu izolatori je tenka vrstva neéistoty s plosnou konduktivitou 10 S.

¢) Bleskojistka je ve vzduchu s konduktivitou y= 10" S/m.

b)

V1

ail e

= T

Obr. 6.4 Ekvipotencialy pole bleskojistky pro €isty a znecistény izolator v £y,
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U vSech modelovanych uloh se ptedpoklada v prostoru prstencii vzduch. Bylo ovéteno, ze
pokud jsou prstence ze ztratového dielektrika s konduktivitou y= 10 S/m a permitivitou & = 3¢,
nebo z dielektrika s € = 10&), nemaji na rozlozeni potencidlu vyrazny vliv. Dil¢i vysledky vypo-
¢t byly publikovéany v [42].

Jak ukazaly vysledky testli, umisténi bleskojistky do prostoru s vodivym vzduchem (varianta
¢) ma na vysledné pole zanedbatelny vliv, proto nejsou tyto vysledky prezentovany. Pro varianty
a), b) jsou na obrazcich 6.4a) a 6.4b) zobrazeny ekvipotencialy vypocteného pole v Case .

7. ZAVER

V praci jsou shrnuty vysledky vyzkumu v oblasti vypoctu elektrickych poli ve ztratovych
prostiedich, které vznikly z potieb fesit praktické lohy ve spolupraci s podniky, zejména s ABB
EJF, a. s. Brno. Lze je aplikovat pifi navrhu zafizeni vysokého napéti i v oblasti méfici a ptistro-
jové techniky. Kapitoly vénované vypoctu harmonickych poli jsou sice ve svétové literatute
zCasti zpracované, chybi vSak dostupné programy k vypoctu téchto poli. Proto byly implemento-
vany do programu MEP [6], ktery umoziuje modelovani s puvodnimi postupy pii vypoctu poli
v neohrani¢enych oblastech, s proudem napéjenymi elektrodami nebo s elektrodami s plovoucim
potencialem a kone¢né s tenkymi dielektrickymi nebo rezistivnimi vrstvami.

S pouzitim Laplaceovy transformace byly vSechny uvedené ptivodni postupy rozsifeny i na
vypocet prechodnych d&ji ve ztratovém prostiedi a rovnéz implementovany do programu MEP.
Neékteré moznosti programu jsou patrny z piiklada v predchozi kapitole.

Uvedené vysledky byly ziskany s cilem dalSiho pokracovani vyzkumu v oblasti poli vyso-
kych napéti. Predpoklada se rozsifeni metod na studium pteskoku, vznik povrchovych naboji na
izolatorech a jejich vliv na preskok. Prvni prace z této oblasti byly publikovany napft. v [5] pro
casove promeénnd pole a v [43] pro pole statickd. Vzhledem k tomu, Zze vyboj predstavuje neline-
arni dgj, je tfeba rozsifit vySe uvedené metody na nelinearni rovnice. Pokud se ukaze jako nevy-
hnutelné feSeni dynamickych poli v ¢asové oblasti, bude ziejmé tieba vyvinout nové typy mo-
delovani oteviené hranice pro vné&jsi tilohy. Pro roz§ifeni na vypocet 3D poli bude pouzit néktery
z existujicich profesionalnich programi s otevienymi systémy dat s vyuzitim generator siti
a postprocesort k zobrazeni vysledkd.
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ABSTRACT

The habilitation thesis Evaluation of electric fields in the lossy media presents formulae for
evaluation of harmonic and transient electric field in a slightly conductive media. Such fields are
typical for the design of high-voltage instruments. As an example can be mentioned slightly con-
ductive air, polluted layers, conductive layers for improvement of the tangential field component
or foamed dielectrics with thin condensed surfaces of high permittivity. Current fed electrodes
with prescribed total current can be presented, too. A special example is the electrode with zero
total current, known as the floating electrode. Such fields can be considered as curl-less, so that
the scalar time harmonic or time-variable potential can describe them. The aim of the work is to

e Derive formulae for the scalar harmonic and transient potential under presence of the voltage
fed or the current fed electrodes.

e Introduce formulae describing thin conductive as well as dielectric layers.

e For both the harmonic and the transient field introduce proper boundary conditions which
occur in engineering applications including the open boundaries.

e Discretize the potential equations using the Finite Element Method (FEM).

e Develop and verify a new version of FEM program “MEP” running on a PC under Windows
95/98 or NT operating system.

e Prove the capability of the program to solve practical problems.

Currently available professional programs based on the FEM do not calculate such fields in
the given complexity.

The potential equations start from the volume and surface divergence equations. They are dis-
cretized using the Galerkin method. The above mentioned boundary conditions are included, too.

The second and the third chapter deal with the time-harmonic fields. It is proved that the error
of the program MEP in comparison to the analytical solution of a linear and a disc lossy RC
transmission line is of the order 0.01 %. Survey of methods for modeling of open boundaries and
their comparison is in chapter 3. Two new methods are proposed and implemented into the pro-
gram. The accomplished tests proved superiority of these methods.

The problem of finding transient electric field in slightly conductive media is of relevant inter-
est in the studies of many physical and technical branches. The corresponding potential equation
is of the 3™ order. Equation is often solved numerically utilizing the Finite Element Method
(FEM) in combination with the finite differences in the time domain. A disadvantage of this ap-
proach consists in the difficulties of modeling open boundaries, which frequently occur in mod-
eling outdoors high-voltage instruments.

In this thesis is proposed a method of the numerical Laplace transform inversion to avoid the
solution in the time domain. The advantage of this approach lies in transforming the original
equation into an equation formally equivalent to the harmonic steady state. Moreover, any
method that is used to model open boundary conditions for the static or harmonic fields can be
used here.

Utilization of the numerical Laplace transform inversion enabled making full use of the exist-
ing part of the program MEP for the evaluation of harmonic fields. As the inversion results in the
full square matrix, this method is restricted to the two-dimensional fields.

Thorough tests proved again high accuracy of the method. The examples of the field distribu-
tion due to the surge wave on an arrester with spark gaps and on different bushings are given to
the conclusion.
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