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10 . .. .
- Maticovy zdpis (Voigtova notace):

o{c}+pb=0 (1.1.11)

Operdtor 0 mé ve Voigtové notaci stejny vyznam jako divergenéni operdtor V v tenzorové notaci.
Uvedme jej v explicitni formé:
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Pro lep3i zapamatovdni upozorfiujeme na symetrii levé a pravé poloviny matice a na schéma postup-
nych derivaci, které se podobd Voigtovu pravidlu:
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Operdtor 0 mizeme vyuzit i pro geometrické rovnice (miru deformace) v lineérni mechanice:
AT
{ef=0"u (1.1.13)

f) Gradient
Pouzivé se stejného operdtoru V (del) jako u divergence, ale bez te¢ky za operdtorem V pro vektor
a tenzor. Gradient se také oznaéuje grad. Gradient aplikovany na skaldr je definovdn vyrazem
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a vysledkem je vektor.

i, j, k jsou jednotkové vektory ve sméru os x;, x,, x;. V aplikaci na skaldr se operdtor V také nazyvé
HamiltonOv operdtor.

Aplikovdn na vektorové pole je nazyvdn ,gradient vektorového pole”. Naznaduje postupné derivo-
véni vektoru podle viech soufadnic. Ukazme jeho aplikaci na vektor v:




Uvod

Podobné plati

é\Wint: 5dTKd — 5aTd—TK Td—la = 5aTKa (].] .] 07)

tedy

K=T,"KT,' (1.1.108)

Pro matici hmotnosti M plati stejné transformaéni vztahy jako pro matici tuhosti.

Pfikladem, kde transformaéni matice T, neni ortogondlni, je excentrické pfipojeni uzld prvku
k uzlim sité za pfedpokladu jejich tuhého spojeni.

Oznaéme globdlni soufadny systém s poédatkem v uzlu sité x a lokdlni soufadny systém svézany
s danym prvkem (napf. prutem) X. K odvozeni budeme potfebovat jesté pomocny soufadny systém
%, ktery je rovnobé&zny s X, ale md poldtek v uzlu sité.

Obr. 1.2 Excentrické pfipojeni uzlu prvku k uzlu sité s excentricitami
v lokdlnich soufadnicich prvku, globdlni a lokdlni soufadny systém

Definujme v soufadnych systémech x, & a X vektory parametrt deformace d, d a d a tak, e nej-
dfive jsou uvedeny slozky vektoru posunuti uzlu a pak slozky vektoru rotace. (Je tfeba poznamenat,
Ze rotace presné vzato neni vektor. Pro slozky rotace neplati totiz komutativni zékon. V linearité
viak tuto vlastnost ml¢ky predpoklddéme. Implikuje ji totiZ princip superpozice. Pro dostateéné malé
rotace je v§ak moZno rotaci povazovat s dostate¢nou presnosti za vektor. Pracujeme-i s vétimi rota-
cemi, je tfeba Fesit Glohu v dostateéné malych pfirdstcich, aby v ramci pfirdstku viechny pfedpoklady
linearity, véetné komutativniho zdkona pro slozky rotace, platily.)

Vztah mezi parametry deformace d definované v X a parametry d definované v & mozeme potom
vyjédFit ndsledovné:
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non-linear

Obr. 1.5 Linedrni a nelinedrni vztah mezi silou a pooto&enim u pruzné vetknuté konzoly
Z obr. 1.5 je patrna nesmyslnost linedrniho feseni pfi vétsim pootocenti.
FyzikdlIni nelinearitu bychom do pfikladu zaved|i nelinedrnim vztahem mezi momentem a pootoce-
nim:

M=K (p)p

kde tuhost vetknuti K, je funkci pootoéeni ¢. V tomto pfipadé je K, (p) tzv. seénovd tuhost. Pokud
bychom tento vztah definovali diferencidlné

dM = K. (p) do

$lo by o tzv. te¢nou tuhost.

M*

Obr. 1.6 Nelinedrni pracovni diagram pruzného vetknuti
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Obr. 1.7 Eulerovskd sit koneénych prvkd

Lagrangeovska sit
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Obr. 1.8 Lagrangeovskd sit koneénych prvki

1.4 DIFERENCIALNI A VARIACNI FORMULACE V MECHANICE TELES

1.4.1 Diferencidlni formulace

Diferencidlni formulace je silné formulace. Jde o formulaci dlohy pomoci diferencidlnich rovnic s pfi-
slusnymi okrajovymi nebo poédteénimi podminkami. Tato formulace je silnd, protoZze klade vétsi
(siln&jsi) pozadavky na hledanou nezndmou funkei (napf. pole posuvl) ve srovnéni s integrélni for-

mulaci.
1.4.2 Variaéni formulace

Variaéni formulace definuje Glohu jako extremalizaci néjakého funkciondlu. Pokud je dloha defino-
vana diferencidlni rovnici (tedy silnou formulaci), pak miZeme variaéni formulaci této Glohy oznadit
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2 GEOMETRICKA NELINEARITA

2.1 ZAKLADNI POJMY

2.1.1 Soufadné systémy v nelineérni mechanice

Je G&elné definovat dva zdkladni soufadné systémy pouZivané v geometricky nelinedrni analyze.
Prostorové (nebo také Eulerovské event. globdlni) soufadnice budeme oznacovat x Uréuji polohu
bodu v prostoru. Materidlové (nebo také Lagrangeovské event. lokdlni) soufadnice, které budeme
oznadovat X, oznaduji bod télesa. Kazdy materidlovy bod je definovén jednim vektorem materidlo-
vych soufadnic, ktery se pfi pohybu bodu v prostoru neméni. Materidlové soufadnice jsou obvykle
totoZné s prostorovymi soufadnicemi v pocdteéni (obvykle nedeformované) konfiguraci télesa.

Lagrangeovsky popis posunuti

Necht E; jsou jednotkové vektory baze materidlovych soufadnic X a e; jsou jednotkové vektory
bdze prostorovych soufadnic x. Potom miZeme posunuti hmotného bodu v prostoru u (X, ?) v pro-
storovych soufadnicich definovat Lagrangeovskym popisem nésledovné:

u(X,t)=ue, (2.1.1)
S uzitim materidlovych a prostorovych soufadnic hmotného bodu miZeme pro pohyb bodu psat:

u(X,1)=b(r)+x(X,1)-X (2.1.2)
nebo indexové

u=a,b+x-a,X, (2.1.3)
b (¢) je vektor posunuti po&atku soufadné soustavy X od poldtku soufadné soustavy x.

Definujme materidlovy gradient vektoru posunuti V, u, ktery je tvofen parcidlnimi derivacemi vektoru
posunuti podle materidlovych soufadnic:

Viu=Viu=Vx-I=F-1 (2.1.4)
nebo

51/!,- =&_@K=EK_6‘I'K

oX, 0X; (2.1.5)

Tenzor F se nazyvé deformaéni gradient.
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potom miZeme napsat vztah

u(X,r)=ue=ua,E,=UE,=U(x1) (2.1.15)
V pfipadé, Ze pocdatek materidlovych a prostorovych soufadnic je totozny a neuvazujeme-li Easovy
faktor, mZeme Lagrangeovsky popis posunuti hmotnych bodd napsat jednoduseji. Posunuti bodu
v prostoru je potom definovéno vektorem

u(X)=x-X (2.1.16)
Plati také
x=X+u (2.1.17)

0 x X

Obr. 2.1 Nedeformovand (pocdteéni) a deformovand (béznd) konfigurace télesa

Pohyb, rychlost a zrychleni
Pohyb télesa je popsdn

x=®(X,7) nebo x,=¢,(X,z) (2.1.18)

kde x je poloha materidlového bodu X v &ase t. Soufadnice x; popisuje polohu bodu v prostoru
a jsou nazyvdny prostorové, nebo také Eulerovské soufadnice. Funkce @ (X, ) mapuje poédatedni,
neboli referenéni soufadnice na bé&Zné soufadnice v Case 7, coZ je nazyvdno mapovdni z po&atedni
do bézné konfigurace (push forward). Pro ¢ = 0 plati

X=x(X,0)=®(X,0) nebo X =x/(X,0)=¢(X,0) (2.1.19)

Posunuti hmotného bodu je dano rozdilem mezi jeho béznou polohou a jeho poéateéni polohou.
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58 . . v ,
- Je mozno ukdzat, ze plati

2.1.3 Poléarni dekompozice deformaéniho gradientu

Vztah mezi pivodni a vyslednou konfiguraci, ktery je dén deformaénim gradientem F, Ize rozdélit
na rotaci danou tenzorem R rotace a deformaci danou bud' pravym stretch tenzorem U, nebo
levym stretch tenzorem V. ZdlezZi, jestli je v infinitezimdlni &&sti télesa myslené provedena nejdfive
roface a potom deformace, nebo naopak. Vztahy mezi deformaénim gradientem F a tenzory
U a V miZeme tedy popsat ndsledujici rovnici:

F=R-U=V-R (2.1.59)

Tedy bud' je provedena nejdfive deformace U a potom rotace R, nebo nejdfive rotace R a potom
deformace V, jak je schematicky vyjddieno na obr. 2.4.

x3 X5

€3, E3

X, Xz
ek,

Obr. 2.4. Schematické zobrazeni poldrni dekompozice

XI,XI
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Global Defomations
u [mm]

17183
1862.1
- 14059
- 12497
10835
= 9373
781.0
6248
4686
324
1562
0o

Max : 17183
Min - a0

Global Deformations
u [mm]
6334
5758
5182
4606
4030
3455
2879
2303
1727
1152
576
00

Max : 6334
Min : 0.0

Obr. 2.14 Velikost posunuti od zatizeni napétim o hodnoté pisobici na dvou protésich plochdch

Srovndni konvergence standardniho a nového algoritmu
Nechf posloupnost {u,} konverguje k u,. Jestlize pro kladné ¢islo p>1 a konstantu 1>0 A <o plati:

. . —u
limp, =lim————-=41
n—0 n—>0 un_l _ uc

(2.7.102)

potom p se nazyvd féd konvergence posloupnosti. Konstanta /. se nazyvé asymptotickd chyba.
Jestlize p je velké, posloupnost {u,} konverguje rychle k u,. Jestlize p =1, konvergence je linedrni.
Jestlize p = 2, potom jde o kvadratickou konvergenci, a jestlize p = 3, jednd se o konvergenci kubic-
kou, atd. Posloupnosti nej¢astéji konverguiji linedrné, nebo kvadraticky. Kvadratickd konvergence je
dostacujici pro vypocetné efektivni numerické metody.
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3.1 JEDNOOSA NAPJATOST

Pro uvedeni do problematiky uvazme nejdfive pfipad jednoosé napjatosti. Mé&jme prut o pocateéni
délce [, a polédteéni prifezové plose A, . Zatizime-li prut osovou silou F; dostaneme nominélni (inze-
nyrské) napéti (totozné s prvnim napétim Piola-Kirchhoff pro 1D).

==
A, (3.1.1)
InZenyrskd (linedrni) deformace je definovéna vztahem
g = ol A -1
A (3.1.2)

/
kde 0l je protazeni prutu a A, je roztaZeni prutu (stretch) 4, = =
0

&

X

Obr. 3.1 Vztah mezi inzenyrskou deformaci a inzenyrskou napjatosti
Alternativné moZe byt odezva také vyjaddfena ve vztahu ke skutec¢nému napéti. Skuteéné (Cauchyho)
napéti je dano vyrazem
* = (3.1.3)
kde 4 je b&zné plocha, tj. proménnd v prib&hu roztahovani prutu.

Alternativni mira deformace je odvozena uvdzZenim pFirGstku deformace joko zmény délky na jed-
notku b&zné délky, tj.
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1.4.4 Priklad Mechanism2-shell

Podobnd konstrukce jako v pfikladu Mechanism 2, ale modelované skofepinovymi prvky. Po defor-
maci musi plochy spojené nezatizenym kloubem leZet v jedné roviné.
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