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Kapitola 12

Integrace vseho druhu prinese nam
ducha vzpruhu

Jesté jste integrovani z druhé kapitoly v prvnim dilu nezapomnéli? To je dobte. Integrovat
totiz potrebujeme skoro porad nejen v matematice a fyzice, ale také v ostatnich disciplindch —
prirodovédnych, technickych, v ekonomii, a néjaky ten integral se vyskytne i v 1ékarstvi (tfeba
vypocet davky zareni pri vySetfeni pocitacovym tomografem). Zaklad praktického integrovani
s minimem teorie poskytla pravé druha kapitola. Naucili jsme se pocitat neurcité integraly (pri-
mitivni funkce) a ur¢ité Riemannovy integraly ze spojitych funkei jedné proménné. V Dodatku
K prvniho dilu jsme dokonce nahlédli do kuchyné integrovani ,mirné“ nespojitych funkei.

Dokazeme pocitat obsahy, hmotnosti, tézisté ¢i momenty setrvac¢nosti nehomogennich ro-
vinnych dtvari. Jenze v praxi se takové ,placaté” utvary prilis nevyskytuji. Potfebujeme umét
néjsich a vicerozmérnych utvart, napriklad tenzor momentu setrvacnosti prostorového télesa,
obsah plochy, ktera neni rovinnd, tézisté, momenty setrvacnosti obecného plosného utvaru, ¢i
tok intenzity treba elektrického pole takovou plochou. Vzpomente, zZe jsme o tocich sice hovorili
v druhém dilu v kapitole 9, ale nedali jsme zadny néavod, jak je pocitat. Mozna si také vy-
bavite, ze zminka o dvojnasobnych a trojnasobnych integralech, véetné jednoduchych ukazek,
byla také v kapitole 5. Tato ,jokénka“ avizujici budouci problematiku vSak nebyla podlozena
solidnim teoretickym zakladem. Jeho c¢as prisel nyni. I kdyz existuji riizné typy integralt, lisici
se definici a tim samozrejmeé i kritérii integrability funkci, bude zakladem pro nas vyklad stale
Riemanniiv integrél. Zpocatku pijde zase jen o integral z funkci. Prvni zobecnéni bude spocivat
v tom, ze to budou funkce n proménnych a jako integracni obory poslouzi vhodné podmnoziny
n-rozmeérného euklidovského prostoru — radu vlastnosti podmnozin prostoru R” jsme probrali
v odstavci 9.1 (druhy dil, strany 436 az 455), pro n = 1 jiz v Dodatku F (prvni dil, strany 289
az 294). V takovych pfipadech mluvime o vicendsobném Riemannové integrailu.

Dalsim, zasadnim a velmi uzitecnym zobecnénim bude ,nova“ definice Riemannova inte-
gralu na obecnéjsich k-rozmérnych tutvarech v R"™ pro 1 < k£ < n, v niz budou integrovanymi
objekty antisymetricka tenzorova pole, zvana diferencidlni formy. Tato definice zahrne i stan-
dardni typy krivkového integralu, které jsme zavedli v prvnich dvou dilech, a nové také plosny
integral prvniho a druhého druhu, jehoz integra¢nimi obory jsou plochy v R3.
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Obréazek 12.1 Vypocet objemu pomoci kvadrikii.
telesa pod grafem funkce dvou proménnych. Oznac¢me
Dy ={a=ux¢,21,...,Tm1,2m =0}, Do={c=vo,v1,- -, Yn-1,Yn = d}
déleni intervalt [a,b] a [c,d]. Oznac¢me S;; = [z, Tit1] X [y;, yj+1), kde ¢ € {0,1,...,m — 1}
aj € {0,1,...,n — 1}. Obdélnik [a,b] X [c,d] je pfesné ,poskladany* z obdélnicku S;; —

nic nechybi ani nepiebyva (obrdzek 12.2). Vznika tak déleni kvadru K, které definujeme jako
dvojici D = (Ds, D), Kazdy obdélnik S;; je kompaktni mnozinou. Z véty 9.3 (druhy dil,

Obrazek 12.2 Déleni obdélnika.

strana 473), vime Ze na ném spojitd funkce nabyva své nejmensi i nejvétsi hodnoty. Oznac¢me
je my;(f) a M;;(f). Podobneé jako jsme obrazci pod grafem funkce jedné proménné v odstavci
2.3.1 vepisovali a opisovali obdélniky, vepiSeme a opiseme nyni télesu V kvadry s podstavami
S;j o obsazich
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Dikaz pro funkeci H(y) je zcela analogicky. Dokézali jsme tedy nésledujici vétu:

Véta 12.1 (Fubiniova véta pro uzaviené dvojrozmérné kvadry a spojité
funkce dvou proménnych):

Necht K = [a, b] x [c, d] je dvojrozmérny uzaviens kvddr v R? a f(x,y) funkce spojitd
na K. Pak plati

[ flay)dady = /b [ /d f@y) dy] dz = /d [ /b HER") da:] dy.  (125)

a (& a

Postup, jakym jsme (matematicky korektné) dospéli k Fubiniové vété pro spojité funkce
dvou proménnych na uzavieném obdélniku, lze v podstaté ,opsat® i pro funkce obecné n
proménnych !, ... 2" spojité na mnoziné K = [a!,b'] x --+ x [a",b"] (v dalsfm odstavci ji
budeme nazyvat uzavrengym n-rozmérnym kvadrem v R™). Ted jste si nepochybné vsimli, Ze na
rozdil od kapitoly 9 v druhém dilu jsme nyni ocislovali proménné hornimi indexy. Ma to sviij
dobry smysl, ktery ozfejmime v odstavcich 12.2 a 12.3. Zatim se ,logikou® zmény nezabyvejme,
jednoduse ji prijméme.

Véta 12.2 (Fubiniova véta pro uzaviené n-rozmérné kvadry a spojité fun-
kce n proménnych):

Necht K = [a',b'] x - - - x [a", b"] je n-rozmérny uzavieny kvdadr v R™ a f(z!, ... 2"
funkce spojitd na K. Pak plati

bl

/f(xl,...,x")dxl ...dx”:/[... Lbnf(xl,...,x")dx”] ...]dxlz

al

b1 bin

:/ /f(xl,...,x”)da:i" | dat (12.6)
ail ain

kde (iy,...,i,) je libovolnd permutace indexi 1 aZ n.

Priklad 12.2: Jedna uzitecna samoziejmost

Funkce dvou ¢i vice proménnych byva Casto zadana jako soucin nékolika funkci zavislych pouze na jedné
proménné. Vypocet jejiho integralu na uzavieném kvadru, kdy se kazda z proménnych pohybuje v konstantnich
mezich, je pak zvlast jednoduchy. VyzkouSejme to na spojité funkei dvou proménnych f(z,y) = fi(z)f2(y) na
obdélniku K = [a,b] x [c, d]. Po¢itejme podle Fubiniovy véty:
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ky = 0,..., Ny — 1. Zjemnénim tohoto déleni je déleni D' = (D}, D}), pticemz D} = {a' =
= yé,...,ylll,ylllﬂ...,y}v{ =} L =0,...,N—1,a D), ={a® = yé,...,yi,yiﬂ...,yf\[é =
=0}, 15 =0,...,N}, — 1. Plati N; < N{, Ny < N} (délen{ D}, resp.D}, mé vice, nebo stejné
bodu jako déleni Dy, resp. Ds). Podstatné je, ze kazdy bod déleni Dy, resp. Dy je soucasné
prvkem mnoziny bodu urcujicich déleni D7, resp. D). V nasem obrazku tak splyvaji naptiklad
body z}, a ¥, pro jistou hodnotu &y a jistou hodnotu /.

Priklad 12.3: Zjemnovani déleni

Na obrazku 12.3 vidime konkrétni déleni D = (Dy, D) dvojrozmérného kvadru K = [at, bl] x [a?, b?] a jeho
zjemnén{ D' = (D}, D)), kde D1 = {a* = x},zi, 2}, 23,2}, 28 = b1}, tj. k1 = 0,1,2,3,4, a Dy = {a® =
=22, 23,23, 23,27 = b2}, tj. k2 = 0,1,2,3. Zjemnéni déleni D, které jsme oznadili D’ = (D}, D), je v obrazku
dano takto: D} = {a* =y, y3,vd, ..., ud = b}, tj. 11 = 0,1,2,... 9, a Dy = {a® = v3,9%,93,...,4% = b?}, tj.
lo =0,1,2,...,7. Plati pfitom a' = 2} = y{, 21 =y, 23 = yd, 2 = ¢, 2l =9, 2t =yl = b1, a® = 23 = 43,
22 =y3, 23 = y3, 23 = Y2, 25 = y2 = b%. Kvadr So1 = [z, 23] x [22, 23] plivodniho déleni D je slozen ze Sesti
kvadru zjemnéni D’. Tyto diléi kvadry jsou v obrazku jen oéislovdny, az na paty, ktery je ,identifikovdn“ presné,

/
Shs-

7, prikladu vidime, Ze indexovani déleni obecné n-rozmérného kvadru, ¢i dokonce indexo-
vani zjemnéni déleni, je docela slozita véc. Proto si situaci v dalsim zjednodusime. Dosud jsme
o déleni kvadru uvazovali jako o n-tici déleni jednotlivych intervali, jejichz kartézskym sou-
¢inem je dany kvadr. Kdyz jsme si vSak ujasnili, ze délenim se uzavieny kvadr ,rozporcuje*
na mensi, rovnéz uzaviené kvadry, které jej cely vyplni (pficemz sousedni kvadry maji spo-
lecné stény), a kazdy kvadr zjemnéni D’ daného déleni D se zase presné rozporcuje na jesté
mensi kvadiiky, mizeme misto déleni D uvazovat o mnoziné vsech uzavienych kvadri, vznik-
Iych zpisobem podrobné popsanym vyse, jejichz sjednocenim je kvadr K. Skutecnost, Ze
kvadr S je prvkem takovéto mnoziny, zapiSeme jako S € D, resp. S € D’. Tento zapis sa-
mozrejmé neni Uplné spravny s ohledem na to, jak jsme definovali déleni D, je vsak zcela
pochopitelny. Nebudeme proto vymyslet zadné dalsi znaceni pro tuto novou interpretaci dé-
leni.

A jesté jednu charakteristiku kvadru potfebujeme — jeho objem. Jisté lze povazovat za pri-
rozené, ze ,objemem*“ uzavieného intervalu bude jeho délka, ,objemem* uzavieného obdélnika
jeho obsah (soucin délek stran), a ,objemem* uzavieného kvadru v trojrozmérném euklidov-
ském prostoru, jak ho zndme z elementérni geometrie, jeho obvykly objem (souc¢in délek hran).
Jisté je vSem hned jasné, jak bude definovan objem uzavieného n-rozmérného kvadru. (Pro
pozdéjsi potfebu definujeme zaroven i objem otevieného n-rozmérného kvadru.)

Objemem n-rozmérného uzavieného kvidru K = [a*,b'] x - -+ x [a™, "] v R" rozu-
mime

v(K) = (" —a")(b* —a®) - (" — a"). (12.9)
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Stejnym vyrazem je definovan objem n-rozmerného otevreného kvddru

K = (a*,b') x -+ x (a™,b")
v R".

Divite se, ze je objem uzavieného kvadru definovan stejné jako objem kvadru otevieného?
Mozné ani ne, protoze intuitivné néco takového cekate. Uvazujme tfeba o intervalech |[a, b]
a (a,b). Lisi se pouze krajnimi body. Objem (délka) intervalu [a,b] je b — a. Délka otevieného
intervalu, pokud ma smysl ji definovat, urcité nebude vétsi. Mohla by tedy byt stejnd, nebo
mensi. Pokud bychom ji ale definovali jako mensi, vyvstava otazka, o kolik. Uvédomme si, ze
uzavieny interval mé oproti otevienému ,navic“ jen dva body. Zvolme cislo € > 0 libovolné.
Pak jisté a € [a —5.a+ %}, a podobné b € {b — 5, b+ %} Body a a b jsme tak ,obalili“, neboli
pokryli (o pokryvani mnozin jsme mluvili v prvnim dilu v Dodatku F) uzavienymi intervaly
celkové délky £, tj. mensi nez €. Cislo € ovSem miizeme libovolné zmensovat. Vidime, ze délku
otevteného intervalu bud nebude mozné definovat, nebo ji bude treba definovat stejné jako délku
intervalu uzavieného. V dalsim odstavci pochopime, pro¢ mé smysl druha alternativa. Obdobna
situace je i v prostorech vyssich dimenzi. Uzavienému obdélniku ,prebyvaji“ oproti otevienému
jeho strany, které lze pokryt tizkymi uzavienymi obdélniky libovolné malého obsahu, uzavireny
kvadr v R® méa oproti otevienému navic stény, které zase lze pokryt placatymi kvadiiky libovolné
malého objemu, atd.

12.1.3 Pokryvani mnozin a zanedbatelné mnoziny

Problémem pokryvani mnozin, konkrétné podmnozin realné osy R, jsme se tak trochu zabyvali
v Dodatku F prvniho dilu a nyni tyto ivahy zpresnime. Co to vsak znamena, ze néjakou mnozinu
lze ,zanedbat“? Z praxe vime, ze zanedbdavat lze néco ,,malého“ vzhledem k néc¢emu ,,podstatné
vétsimu“. K tomu, abychom rozhodli, co je malé a co velké, potrebujeme to néjak zmérit. Jak
ale mérit mnoziny — v nasem konkrétnim pripadé podmnoziny v R"? Néco malo uz vime
z predchoziho odstavce o ,,méreni“ velikosti n-rozmérnych kvadrii v R™ pomoci jejich objemai.
Hned vznikaji otazky: prvni z nich je, kdy lze objem mensiho kvadru ,zanedbat® proti objemu
kvadru vétsitho? Staci k zanedbani, aby tfeba mensi objem byl tisicinou, miliéntinou, atd. vétsiho
objemu? Tato moznost vypada prakticky, ale v matematice takovato porovnani nejsou rozumna.
Rozhodné rozumnéji vypadd, kdyz pii stanoveni délky intervalu (jednorozmérného kvadru)
zanedbame skutecnost, ze se otevieny a uzavieny kvadr lisi jen o krajni body (které jsou 0-
-rozmérné), otevieny a uzavieny obdélnik, ktery je dvojrozmérnym ttvarem, se lisi jen stranami
(tj. jednorozmérnymi titvary), otevieny a uzavieny kvadr v R? zase (dvojrozmérnymi) sténami,
atd. Korektni definice zanedbatelné mnoziny bude pravé na podobné tvaze postavena. Dalsi
otazkou je, zda a jak lze ,zmérit“ objem mmnoziny, ktera neni kviadrem — takovych mnozin
je prece vétsina. Prvni, co nas napadne, je ,vycpat® néjaky nepravidelny ttvar co nejpresnéji
malymi kvadriky, jejichz objem pak bude vystihovat objem tutvaru tim lépe, ¢im budou mensi
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sli jsme bézi prostoru L(V,,, W,,,) indukovanou bézemi zvolenymi v prostorech V,, a W, a zjistili
jsme, ze dimenze prostoru L(V,,, W,,) je n-m. Specidlnim piipadem takové situace byl prostor
L(V,,R), kde V,, je vektorovy prostor nad R. Témto zobrazenim jsme fikali linedrni formy
a prostoru V* = L(V,,,R) dudini prostor prostoru V,,. Jeho dimenze je n a béze (e',..., e")
indukovana bazi (e, ...,e,) prostoru V,, se nazyvala dudlni bdzi. Pravé prostory V, a V¥ jsou
zakladem dalsi tenzorové konstrukce. Jde o dilezité pojmy, proto si je ozivte na stranach 71
a 72 druhého dilu v prikladech 4.47 a 4.48. Pro kazdy pripad nyni definice zopakujeme a jesté
néco pridame.

Necht V,, je vektorovy prostor nad polem R. Dudlnim prostorem V. rozumime mno-
zinu vSech linedrnich zobrazeni ¢ : V;, 3 a — ¢(a) € R se standardné zavedenou
strukturou vektorového prostoru. Béze dudlniho prostoru (e',...,e") indukovana
bézi (eq,...,en) vztahy (4.35), €'(e;) = 0%, se nazyva dudini bdze. Znacime také
V,, = T (V,), resp. V¥ = T2(V,). Hovotime o tenzorovych prostorech pruniho rddu
na vektorovém prostoru V,,, v prvnim pripadé kontravariatnich, v druhém kovari-
antnich.

Dtvody alternativniho znaceni v definici a pojem kontravariatnosti a kovariantnosti se vy-
jasni za chvili. Z prikladu 4.48 si nyni pripomeneme podstatu duality. Provedeme ve V,, pre-
chod od béze (ey, ..., e,) k bézi (é1,...,&,) s matici pfechodu T = (T7), (S = T~' = (5)),
1 <14, j < n. (Nepochybneé jste si v§imli, ze jsme se odchylili od symboliky ¢tvrté kapitoly v tom,
ze prvky matic prechodu budeme nyni znacit Tij a Sf namisto diivéjsiho znaceni feckymi pis-
meny Tij a Jf. To proto, ze symbol 7 budeme za chvili hojné pouzivat pro tenzory, a mohlo
by dochézet ke kolizi znaceni.) Pfi pouziti Einsteinovy symboliky piseme transformac¢ni vztahy

pro baze ve tvaru
_ g , is i i j i i
e =Te;, e =Sle, e =8¢, e=T7¢. (12.52)

Pro slozky vektoru a € V,,, a = a'e; = @'g;, resp. linearn{ formy w € V¥, w = w;e’ = w;é", plati

@i = OéjS]i-, Oéi = @jT‘;, Ww; = T‘ijw]', W; = Sfoij 9 (1253)
nebo v maticovém zdpisu pii oznaceni (o) = (a! a"), a = (at ... a") (fadkové
vektory) a (w) = (w1 ... wy)?, resp. (@)= (@ ... wn)7,
(@) = ()T, (0)=(@T, @ =TWw), W=T"'w). (12.54)

Vsechny tyto vztahy jsme poctivé odvodili v odstavci 4.1.4 (strana 32, vztah (4.13), strana 72,
vztah (4.36) a piiklad 4.48), proto je jiz pouze bez dikazu rekapitulujeme. Nézev ,kontrava-
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Divite se, Ze transformacni vztahy pro 71; a 711 (indexy jsou dole) jsou shodné se vztahy pro 7! a 7!! (indexy

nahofe) a se vztahy pro 7'1 a 71?7 (A kdyz budete pilni a propoéitéte i vztahy pro ostatnf slozky, také zjistite, ze
se pro danou dvojici indexu shoduji nezavisle na typu tenzoru, tj. na umisténi indext). Bude tomu tak vzdy?
Bude tomu tak jen za urcitych podminek? Nebo je to dokonce tiplna ndhoda? Odpovédi jsou ,ne“, ,ano“, ,ne“.
Shoda se objevila proto, ze v pripadé ortonormélnich vychozich bazi prostoru V,, jsou matice 7" a S ortogonélni,
a proto navzdjem transponované. Slozky kontravariantnich, kovariantnich a smisenych tenzoru se transformuji

stejné. Neni to tedy néjakd ndhoda, na druhé strané to neplati obecné.

Prozkoumame-li strukturu transformacnich vztaha z prikladu 12.50, mohli bychom rovnou
zapsat odpovidajici vztahy pro tenzory libovolného typu (p, q). Zkuste si to a porovnejte pak
svilj ,odhad“ s vysledkem nasledujicitho odvozeni. Linedrni kombinaci

TJ1-Jg .JqQ1..
11...0p az zpbl ¢

vy&islime na argumentech (e¥' ... eF e, ... ¢, ) ana pravé strané vyrazu vyuzijeme defini¢-
nich vztahu (12.64) pro zobrazeni ¢lequ . Dostaneme

Ti1da (ka kp. _ ~Jq@1.. kp. _
i ( ,...,e",ell,...,el[I)—az inbr ng ( ..,ep,ell,...,elq)—
--Jqa1.. kl kp $b1 by - J1---Jgk1...kp
= aj, cipbi... 5 e OgPO 0 = T
Na levé strané zapiSeme vektory z baze (e1,...,€e,) jako linedrni kombinace baze (éy,...,&,)
a kovektory z béaze (e', ..., e") jako linearni kombinace baze (e',...,e") pomoci Vztahﬁ (12.52)
a opét pouzijeme deﬁmcnl vztahy pro prvky béaze tenzorového prostoru, tentokrat fg
~J1---Jq k1 kpy. T ]q k1 7(11 k. bqf .
ilml-p(e ,...,ep,ell,...,elq)— i (T yoes Tre Sl ebl,...,Slqebq)—

_ ik kp Qb1 by sai ap ¢j1 Jg _ ik kp @i Jq
_— Tal DR TaPZ) Sll DY Slq 511 DY (511] 5b1 . .. 5bq — T"’Ll DY T;’Lp Sll . .. Slq
Porovnanim dostaneme hodnoty koeficientii linearnich kombinaci

] jqkl k1 kp @it Jq
ag it =T TS S

a prevodni vztahy pro prvky baze { f}‘j} — { o } T<iy,o.0p, 01,y Jg <10,

1.
—j K k ; AN
nle= (Tl ) (S S e
anaopakpro{ fg}—>{ fll i } L<uy,..iip,J1s-- 3 Jg S

Wl = (Shsy) (T ) G,

1.



799

Kapitola 15

Kdy pomiize pocitac aneb nékteré
zakladni numerické metody

Numerické metody umoznuji resit rizné typy matematickych tloh, treba algebraickych ¢i ana-
lytickych, aritmetickymi postupy, tj. v podstaté manipulaci s ¢isly. V kombinaci s vypocetni
technikou predstavuji zcela samostatnou oblast matematiky. S obrovskym rozvojem moznosti
vypocetni mohutnosti osobnich pocitact pronikaji i tam, kde by bylo vhodnéjsi hledat reSeni
presna, resp. analyticka. Jsou totiz pohodlnéjsi. Zda se tedy, ze danou tlohu staci pouze napro-
gramovat, coz provede informatik, a svéfit jeji feSeni poéitaci. Ze by zde jiz matematika neméla
misto? Vzdyt prece existuje fada hotovych programu pro feseni rtiznych typu tloh, a ty casto
predstavuji bézné softwarové vybaveni dnesnich pocitaci. Takovy nazor by ovsem byl velkym
omylem! [ Tvuréim prvkem* a tillohou pro matematika ztstava volba vhodné numerické metody;,
ktera je pro feseni mnoha problémiu zcela zasadni. A uzivatel programt by se nemél spokojit
s tim, ze ,hodi data do stroje a vypadnou vysledky“. Mél by podstaté vypoctu alespon na
zakladni drovni porozumeét, aby vibec dokazal spravny program zvolit, a aby si také dokazal
s vysledky poradit, tj. spravné je interpretovat.

Zkusme si uvédomit, ¢im se hlavné lisi feseni ulohy ,tuzkou na papife” a pomoci pocitace
a v ¢em spocivaji vyhody ¢i nevyhody obou pristupii.

e Tuzkou na papife miizeme provadét symbolické manipulace, zatimco pocita¢ pracuje
s cisly. I kdyz pocitacové aplikace pro symbolické manipulace existuji (napriklad MA-
PLE), neni to vzdy uplné ,to pravé“. Stava se, ze program neupravi vysledny vyraz do
nejvhodnéjsi podoby.

e Zatimco pfi ,rucnim* reSeni ulohy casto muzeme uplatnit zkusenost, nebo nékteré kroky
primo ,vidime“, pocitaci je tieba krok za krokem pomoci programu sdélit, co ma délat.
Mame-li naptiklad TeSit rovnici 22 — 3z + 2 = 0, zkuSenost ndm umozni okamZité uvi-
dét v jeji levé strané kvadraticky trojélen s rozkladem (z — 1)(z — 2). Pocitaci musime
naprogramovat cely postup feseni kvadratické rovnice: zadani koeficienti rovnice, vypo-
¢et diskriminantu (tfi ndsobeni, jedno s¢itani), rozhodnuti, zda diskriminant je kladny,
zaporny ¢i nulovy, odmocnéni diskriminantu, dal$i s¢itani a dvé déleni (ruzné koreny),
atd.
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15.3.1 Aproximace funkci

Predpoklddejme, ze mame k dispozici dvojice (x;,y;) = (:cj,f(xj)>, zr; € la,b], 1 < j <

< n, a hleddme hladkou funkeci f(z), napriklad polynom, kterd funkci f(z) na intervalu [a, b]
aproximuje.

Rozdilnost obou zptisobii aproximace ukazuje schematicky obrazek 15.18.

Obrazek 15.18 Interpolace versus vyhlazovaci aproximace.

V pripadé interpolace miize opét jit o situace dvojiho typu:

e interpoluje se v tabulce namérenych hodnot, tj. hodnoty (xj, f (:c])) jsou ziskdny mérenim,
a proto jsou zatizeny urcitou chybou,

e pomoci funkee f(x), jejiz funkéni hodnoty se dobife pocitaji (napiiklad polynom), se inter-
poluje v tabulce funkénich hodnot funkce f(z) napevno vypoétenych v urcitych bodech
Z1,..., Ty, ulozené v pocitaci (napiiklad jiz zminénd exponencialni funkce, popiipadé
funkce goniometrické, apod.).
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Kapitola 16

Linearni algebra poctvrté — hratky
s operatory a maticemi

Mozné si lecktery ctenafr rekne, ze linedrni algebry uz bylo dost. Jenze linedrni algebry neni
nikdy dost, zejména pro praktické aplikace. Z predchozich algebraickych kapitol, prvni v pr-
vém dilu, ¢tvrté a Sesté v druhém dilu, vime ledacos o maticich, vime ledacos o linearnich
operatorech ve vektorovych prostorech, ale také o jejich souvislosti. Vime, Ze linearni operator
je v pevné zvolené bazi vektorového prostoru V,, nad polem realnych nebo komplexnich cisel,
resp. v bazi vektorového prostoru se skaldrnim souc¢inem (unitarniho U, nad polem komplex-
nich ¢isel ¢ euklidovského F,, nad polem redlnych ¢isel) reprezentovan ¢tvercovou matici n-tého
radu osazenou komplexnimi, resp. redlnymi ¢isly. Zatimco vsak operator je objektem invariant-
nim (fkdme také geometrickym), je reprezentujici matice zavisld na volbé béze. Matice A a A
reprezentujici tyz linedrni operator v ruznych bazich (ey,...,e,) a (€1, ..., &,) vektorového pro-
storu maji mezi sebou tzky vztah. Jsou vazany podobnostni transformaci A = TAT~!, kde
T je (reguldarni) matice prechodu od baze (eq,...,e,) k bazi (é,...,é,). (Presvédcili jsme se
o tom v odstavci 4.2.2 v druhém dilu.) V kapitolach 4 a 6 jsme se pak zabyvali otdzkou, za
jakych podminek 1ze dany linedrni operator reprezentovat nejjednodussim moznym zptisobem
— diagonalni matici. Zjistili jsme, zZe tato reprezentace odpovida béazi tvorené vlastnimi vektory
operatoru. Také jsme zjistili, ze takova baze vzdy existuje pro specialni typy operatorii v uni-
tarnich, resp. euklidovskych prostorech, konkrétné pro operatory unitarni a samoadjungované
(v U,), resp. ortogondlni (maji-li pouze redlné vlastni hodnoty) a symetrické (v E,). Obecné
vsak neni vzdy mozné sestavit z vlastnich vektori bazi — nékdy je prosté nezavislych vlastnich
vektorit malo. V této kapitole se budeme zabyvat problémem reprezentace linedrniho operatoru
z obecnéjsiho hlediska nez doposud. Dokonce pripustime, ze vektorovy prostor V,,, v némz nase
operatory pusobi, neni obecné vybaven skalarnim souc¢inem.

16.1 Co délat, kdyz operator nema diagonalni reprezen-
taci

Pokud nelze z vlastnich vektori linearnitho operatoru sestavit ve vektorovém prostoru bazi,
nelze operdtor reprezentovat diagonalni matici (s takovymi ptiklady jsme se v odstavci 4.3,





