Kapitola 4

Vicerozmérna linearita aneb
linearni algebra podruhé

V prvnim dilu tohoto textu jsme se seznamili s elegantni dadmou — linedrni algebrou. Po-
moci jejich pravidel jsme nejen fesili soustavy linearnich rovnic, ale také pocitali s maticemi
a vektory. Zatimco operace s maticemi, a koneckonct i feseni linearnich rovnic pomoci matic,
bychom mohli chapat jako uzitecnou ekvilibristiku s ¢iselnymi soubory, za pocitanim s vektory
tovanymi tseckami v trojrozmérném euklidovském prostoru, v némz bylo definovino méteni
délek a uhli. Volné vektory pak byly mnozinami stejné velkych a souhlasné rovnobéznych ori-
entovanych tsecek. Jednalo se tedy o geometrické objekty. Kazdy vektor byl urcen svou velikosti
a smérem. Smér byl pfitom zadan napfiklad pomoci thli mezi danym vektorem a vybranymi
sméry, které byly pfedem pevné zvoleny. Mohli jsme s vektory provadét zakladni algebraické
operace, jimiz jsou sc¢itani vektorti a nasobeni vektoru ¢islem, podle pravidel zavedenych pro
(v tomto ptipadé fadkové) matice. S vektory v trojrozmérném prostoru jsme mohli velmi po-
hodlné pocitat jako s trojicemi ¢isel. Na druhé strané jsme vektory vyjadiovali jako linearni
kombinace jinych vektori, tvoricich v prostoru vsech vektorti bdzi. Koeficienty linearni kom-
binace, ktera predstavovala zapis daného vektoru ve zvolené bazi, byly jeho slozkami v této
bazi. Pfi zméné baze se zménily slozky vektoru, vektor sdm vSak nikoliv. Vektor je stale sam
sebou, jen se v rtznych bazich jinak tvaii — projevi se jinou trojici ¢isel. Protoze se vsak pii
zméné baze zméni slozky vektoru pfesné definovanym zpisobem (vzpomeiite na transformacni
vztahy), dokdzeme jej vzdy rozpoznat. Tuto vlastnost, invarianci vicéi volbé baze, maji vSechny
geometrické objekty. A je to pravé algebra, ktera nam umoznuje tyto objekty reprezentovat
¢iselnymi soubory a také tak s nimi pocitat. Jde-li navic o objekty fidici se linedrnimi pravidly,
jakymi jsou naptiklad distributivni zakony, je pocitani s nimi, v ramci linedrni algebry, zvlasté
jednoduché. Ocenime to zejména v prostorech vyssi dimenze, nez je nas bézny euklidovsky pro-
stor. P1i pocitani s vektory v trojrozmérném prostoru, kde umime mérit délky a thly a kde plati
trigonometricka pravidla, bychom se bez rutinnich algebraickych procedur jesté tieba obesli.
Uz ale naptiklad ve ¢tyfrozmérném casoprostoru, v némz se odehravaji vSechny ptirodni jevy
a v némz je tieba formulovat fyzikalni zakony, vSak pro méreni délek a thld plati jina pravidla,
nez jsou obvykla v bézném, tj. trojrozmérném euklidovském, prostoru. Napftiklad tam neplati
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Obr. 4.17 Poradi premisténi krychle nelze zaménovat — k pirikladu 4.6.

Obr. 4.18 Poradi pfemisténi krychle nelze zaménovat — k ptikladu 4.6.
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jak takovy predpis muize vypadat. Ukazeme, ze dokonce bude stacit, abychom predepsali, jak
se zobrazuji vektory alespoii jedné (libovolné zvolené) baze. A pak uz dokdzeme najit obraz
jakéhokoli vektoru. VyfesSime soucasné i praktickou otazku: Jak vypocitat slozky obrazu ve
zvolené bazi vektorového prostoru W,,, zname-li slozky vzoru v jisté bazi vektorového prostoru
V.

Zvolme ve vektorovém prostoru vzortu V,, béazi (eq, es, ..., e,) a v prostoru obrazi W, bazi
(f1, f2, -+, fm). Pfedpokladejme, ze ¢ : V,, — W,, je linedrni zobrazeni. Zobrazme vektor

n
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Pti posledni tpravé jsme vyuzili pfedpoklddané linearity zobrazeni ¢. Oznacme ¢; = ¢(e;)
obrazy vektorti baze. Okamzité vidime, ze pokud predem fekneme, jak se zobrazenim ¢ zobrazi
vektory baze, mizeme zapsat obraz kteréhokoli vektoru a € V,,,

o(a) = ale; +aley + -+ ac,. (4.23)
Pozor! Vektory ¢, ca, ..., ¢, jsou sice prvky prostoru obrazi W,,, ale nemusi v ném tvorit bazi.
Kazdy z nich je v8ak zcela ur¢ité linedrni kombinaci vektortu baze (f1, f2, ..., fim), tj-
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Symbolem ¢ ~ (v} ... y™) = () opét vyznatujeme skutecnost, ze vektor ¢ je ve zvolené bazi

reprezentovan m-tici (). Abychom mohli poéitat s vektory, které predstavuji obrazy vektort
baze prostoru V,,, musime zadat jejich slozky v bazi prostoru W,,. Ty vytvori matici
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Je vidét, ze ¢(a) = 1 (a) pro libovolny vektor a, tedy ¢ = 1.
Vysledky, ke kterym jsme praveé dospéli, jsou pro zadavani linedrnich zobrazeni natolik
dilezité, ze je vyjadiime formou matematické véty:

Véta 4.2: Kazdé linearni zobrazeni ¢ : V, — W,, je jednoznacné urceno obrazy
libovolné baze prostoru V,,.

Priiklad 4.41: Geometricka predstavivost a algebraicky zapis

Abychom si zvykli na algebraicky popis geometrickych objektii, jimiz vektorové prostory a linedrni zobrazeni
mezi nimi jsou, porovname algebraické feseni ulohy s geometrickym pro pfipady, kdy jesté mizeme uplatnit
predstavivost. To je dobfe mozné v prostorech jedno-, dvou- a trojrozmérnych, jak dokumentuje naptiklad
ilustrativni obrazek 4.27, znazornujici promitani. Pro konkrétni vypocet zvolime jako zobrazeni ¢ promitani

a+b

Obr. 4.27 Promitani nazorné.

vektort prostoru V3 = [|€1, é'z,ég” nad R do podprostoru L = [|f_i, féﬂ, kde fi = €1 + €, fé = €3. Abychom
mohli dobfe uplatnit predstavivost, predpoklddejme, Ze vektory €7, €3, €3 jsou jednotkové a navzajem kolmé.
Abychom védéli, jak mame promitat, musime zadat doplnék L’ vektorového podprostoru L (viz piiklad 4.39).
Zvolime-li L' = Ué’l - é’2|], predstavime si situaci velmi dobfe, nebot ptijde o kolmé promiténi, které dobre
znéme z ,obycejné“ geometrie (viz obrézek 4.28).

Pozn.: Kolmosti a délkou vektori z algebraického hlediska se sice budeme zabyvat az pozdéji, v odstavci
o skaldrnim soucinu vektori, zatim vSak mtizeme vyuzit znalosti geometrickych.

Konkrétné promitneme vektor @ € V3 zndzornény na obrazku. Thned vidime, ze

. . 1- - 1, 1,
2+6, wld)=5hH+fa= satgetes.
Vektor @ € V3 mé tedy v bazi (€, €s, €3) prostoru Vs slozky (a) = (0 1 1), jeho obraz mé v téze bazi slozky

~ 11

(@)=(z 7 1.

Nyni ovéfime tento vysledek, ktery jsme na zakladé geometrické predstavy ziskali okamzité, algebraickym
postupem pomoci véty 4.2. Podle obrdzku uréime obrazy baze (€1, €1, €3) a matici zobrazeni.
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Kapitola 6

Linearita v aplikacich aneb
linearni algebra do tretice

Potfteti, a v tomto dilu naposledy, se vracime k linearni algebtfe. Spojime-li nasledujici poznatky
se znalostmi z predchozich dvou kapitol o linearni algebte, budeme moci Fici, Ze jsme se seznamili
se zaklady této matematické discipliny. NaSe setkavani s ni tim vSak zdaleka nekonci. Kazdy,
kdo se bude zabyvat fyzikou, af jiz teoretickou nebo experimentédlni, a zejména pak jejimi
praktickymi aplikacemi v inzenyrstvi, pristrojové technice, medicinskych oborech vyzadujicich
znalost fyziky, apod., bude potiebovat linedrni algebru neustale. V této kapitole obohatime
nas dosavadni vektorovy prostor o dalsi vybavu — skalarni soucin, se kterou se jesté jednou
vratime k problému projekei, tentokrat v geometricky nézornéjsi podobé. A nakonec si v§im-
neme linearnich operatort, které viici skalarnimu soucinu splnuji jisté ,,zakony zachovani®. Tyto
specialni vlastnosti, kterymi vétsinou oplyvaji fyzikalni ,operatorové” veli¢iny, zajisti existenci
béaze tvorené vlastnimi vektory kazdého takového operatoru.

6.1 Skalarni soucin — nadstandardni vybava vektorového
prostoru

Se skalarnim soucinem vektorti jsme se jiz setkali, vzpominate? V kazdém pripadé se o tom
mizete presvédcit nalistovanim odstavce 1.4.3. Situace, jiz jsme se tehdy zabyvali, byla vsak
velmi specialni. Pracovali jsme s vazanymi vektory definovanymi jako orientované tisecky v troj-
rozmérném euklidovském prostoru, které jsme sc¢itali a nasobili skalarem pomoci jednoduchych
geometrickych definic — grafického sc¢itani orientovanych tsecek a jejich nasobeni ¢islem, také
v podstaté grafického. Volné vektory pak byly mnoZinami ekvivalentnich (tj. stejné dlouhych
a stejné orientovanych) tsecek, operace séitani a nasobeni skaldrem byly pfirozenym zpiso-
bem zobecnény i na volné vektory. Prostor takovych vektorii samoziejmé spliioval vSechny
pozadavky obecné algebraické definice vektorového prostoru. Obsahoval vSak i néco navic —
moznost méreni délek vektorti a tthli mezi nimi, vyplyvajici z pouziti euklidovského prostoru
pro vytvoreni konkrétni geometrické predstavy o vektorech. Pomoci délek vektori a thlu mezi
nimi jsme pak definovali skalarni souc¢in vektort a zjistili jsme, jaké ma tato operace vlastnosti.
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T~!, kterou se v tuto chvili nikomu nechce poéitat. V dalsim odstavci vSak uvidime efektivni zptisob, jak jeji
prvky zjistit, aniz bychom museli pfimo pouzit procedury inverze.

6.1.3 Ortogonalni projekce

Projekcemi na podprostory jsme se obecné zabyvali v odstavci 4.2. To jsme ale neméli k dispo-
zici skalarni soucin. Proto pii kazdém promitani na podprostor L C V,, bylo nutné také zadavat
jeho konkrétni doplnék, jehoz volba nebyla a priori jednoznac¢na. Pti rtizné volbé dopliki jsme
pak dostavali riizné priméty jednoho a téhoz vektoru do podprostoru L. Podstatou této nejed-
noznacnosti byla skutecnost, ze slo o linedrni zobrazeni, které by se z geometrického hlediska
dalo nazvat rovnobéznym promitanim, pricemz se do podprostoru L promitalo ,rovnobézné“
pravé s jeho predem zvolenym konkrétnim doplinkem. Pti jiné volbé dopliiku dopadlo ,rovno-
bézné“ promitani jinak. Situaci si znovu mtizeme pripomenout navratem k obrazku 4.21 nebo
4.25. V unitarnim prostoru vsak mezi vSemi doplinky vektorového podprostoru vzdy existuje
praveé jeden, ktery ma vyznacné postaveni:

Podprostor L, vektorového prostoru U, definovany jako soubor vsech vektort or-
togonalnich ke kazdému prvku podprostoru L, tj.

L, ={be€U,|(a,b) =0 pro libovolné a € L},

nazyvame ortogondlnim doplrikem vektorového podprostoru L.

Konstrukce tohoto dopliitku je jednoduché. Zvolme ortonormalni béazi (uy,us, ..., ux) k-roz-
mérného vektorového podprostoru L, 1 < k < n, a libovolné ji dopliime tak, aby vznikla baze
(ug,ug, ..., Uk, Qky1, - - -, Q) celého prostoru. Ortogonalizacnim procesem ziskame ortonormalni
bazi U = (uq,us, ..., u,) v prostoru U,. PoloZime L, = [|uk+1, Ugt2, - - - ,un]] . Vznikne (n—k)-
rozmérny doplnék podprostoru L, spliujici predchozi definici. Co kdybychom vsak v U, zvolili
ortonormalni bazi (uq, ..., ug, Vgi1, - - ., Un), kterd by se od baze (uy, ..., ug, Ugy1, - .., uy) lisila
vektory na poslednich n — k pozicich? Nic by se nestalo. Vektory vy, az v, by generovaly tyz
podprostor jako vektory wuy1 az u,. Skutecné, ozna¢ime-li L/, = [|vk+1, o ,vnH, kde dim L/, =
=n — k, hned vidime, ze kazdy z vektord vy, az v, je prvkem prostoru L, a naopak, kazdy
z vektort ug,; az u, je prvkem prostoru L', . Proto je L, = L'|. Z téchto tvah vyplyva:

Ortogonalni doplnék L, k podprostoru L je urcen jednoznacné.
Pro libovolny vektor a € U, existuje jednoznacny rozklad

a=ap+ay, a,<€L, ap €L;.
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Kapitola 7

Obycejné diferencialni rovnice

V kapitole 2 jsme se seznamili s funkcemi. O jejich uZite¢nosti nepochybujeme, nebot jsme se
jiz presvédcili, ze se s nimi setkavame takika na kazdém kroku. Vyjadiuji totiz jednoduchym
zpusobem vzajemnou souvislost veli¢in, a nejen fyzikalnich. Zname-li napiiklad funkci vyjadiu-
jici zavislost polohy télesa na case, miizeme zjistit, kde téleso v daném okamziku bylo, je, nebo
bude. Zname-li funkce, které popisuji ¢asovy vyvoj cen a platid, muzeme si snadno zjistit, zda
si za stejny peniz, za ktery dnes dostaneme deset housek, koupime za rok dvacet, nebo jen dvé.
Ptiroda, a ani ekonomika ¢i politika, vSak nejsou natolik prithledné, aby nam takové zavislosti
predestiely pfimo. Poskytuji pouze informace o jejich zménéch, a to jesté ukryté ve specialnich
rovnicich, zvanych diferencialni. Jde-li o neznamou realnou funkci nebo soubor funkci zavislych
na jedné realné proménné, tieba jiz vzpominaném case, hovorime o obycejnych diferencidlnich
rovnicich. Presnéji feceno, diferencialni rovnice vyjadiuje matematickou formou zakon platny
pro hledanou funkci a jeji derivace prvniho nebo i vyssich radt. Takovou funkci ¢asu muize byt
naptiklad i mnozstvi latky pri chemickych reakcich, mohutnost populace zivocicht, kurz eura,
cena akcii na burze, rychlost pohybu téles, teplota, atd. Ve fyzice a chemii jsou diferencialni
rovnice dany fyzikalnimi ¢i chemickymi zakony, v ekonomii nebo biologii se objevuji v rtiznych
modelech, odpovidajicich vice ¢i méné (to castéji) skutecnosti. Uvedme si nékolik ptikladi,
na nichz si vysvétlime i zakladni terminologii, ktera je s problematikou diferencialnich rovnic
spojena.

Priklad s hlemyZzdém: HlemyZzd se pohybuje po pfimce od kopretiny k pampeliSce
LV poéatecnim okamziku ¢t = 0 byl ve vzdalenosti sy =

stalou rychlosti vg = 2mms™.

= 10mm od kopretiny. Jakd bude jeho vzdalenost od kopretiny v libovolném okamziku
t > 0?7 Na tuto otazku by jisté snadno odpovédél i zak prvni t¥idy. Ukazme si vSak, ze
tlohu lze také vyjadfit pomoci diferencialni rovnice. Vzdéalenost s(t) je hledanou funkci
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Kapitola 9

Zavislosti na vice parametrech aneb
funkce vice proménnych

Skalarnimi funkcemi jedné realné proménné jsme se zabyvali velmi podrobné v prvnim dilu.
Umime pocitat jejich limity v bodech vlastnich i nevlastnich, umime je derivovat i integrovat.
Totéz dokazeme provadét i s vektorovymi funkcemi jedné proménné. Kazdy vektor je totiz dan
svymi slozkami, takze kazdéa vektorova funkce je zadana tolika ,,obycCejnymi“ skaldrnimi funk-
cemi, kolik mé dany vektor slozek. S vektorovymi funkcemi jedné proménné jsme pracovali pii
zadavani trajektorii hmotnych boda a vypoctech jejich dalsich charakteristik (rychlost, zrych-
leni, kiivost trajektorie, apod.). Tou jedinou proménnou byl obvykle ¢as. Veli¢iny popisujici
objekty a dé&je v pfirods, af jiz jsou tyto veli¢iny skalary ¢i vektory, vSak vétSinou zavisi na vice
proménnych nez jedné. Kromé casu byvaji typicky zavislé na poloze. Vezméme tieba takové
gravitacni pole Zemé. Na case sice nezavisi, zato vSak kleséd s druhou mocninou vzdalenosti od
stfedu Zemé. Veli¢ina, ktera je charakterizuje, je bud vektorova, nebo skaldrni. Tou vektorovou
je gravitacni zrychleni neboli intenzita gravitacniho pole Zemé, tou skalarni je potencidl,

r

§(F) = —nz <f> v =-kMz s g,

V predchozich vztazich jsou My a R; hmotnost a polomér Zemé, 7 je polohovy vektor mista,
v némz pole zjistujeme, vzhledem ke stfedu Zemé. Skalarni i vektorové veliciny popisujici elek-
trické a magnetické pole nabojii a proudti, rychlosti elementi proudici kapaliny nebo plynu
a fada dalsich fyzikalnich veli¢in jsou nejen funkcemi casu, ale také polohy bodu, v némz je
pocitame nebo méfime. A stejné jako byly zmény funkci jedné proménné vyjadieny pomoci
derivaci, zmény zmén pomoci druhych derivaci, atd., je tfeba umét pocitat i zmény velicin
zavisejicich na vice proménnych. Mohou samoziejmé nastat situace, kdy se méni jen jedna
z promeénnych, zatimco ostatni zlistavaji konstantni. Nejsnéze si takovou situaci predstavime
naptiklad tak, ze mérime tieba elektrické pole stale ve stejném bodé prostoru, ale bézi pfi tom
cas. Pole se v daném bodé s ¢asem méni. Nebo naopak v daném okamziku sledujeme rozdilnost
pole v bodech velmi blizkych danému bodu. Obecné se samoziejmé méni vSechny proménné
a s nimi i hodnoty skalarni funkce nebo slozky vektorové funkce. Jak takové obecné zmény

.....
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Obr. 9.28 Vrstevnice a spadnice.

tvaru x = x(t), y = y(t), pak vychdzime pravé z tohoto pozadavku, tj. (&,y) = grad f(z,y). V nasem konkrétnim
pripadé je situace velmi jednoduché. Dostaneme soustavu dvou diferencialnich rovnic, které se dokonce rozpadne
na dvé samostatné rovnice pro neznamé funkce z(t), y(t). Ty snadno zintegrujeme:

b=-—x, y=-2y = z(t)=Ae ", y(t)=DBe ¥,

A a B jsou integrac¢ni konstanty. Z parametrickych rovnic spadnice snadno vylou¢ime parametr umocnénim z(t)

na druhou a vydélenim.

y B _ 2 _ B

il = y= Kuz*, K_ﬁ'
Spadnice jsou tedy paraboly. Konstantu K uréime, zndme-li alesponi jeden bod spédnice, napiiklad (a,b). Pak
K = b/a®. Pro konkrétnost zvolme bod (a,b) = (2,1), ktery lezi na vrstevnici Vo pro C = 2. Jeji poloosy

jsou V6 a v/3. Gradient funkce v daném bodé je G(2,1) = (=2, — 2), te¢nym vektorem k vrstevnici Ve je
i(2,1) = (—v/2,v/2), jednotkovy teény vektor 5 = (—4, 4) Doplnime jesté rovnici vrstevnice a spadnice
prochézejici bodem (2, 1):

2 2

T Y 1,

4l =1, y=-a2,

6 T3 b vTg”
VSe je zaznamenéno také v obrazku 9.28. A jesté jedna otdzka. V mapé jsou obvykle zakresleny vrstevnice
s konstantnim krokem nadmorské vysky. Nékde jsou vrstevnice hustsi, jinde fidsi. Dokazete najit souvislost
mezi gradientem a hustotou vrstevnic?

Polozme si jesté otazku, zda je néjaka souvislost gradientu a diferencidlu. Na prvni pohled
se miize zdat, ze zadna neni. Druhy, pozornéjsi pohled vSak naznacuje, ze se pfece jen o né-
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Obr. 10.2 Uloha o brachistochrons.

télisko potiebuje, aby po skluzavce sjelo z bodu A do bodu B, mame jiz k dispozici ve vztahu
(7.39). Hledany funkciondl je zobrazeni, které pfifazuje funkcim z D, odpovidajici ¢as. Ma tvar

V29y(x)

Jak ale formulujeme nutnou podminku minima, resp. obecné stacionarniho bodu funkcionélu,
abychom z ni dostali diferencialni rovnici, jejimz feSenim ziskame brachistochronu? V prikladu
7.33 jsme se tomuto problému vyhnuli pouzitim analogie se Snellovym zakonem. Vratime-li se
k velmi nézorné definici stacionarniho bodu a funkce jedné proménné, napiiklad f(x), vidime, ze
podminka f’(a) = 0 je ekvivalentni anulovéani diferencialu funkce f(x) v bodé a, tj. df(a)(h) =
= 0 pro libovolny pfiristek A proménné x. Nutnou podminkou staciondrniho bodu a funkce
f(z) je tedy nulovost jejiho pfirtistku v linearni aproximaci pro body v okoli bodu a. Rozsitime
tuto tvahu na nas specialni pfipad funkcionalu (10.1).

Integrand v tomto vztahu muZeme chapat jako funkci dvou proménnych, y a 1, které pro
zjednoduseni oznac¢me & a 7, tj.

J:Dyoylx) — Jy( / L (x dz € R. (10.1)

1+ (y')?

14 n?
2gy '

29§

L(y,y) = , —  L(n) =

Variace (zména) funkce y(x) odpovida zaméné

y(z) — y(@) + 0y(z) = y(z) +u(z), ¥'(z) — o' () + 6y (z) = y'(z) + u'(x),
nebo
() — &(x) +06(x), n(x) — n(x) + on(z).
Symbol § pouzivame proto, Ze se fakticky nejedna o zmény proménnych, ale zmény funkci
proménné z. Zajimame se o odpovidajici variaci (zménu) funkcionédlu J[y(z) + u(z)],

07 [y(@)] = Jy(=) +u(@)] = J[y()] = / [L(y(@) +u(z),y'(z) + ' (z)) — L(y(z),y'(z))] dz.
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