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ABSTRAKT

Práce se zabývá minimalizaćı Booleových funkćı pomoćı Quineovy-McCluskeyovy
metody s aplikaćı metody mř́ıžky prostých implikant̊u z d̊uvodu dosažeńı
minimálńıho tvaru funkce a minimalizaćı pomoćı ekvivalence. Dále práce obsahuje
programovou implementaci zmı́něných minimalizačńıch metod.

KLÍČOVÁ SLOVA

Quineova-McCluskeyova metoda, minimalizace, Booleova algebra, Booleovy funkce

SUMMARY

This work is concerned with minimalization of Boolean functions by means of
Quine-McCluskey´s method with application of the method of prime implicants
for obtaining the minimal form of the function and with minimalization using an
equivalence. Another part of the work is an application implementing these mini-
malization methods.
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33 s. Vedoućı bakalářské práce prof. RNDR. Ladislav Skula, DrSc.
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3.1 Popis Booleových funkćı a minimalizace . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
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ÚVOD

Problematika minimalizace je v dnešńı době ned́ılnou součást́ı mnoha obor̊u inženýr-

ské praxe. S nástupem výpočetńı techniky jsme schopni poměrně rychle řešit i

rozsáhleǰśı minimalizačńı úlohy, z nichž stoj́ı za zmı́nku mimo jiné i úloha mini-

malizace logických obvod̊u za účelem sńıžeńı náklad̊u a zjednodušeńı obvodu. Logic-

ký obvod lze vyjádřit pomoćı Booleovy funkce a právě minimalizaćı těchto funkćı se

budeme dále zabývat.

Práce je sestavena ze dvou část́ı z nichž prvńı (1. a 2. kapitola) je rigorózně

matematicky přesná, čerpaj́ıćı předevš́ım z pramen̊u [3] a [6]. Druhá (3. a 4. kapi-

tola) je praktičtěǰśı věnuj́ıćı se předevš́ım popisu minimalizačńıch metod a popisu

programu. Tato část čerpá hlavně z pramene [1]. Nyńı konkrétně k jednotlivým

kapitolám.

V prvńı kapitole se zabýváme vlastnostmi Booleovy algebry a vybraným větám,

které nám následně umožńı ukázat vztah mezi Booleovým svazem a Booleovou algeb-

rou.

Druhá kapitola je věnována Booleovým funkćım, které jsme v práci zavedli

matematicky přesnou rekurzivńı definićı. S využit́ım této definice jsme schopni

provést d̊ukaz věty o jednoznačnosti úplného disjunktńıho normálńıho tvaru Boo-

leovy funkce.

Na začátku třet́ı kapitoly uvád́ıme odvozeńı vzorc̊u pro počty Booleových funkćı

a vlastńı definici minimalizačńı metody, která převád́ı funkci na tzv. minimálńı tvar z

hlediska počtu člen̊u. Poté se zabýváme principy vybraných minimalizačńıch metod.

Konkrétně to je minimalizace pomoćı ekvivalence a Quineova-McCluskeyova metoda

s aplikaćı metody mř́ıžky prostých implikant̊u.

Čtvrtá kapitola popisuje vstupy a výstupy programu Mini-Malizace 1.0. Tento

program slouž́ı k minimalizaci Booleových funkćı pomoćı výše uvedených minimali-

začńıch metod.
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1 BOOLEOVA ALGEBRA

Předpokládáme znalost pojmu Boole̊uv svaz, který pro jistotu připomeneme:

Definice 1.1. Uspořádaná množina B = (B,≤) se nazývá Boole̊uv svaz, jestliže

je distributivńı svaz, který je ohraničený s nejmenš́ım prvkem 0, největš́ım prvkem

prvkem 1 a který je komplementárńı. Předpokládá se, že B má aspoň dva prvky.

V této práci budeme už́ıvat následuj́ıćıch značeńı:

• operaci suprema budeme značit symbolem
”
∨“

• operaci infima budeme značit symbolem
”
∧“

• komplement prvku x ∈ B označ́ıme x

Pojem Boole̊uv svaz souviśı s pojmem Booleovy algebry, jej́ıž definici uvedeme:

Definice 1.2. Necht’ B = (B,+, ·, 0, 1,¯) je univerzálńı algebra s operacemi +, ·, 0,

1, ¯; kde +, · jsou binárńı operace; operace ¯ je unárńı operace; 0, 1 jsou nulárńı ope-

race (výběr prvku z množiny). Jestliže tyto operace splňuj́ı ńıže uvedené vlastnosti

a)− e) a množina B má aspoň 2 prvky, pak nazýváme B = (B,+, ·, 0, 1,¯) Booleova

algebra.

Užijeme-li k označeńı binárńı operace symbol +, mluv́ıme o aditivńım zápisu ope-

race. Užijeme-li symbol ·, mluv́ıme o multiplikativńım zápisu operace a obvykle

ṕı̌seme xy mı́sto x · y.

Pro Booleovy algebry plat́ı tyto vlastnosti:

a) asociativita:

(x+ y) + z = x+ (y + z) pro ∀ x, y, z ∈ B (1.1)

(xy)z = x(yz) pro ∀ x, y, z ∈ B (1.2)

b) komutativita:

x+ y = y + x pro ∀ x, y ∈ B (1.3)

xy = yx pro ∀ x, y ∈ B (1.4)

c) distributivita:

x(y + z) = (xy) + (xz) pro ∀ x, y, z ∈ B (1.5)

x+ (yz) = (x+ y)(x+ z) pro ∀ x, y, z ∈ B (1.6)
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d) neutralita:

x+ 0 = x pro ∀ x ∈ B (1.7)

x · 1 = x pro ∀ x ∈ B (1.8)

e) komplementarita:

x+ x = 1 pro ∀ x ∈ B (1.9)

xx = 0 pro ∀ x ∈ B (1.10)

Nyńı ukážeme, že pro ∀ x ∈ B je komplement x určen jednoznačně.

Věta 1.1. Necht’ B je Booleova algebra. Pak ∀x ∈ B má právě jeden komplement.

D̊ukaz. 1) Z komplementarity plyne, že ∀ x ∈ B má aspoň jeden komplement.

2) ∀ x ∈ B má nejvýše jeden komplement: Předpokládejme, že prvek x ∈ B má

komplementy y1, y2 ∈ B. Pak plat́ı dle vlastnot́ı (1.9), (1.10) následuj́ıćı vztahy:

x + y1 = 1, x + y2 = 1, xy1 = 0 a xy2 = 0. Postupným užit́ım předpoklad̊u a

vlastnost́ı (1.4), (1.5), (1.7), (1.8) dostáváme y1 = y1 · 1 = y1(x+ y2) = y1x+ y1y2 =

= xy1 + y1y2 = 0 + y1y2 = y1y2. Obdobně dostáváme y2 = y2 · 1 = y2(x + y1) =

= y2x+ y2y1 = xy2 + y1y2 = 0 + y1y2 = y1y2. Odtud y1 = y2. 2

Věta 1.2. Necht’ B = (B,+, ·, 0, 1,¯) je Booleova algebra. Pak pro libovolný prvek

x ∈ B plat́ı:

x+ x = x (1.11)

xx = x (1.12)

x+ 1 = 1 (1.13)

x · 0 = 0 (1.14)

x = x (1.15)

D̊ukaz. (1.11) Plyne postupně z vlastnost́ı (1.8), (1.9), (1.6), (1.10) takto

x+ x = (x+ x) · 1 = (x+ x)(x+ x) = x+ xx = x.

(1.12) Plyne postupně z vlastnost́ı (1.7), (1.10), (1.5), (1.9) takto

xx = xx+ 0 = xx+ xx = x(x+ x) = x · 1 = x.

(1.13) Plyne postupně z vlastnost́ı (1.8), (1.9), (1.6), (1.4), (1.8), (1.9) takto

x+ 1 = (x+ 1) · 1 = (x+ 1)(x+ x) = x+ 1 · x = x+ x · 1 = x+ x = 1.

(1.14) Plyne postupně z vlastnost́ı (1.7), (1.10), (1.5), (1.3), (1.7), (1.10) takto

x · 0 = x · 0 + 0 = x · 0 + xx = x(0 + x) = x(x+ 0) = xx = 0.
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(1.15) Z vlastnost́ı (1.9), (1.3), (1.10), (1.4) dostáváme x + x = x + x = 1 a xx =

= xx = 0. Odtud plyne, že prvek x je komplement prvku x, který má dle věty 1.1

právě jeden komplement. Tud́ıž x = x. 2

Ukázali jsme idempotentnost prvk̊u množiny B vztahy (1.11), (1.12), agresivitu jed-

ničky (př́ıp. nuly) vztahem (1.13) př́ıp. (1.14) a tzv. zákon dvojité negace vztahem

(1.15).

Věta 1.3 (de Morganovy zákony). Necht’ n je přirozené č́ıslo a B je Booleova

algebra. Pak pro libovolné prvky x1, . . ., xn ∈ B plat́ı:

x1 + x2 + · · ·+ xn = x1 · x2 · · · · · xn , (1.16)

x1 · x2 · · · · · xn = x1 + x2 + · · ·+ xn. (1.17)

D̊ukaz. (1.16) Z vlastnost́ı (1.5), (1.10), (1.7) dostáváme:

(x1 +x2 + · · ·+xn)(x1 ·x2 · · · · ·xn) = (x1 ·x1 ·x2 · · · · ·xn)+(x2 ·x1 ·x2 · · · · ·xn)+ · · ·+
+ (xn ·x1 ·x2 · · · · ·xn) = 0+0+ · · ·+0 = 0. Z vlastnost́ı (1.6), (1.9), (1.8) dostáváme:

(x1 + x2 + · · ·+ xn) + (x1 · x2 · · · · · xn) = (x1 + x2 + · · ·+ xn + x1) · (x1 + x2 + · · ·+
+xn + x2) · · · · · (x1 + x2 + · · ·+ xn + xn) = 1 · 1 · · · · · 1 = 1. Ukázali jsme, že prvek

x1 · x2 · · · · · xn je komplementem prvku x1 + x2 + · · ·+ xn.

(1.17) Z vlastnost́ı (1.5), (1.10), (1.7) dostáváme:

(x1 +x2 + · · ·+xn)(x1 ·x2 · · · · ·xn) = (x1 ·x1 ·x2 · · · · ·xn)+(x2 ·x1 ·x2 · · · · ·xn)+ · · ·+
+ (xn ·x1 ·x2 · · · · ·xn) = 0+0+ · · ·+0 = 0. Z vlastnost́ı (1.6), (1.9), (1.8) dostáváme:

(x1 + x2 + · · ·+ xn) + (x1 · x2 · · · · · xn) = (x1 + x2 + · · ·+ xn + x1) · (x1 + x2 + · · ·+
+xn + x2) · · · · · (x1 + x2 + · · ·+ xn + xn) = 1 · 1 · · · · · 1 = 1. Ukázali jsme, že prvek

x1 · x2 · · · · · xn je komplementem prvku x1 + x2 + · · ·+ xn. 2

Z axiomů a vlastnost́ı Booleova svazu plyne následuj́ıćı tvrzeńı:

Tvrzeńı 1.1. Boole̊uv svaz B = (B,∨,∧, 0, 1,¯) je Booleova algebra.

Ukážeme nyńı, že plat́ı v jistém smyslu opak.

Věta 1.4. Necht’ B = (B,+, ·, 0, 1,¯) je Booleova algebra. Položme pro x, y ∈
B x ≤ y, jestliže x · y = x a x + y = y. Pak ≤ je uspořádáńı na B a (B,≤) je

Boole̊uv svaz, kde oprerace + je supremum, operace · je infimum, 0 je nejmenš́ı

prvek, 1 je největš́ı prvek a operace ¯ je komplement.

D̊ukaz. 1) ≤ je uspořádáńı.

a) reflexivita: ihned plyne ze vztahu (1.12) tak, že xx = x⇒ x ≤ x.
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b) antisymetrie: x ≤ y a y ≤ x ⇒ xy = x a yx = y. Užit́ım vlastnosti (1.4)

dostáváme xy = x a xy = y ⇒ x = y.

c) tranzitivita: x ≤ y a y ≤ z ⇒ xy = x a yz = y. Substitućı dostáváme

x(yz) = x a z vlastnosti (1.2) plyne (xy)z = x ⇒ xz = x ⇒ x ≤ z.

2) (B,≤) je Boole̊uv svaz.

a) operace + je supremum: užit́ım předpoklad̊u a vztahu (1.12) dostáváme y =

= yy = y(x+ y) = y ⇒ y ≤ x+ y ⇒ x+ y = sup{x, y}.

b) operace · je infimum: užit́ım předpoklad̊u, vlastnosti (1.2) a vztahu (1.12)

dostáváme xy = (xx)y = x(xy) = x(yx) = (xy)x = xy ⇒ xy ≤ x ⇒ x · y =

= inf{x, y}.

c) distributivńı svaz: př́ımo z vlastnosti (1.5) plyne x ∧ (y ∨ z) = x(y + z) =

= (xy) + (xz) = (x ∧ y) ∨ (x ∧ z).

d) 0 je nejmenš́ı prvek: užit́ım vztahu (1.14) a vlastnosti (1.2) dostáváme x · 0 =

= 0 ⇒ 0 · x = 0 ⇒ 0 ≤ x pro ∀ x ∈ B.

e) 1 je největš́ı prvek: z vlastnosti (1.9) plyne y · 1 = y ⇒ y ≤ 1 pro ∀ y ∈ B.

f) operace ¯ je komplement: z vlastnost́ı (1.9), (1.10) dostáváme x ∨ x = x+ x =

= 1; x ∧ x = xx = 0 pro ∀ x ∈ B. 2

Nyńı zavedeme zobrazeńı, které zobrazuj́ı Boole̊uv svaz na Booleovu algebru a

opačně.

Definice 1.3. Necht’ (B,≤) je Boole̊uv svaz a necht’ (B,+, ·, 0, 1,¯) je Booleova

algebra. Pak definujeme zobrazeńı F a G takto:

F ((B,≤)) = (B,+, ·, 0, 1,¯), kde + = ∨, · = ∧ ;

G ((B,+, ·, 0, 1,¯)) = (B,�), kde uspořádáńı � je definováno ve větě 1.4.

Označme systém všech Booleových svaz̊u symbolem S1 a systém všech Booleových

algeber symbolem S2. Zobrazeńı F považujeme jako zobrazeńı z S1 do S2 a zobrazeńı

G považujeme jako zobrazeńı z S2 do S1.

Věta 1.5. Necht’ F a G jsou výše definnovaná zobrazeńı. Pak

G ◦ F = idS1
F ◦ G = idS2

}
=⇒ F ,G bijekce; G = F−1.

12



D̊ukaz. 1) Připomeňme, že ≤ ⊆ B × B a � ⊆ B × B. Budeme dokazovat rovnost

množin ≤, �.

a) Předpokládáme, že [x, y] ∈ ≤, tj. x, y ∈ B, x ≤ y ⇒ x ∧ y = x a x ∨ y = y ⇒
x · y = x a x+ y = y ⇒ x � y.

b) Předpokládáme, že [x, y] ∈ �, tj. x, y ∈ B, x � y ⇒ x · y = x a x + y = y ⇒
x ∧ y = x a x ∨ y = y ⇒ x ≤ y.

Odtud dostáváme GF(B,≤) = (B,�)⇒ G ◦ F = idS1 .

2) Předpokládejme, že (B,+, ·, 0, 1,¯) je Booleova algebra, G ((B,+, ·, 0, 1,¯)) =

= (B,�) a FG ((B,+, ·, 0, 1,¯)) = (B,+F , ·F , 0F , 1F , F̄ ). Nyńı podle tvrzeńı

1.1 dostáváme + = ∨, · = ∧, 0 je nejmenš́ı prvek, 1 je největš́ı prvek a operace

¯ je komplement v (B,�). Odtud plyne, že +F = +, ·F = ·, 0F = 0, 1F =

= 1, F̄ = ¯. Dostáváme tedy, že F ◦ G = idS2 . 2

Poznámka 1.1. Z věty 1.5 plyne, že můžeme bijekćı zobrazit Boole̊uv svaz na

Booleovu algebru a opačně inverzńı bijekćı. Tento poznatek nám dává výhodu v

tom, že vlastnosti a věty dokázané pro Booleovy algebry (svazy) se přenesou do

Booleových svaz̊u (algeber).
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2 BOOLEOVY FUNKCE

V tomto odstavci bude B značit Boole̊uv svaz.

Definice 2.1. Pro přirozené č́ıslo n se z praktických d̊uvod̊u definuje Booleova

funkce n proměnných F = F (x1, . . ., xn), jako zobrazeńı Bn do B, kde symbolem Bn

rozumı́me kartézský součin B ×B × · · · × B (n faktor̊u). Funkci F lze v explicitńım

tvaru zapsat pomoćı závorek, proměnných a operaćı ∨,∧,¯.

Rigorózně přesná definice Booleovy funkce je následuj́ıćı rekurzivńı definice.

Definice 2.2. Necht’ n je přirozené č́ıslo, pak Booleova funkce n proměnných v

Booleově svazu (B,∨,∧, 0, 1,¯) je definována jako zobrazeńı F = F (x1, . . ., xn) :

Bn −→ B definované rekurzivně:

1◦ Funkce 0, 1, x1, . . ., xn jsou Booleovy funkce, tedy

F = F (x1, . . ., xn) =


0,

1,

xi pro ∀ 1 ≤ i ≤ n

pro ∀ x1, . . ., xn ∈ B. Nyńı označme množinu všech těchto n + 2 funkćı sym-

bolem F0.

2◦ Předpokládejme, že máme definovanou nějakou množinu F Booleových funkćı

n proměnných v Booleově svazu B, která obsahuje množinu F0.

Pak pro libovolné f1 = f1(x1, . . ., xn), f2 = f2(x1, . . ., xn) ∈ F funkce

f1(x1, . . ., xn) ∨ f2(x1, . . ., xn),

f1(x1, . . ., xn) ∧ f2(x1, . . ., xn),

f1(x1, . . ., xn)

pro ∀ x1, . . ., xn ∈ B definujeme jako Booleovy funkce n proměnných. Označme

F ′
množinu všech těchto funkćı. Zřejmě F0 ⊆ F ⊆ F

′
.

3◦ Pro přirozené č́ıslo N definujeme F (N) =
(
F (N−1)

)′
. Pak množinu všech Boole-

ových funkćı n proměnných definujeme jako množinu
∞⋃

N=1

F (N) a každou funkci

z této množiny považujeme za Booleovu funkci n proměnných.
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V tomto odstavci se zaměř́ıme na popis Booleových funkćı pomoćı tzv. úplného dis-

junktńıho normálńıho tvaru. Za t́ımto účelem zavedeme definici:

Definice 2.3. Necht’ n je přirozené č́ıslo a x1, . . ., xn proměnné. Necht’ k je při-

rozené č́ıslo, k ≤ n a necht’ i1 < i2 < . . . < ik ≤ n, kde i1, . . . , ik jsou přirozená

č́ısla. Booleovu funkci x∗i1 ∧ x
∗
i2
∧ · · · ∧ x∗ik nazveme neúplný člen, jestliže x∗ij =

= xij nebo x∗ij = xij pro ∀ 1 ≤ j ≤ k. V př́ıpadě, že k = n, nazveme tuto funkci

úplný člen.

Poznamenejme, že podle definice 2.2 je každý neúplný člen Booleovou funkćı n

proměnných x1, . . ., xn.

Tvrzeńı 2.1. Necht’ F = F (x1, . . ., xn) je Booleova funkce. Pak existuje celé

nezáporné č́ıslo m a neúplné členy α1, . . . , αm tak, že plat́ı

F = F (x1, . . ., xn) = α1 ∨ α2 ∨ · · · ∨ αm.

Poznámka 2.1. Pro m = 0 rozumı́me výrazem α1 ∨ α2 ∨ . . . ∨ αm prvek 0.

Lemma 2.1. Jestliže α, β jsou neúplné členy n proměnných, pak α∧β je ve tvaru

tvrzeńı 2.1.

D̊ukaz. Máme α = x∗i1∧x
∗
i2
∧· · ·∧x∗ik , β = x∗j1∧x

∗
j2
∧· · ·∧x∗jh

, kde 1 ≤ k ≤ n, 1 ≤ h ≤ n

a i1 < i2 < . . . < ik ≤ n, j1 < j2 < . . . < jh ≤ n (i1, . . . , ik, j1, . . . , jh, k, h jsou

přirozená č́ısla). Pro u ∈ {i1, . . . , ik}, v ∈ {j1, . . . , jh} plat́ı

x∗u ∧ x∗v =


xu ∧ xv,

xu ∧ xv,

xu ∧ xv,

xu ∧ xv.

V př́ıpadě u = v, s využit́ım vlastnosti (1.10) a vztahu (1.12), dostáváme

x∗u ∧ x∗v =


xu,

0,

0,

xu

=

{
x∗u,

0.

Jestliže x∗u ∧ x∗v = 0, pak ze vztahu (1.14) plyne α ∧ β = 0 a vzhledem k poznámce

2.1 lemma plat́ı. Pokud u 6= v ponecháme α ∧ β beze změny. 2

D̊ukaz (Tvrzeńı 2.1). Užijeme definice 2.2 a značeńı F (N) pro N přirozené.
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1) Necht’ funkce F je ve tvaru 1◦. Pak v př́ıpadě F = 0 je podle tvrzeńı 2.1 F v

uvedeném tvaru. Jestliže F = 1, pak F = x1 ∨ x2, tud́ıž F je také v uvedeném

tvaru. V př́ıpadě F = xi pro 1 ≤ i ≤ n zřejmě též plat́ı tvrzeńı 2.1.

2) Pro přirozené č́ısloN máme F (N) =
(
F (N−1)

)′
a předpokládejme, že pro F (N−1)

tvrzeńı plat́ı.

3) Necht’ f1, f2 ∈ F (N−1), kde f1 = α1 ∨ α2 ∨ · · · ∨ αm, f2 = β1 ∨ β2 ∨ · · · ∨ βM a

m,M jsou přirozená č́ısla. Pak máme

a) f1 ∨ f2 = α1 ∨ . . . ∨ αm ∨ β1 ∨ . . . ∨ βM .

b) f1 ∧ f2 = (α1 ∨ . . .∨ αm)∧ (β1 ∨ . . .∨ βM) = (α1 ∧ β1)∨ (α1 ∧ β2)∨ · · · ∨ (αi ∧
∧ βj) ∨ · · · ∨ (αm ∧ βM). Podle lemmatu 2.1 je f1 ∧ f2 v požadovaném tvaru.

c) Ze vztahu (1.16) dostáváme f1 = α1 ∨ α2 ∨ · · · ∨ αm = α1 ∧α2 ∧ · · · ∧αm, kde

αp = x∗i1 ∧ x
∗
i2
∧ · · · ∧ x∗ik = x∗i1 ∨ x

∗
i2
∨ · · · ∨ x∗ik = y∗i1 ∨ y

∗
i2
∨ · · · ∨ y∗ik a αq =

= x∗j1 ∧ x
∗
j2
∧ · · · ∧ x∗jh

= x∗j1 ∨ x
∗
j2
∨ · · · ∨ x∗jh

= y∗j1 ∨ y
∗
j2
∨ · · · ∨ y∗jh

pro

∀ 1 ≤ p, q ≤ m. Ukážeme, že αp ∧ αq pro ∀ p, q, přičemž p 6= q, je ve tvaru

tvrzeńı 2.1. Z vlastnosti (1.5) máme αp ∧ αq = (y∗i1 ∨ y
∗
i2
∨ · · · ∨ y∗ik) ∧ (y∗j1∨

∨ y∗j2 ∨ · · · ∨ y
∗
jh

) = (y∗i1 ∧ y
∗
j1

) ∨ (y∗i1 ∧ y
∗
j2

) ∨ · · · ∨ (y∗ik ∧ y
∗
jh

), kde

y∗u ∧ y∗v =


yu ∧ yv,

yu ∧ yv,

yu ∧ yv,

yu ∧ yv

pro ∀ i1 ≤ u ≤ ik a ∀ j1 ≤ v ≤ jh. V př́ıpadě u = v dostáváme

y∗u ∧ y∗v =


yu,

0,

0,

yu

=

{
y∗u,

0.

Pokud u 6= v ponecháme αp ∧ αq beze změny. 2

Lemma 2.2. Každý neúplný člen α = x∗i1∧x
∗
i2
∧· · ·∧x∗ik (z definice 2.3) lze zapsat

jako Booleova funkce n proměnných F = F (x1, . . ., xn) = β1 ∨ β2 ∨ · · · ∨ βp, kde

β1, . . . , βp jsou úplné členy a p = 2n−k.

D̊ukaz. Necht’ α = x∗i1∧x
∗
i2
∧· · ·∧x∗ik je neúplný člen. Označme symbolem A množinu

{i1, . . . , ik} a symbolem B množinu {1, . . . , n}. Zřejmě plat́ı A ⊆ B. Necht’ symbol

C znač́ı doplněk množiny A na množině B. Pak užit́ım vlastnost́ı (1.8), (1.9), (1.5)
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dostáváme α = x∗i1 ∧ x
∗
i2
∧ · · · ∧ x∗ik = x∗i1 ∧ x

∗
i2
∧ · · · ∧ x∗ik ∧ 1 = x∗i1 ∧ x

∗
i2
∧ · · · ∧

∧ x∗ik ∧
∧
∀j∈C

(xj ∨ xj) = β1 ∨ β2 ∨ · · · ∨ βp, kde β1, . . . , βp jsou úplné členy a p = 2|C|,

kde |C| = n− k. 2

Definice 2.4. Necht’ F = F (x1, . . ., xn), G = G(x1, . . ., xn) jsou Booleovy funkce n

proměnných (F,G : Bn → B), kde G = α1 ∨α2 ∨ · · · ∨αm, m je celé nezáporné č́ıslo

a α1, . . . , αm jsou navzájem r̊uzné úplné členy. Řekneme, že G je úplný disjunktńı

normálńı tvar funkce F , jestliže F = G (jakožto funkce).

Poznámka 2.2. Pokud α1, . . . , αm jsou navzájem r̊uzné neúplné členy, pak řekne-

me, že G je disjunktńı normálńı tvar funkce F .

Věta 2.1 (existence úplného disjunktńıho normálńıho tvaru). Necht’ F je

Booleova funkce. Pak existuje Booleova funkce G jakožto úplný disjunktńı normálńı

tvar funkce F .

D̊ukaz. Necht’ F = F (x1, . . ., xn) je Booleova funkce. Pak podle tvrzeńı 2.1 a po-

známky 2.2 existuje Booleova funkce G = α1 ∨ α2 ∨ · · · ∨ αm jakožto disjunktńı

normálńı tvar funkce F , kde α1, . . . , αm jsou neúplné členy. Pak užit́ım lemmatu 2.2

a vztahu (1.11) dostáváme G = α1∨α2∨· · ·∨αm = β1∨β2∨· · ·∨βq, kde β1, . . . , βq

jsou r̊uzné úplné členy a q je přirozené č́ıslo. 2

Úmluva: Důkaz následuj́ıćı věty 2.2 o jednoznačnosti vyjádřeńı Booleovy funkce

pomoćı úplného disjunktńıho normálńıho tvaru provedeme rigorózně matematicky

přesně. Za t́ım účelem si zavademe pracovńı pojmy
”
výraz“ a

”
ÚDN-vyjádřeńı“,

které nebudeme č́ıslovat. Tyto pojmy se dále v textu nevyskytuj́ı mimo odstavec

3.1, kde s těmito užijeme i pojmy
”
neúplný výraz“ a

”
DN-vyjádřeńı“.

Budeme předpokládat, že n ∈ N, M = {1, 2, . . . , n}, J = {0, 1} a L = {0, 1, 2}.

Výrazem ω budeme rozumět zobrazeńı množiny M do J. Toto zobrazeńı interpre-

tujeme jako dř́ıve definovaný úplný člen. Množinu všech výraz̊u označ́ıme symbolem

Ω. Zobrazeńı z množiny Ω do J nazveme ÚDN-vyjádřeńı. Tento pojem interpre-

tujeme jako úplný disjunktńı normálńı tvar. Pro pojmy výraz a ÚDN-vyjádřeńı

definujeme pojmy
”
funkce výrazu“ a

”
funkce vyjádřeńı“ následovně:

Necht’ ω ∈ Ω, x1, . . ., xn ∈ B. Položme

ω̃(x1, . . ., xn) = x
ω(1)
1 · xω(2)

2 · · · · · xω(n)
n ,

kde

x
ω(i)
i =

{
xi, jestliže ω(i) = 1

xi, jestliže ω(i) = 0
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pro 1 ≤ i ≤ n. ω̃ je zobrazeńı Bn do B a zřejmě ω̃ je Booleova funkce, kterou nazveme

funkce výrazu ω.

Necht’ v je ÚDN-vyjádřeńı a x1, . . ., xn ∈ B. Položme

ṽ(x1, . . ., xn) = sup{v(ω) · ω̃(x1, . . ., xn) : ω ∈ Ω}.

Pak ṽ je zobrazeńı Bn do B, které je Booleovou funkćı. Tuto funkci nazveme funkce

vyjádřeńı v.

Neúplným výrazem γ budeme rozumět zobrazeńı množiny M do L. Toto zobra-

zeńı interpretuje dř́ıve definovaný neúplný člen. Množinu všech neúplných výraz̊u

označ́ıme symbolem Γ. Zobrazeńı z množiny Γ do J nazveme DN-vyjádřeńı. Tento

pojem interpretujeme jako disjunktńı normálńı tvar.

Pro d̊ukaz jednoznačnosti úplného disjunktńıho normálńıho tvaru má zásadńı vý-

znam následuj́ıćı lemma.

Lemma 2.3. Necht’ ω0 je výraz. Pak existuj́ı x1, . . ., xn ∈ B tak, že ω̃0(x1, . . ., xn) =

= 1 a ω̃(x1, . . ., xn) = 0 pro každé ω ∈ Ω− {ω0}.

D̊ukaz. Pro 1 ≤ i ≤ n položme

xi =

{
1, jestliže ω0(i) = 1

0, jestliže ω0(i) = 0.

Tud́ıž

x
ω0(i)
i =

{
1, jestliže ω0(i) = 1

0, jestliže ω0(i) = 0
= 1.

Odtud dostáváme ω̃0(x1, . . ., xn) = 1.

Necht’ ω ∈ Ω− {ω0}. Pak existuje i ∈ N, 1 ≤ i ≤ n tak, že ω(i) 6= ω0(i). Tud́ıž

x
ω0(i)
i =

{
xi pro ω(i) = 1

xi pro ω(i) = 0
=

{
xi pro ω0(i) = 0

xi pro ω0(i) = 1
=

{
0 pro ω0(i) = 0

1 pro ω0(i) = 1
= 0.

Odtud plyne ω̃(x1, . . ., xn) = 0. 2

Tvrzeńı 2.2. Pro ÚDN-vyjádřeńı v1, v2 máme v1 = v2, právě když ṽ1 = ṽ2.

Jinými slovy: dvě vyjádřeńı jsou si rovny, právě když jsou si rovny jakožto funkce.

D̊ukaz. Zřejmě z rovnosti v1 = v2 plyne ṽ1 = ṽ2. Předpokládejme, že ṽ1 = ṽ2 a v1 6=
6= v2. Pak existuje ω0 ∈ Ω takové, že v1(ω0) 6= v2(ω0). Bez újmy na obecnosti můžeme

předpokládat, že v1(ω0) = 1, v2(ω0) = 0. Podle lemmatu 2.3 existuj́ı x1, . . ., xn ∈ B
tak, že ω̃0(x1, . . ., xn) = 1 a ω̃(x1, . . ., xn) = 0 pro každé ω ∈ Ω−{ω0}. Podle definice

máme
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ṽ1(x1, . . ., xn) = v1(ω0) · ω̃0(x1, . . ., xn) ∨ sup{v1(ω)ω̃(x1, . . ., xn) :

ω ∈ Ω− {ω0}} = 1 · 1 ∨ 0 = 1,

ṽ2(x1, . . ., xn) = v2(ω0) · ω̃0(x1, . . ., xn) ∨ sup{v2(ω)ω̃(x1, . . ., xn) :

ω ∈ Ω− {ω0}} = 0 · 1 ∨ 0 = 0,

což je spor s předpokladem ṽ1 = ṽ2. 2

Z výše uvedeného tvrzeńı pak snadno plyne následuj́ıćı věta o jednoznačnosti úplné-

ho disjunktńıho normálńıho tvaru.

Věta 2.2 (jednoznačnost úplného disjunktńıho normálńıho tvaru). Jestli-

že pro Booleovu funkci F = F (x1, . . ., xn) existuj́ı úplné disjunktńı normálńı tvary

G1 = α1∨α2∨· · ·∨αm, G2 = β1∨β2∨· · ·∨βM , kde m,M jsou celá nezáporná č́ısla

a αi, βj jsou úplné členy (1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤M), pak m = M a pro m,M přirozené

existuje permutace ϕ množiny {1, 2, . . . ,M} tak, že αi = βϕ(i) pro ∀ 1 ≤ i ≤ m.

D̊ukaz. Necht’ G1 = α1∨α2∨ · · ·∨αm, G2 = β1∨β2∨ · · ·∨βM jsou úplné disjunktńı

normálńı tvary funkce F = F (x1, . . ., xn). Dle úmluvy jsou G1, G2 ÚDN-vyjádřeńı.

Zřejmě G̃1 = G̃2 jakožto funkce. Pak z tvrzeńı 2.2 plyne, že G1 = G2 jakožto

vyjádřeńı. 2
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3 METODY MINIMALIZACE

V této kapitole se budeme zabývat minimalizačńımi metodami, které minimalizuj́ı

Booleovu funkci zadanou v disjunktńım normálńım tvaru. Za t́ımto účelem si nejprve

zavedeme potřebné vztahy a definice.

3.1 Popis Booleových funkćı a minimalizace

K d̊ukaz̊um vět v této části užijeme pojmy z úmluvy v kapitole 2 a následuj́ıćı

tvrzeńı.

Tvrzeńı 3.1. Necht’ Q je q-prvková množina a P je p-prvková množina. Tedy

|Q| = q a |P| = p. Pak počet všech zobrazeńı množiny Q do množiny P je p q.

D̊ukaz. Z předpokladu |P| = p plyne, že pro každý prvek z množiny Q máme právě

p možnost́ı jak jej zobrazit. Z předpokladu |Q| = q plyne, že počet všech zobrazeńı

množiny Q do množiny P je p · p · · · · · p︸ ︷︷ ︸
q-krát

= p q. 2

Věta 3.1. Počet všech Booleových funkćı n proměnných v úplném disjunktńım

normálńım tvaru je 22n
.

D̊ukaz. Dle výše zmı́něné úmluvy budeme dokazovat počet ÚDN-vyjádřeńı. Při-

pomeňme, že n ∈ N, M = {1, 2, . . . , n}, J = {0, 1} a L = {0, 1, 2}. Necht’ α =

= x
ω(1)
1 · xω(2)

2 · · · · · xω(n)
n je úplný člen, kde

x
ω(i)
i =

{
xi pro ω(i) = 1,

xi pro ω(i) = 0

pro ∀ 1 ≤ i ≤ n. Úplný člen si tud́ıž můžeme představit jako zobrazeńı množiny

M do J. Množinu všech těchto úplných člen̊u označ́ıme symbolem Ω. Podle tvrzeńı

3.1 dostáváme, že |Ω| = 2n. ÚDN-vyjádřeńı neboli úplný disjunktńı normálńı tvar

Booleovy funkce n proměnných chápeme jako zobrazeńı množiny Ω do J. Z tvrzeńı

3.1 ihned plyne, že počet všech Booleových funkćı n proměnných v úplném dis-

junktńım normálńım tvaru je právě 2|Ω| = 22n
. 2

Poznámka 3.1. Jako Booleovu funkci n proměnných v úplném disjunktńım nor-

málńım tvaru považujeme i Booleovu funkci tvaru F = F (x1, . . ., xn) = 0.

Věta 3.2. Počet všech Booleových funkćı n proměnných v disjunktńım normálńım

tvaru je 2 3n−1.
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D̊ukaz. Dle úmluvy budeme dokazovat počet DN-vyjádřeńı. Necht’ α = x
ω(1)
1 · xω(2)

2 ·
· · · · · xω(n)

n je neúplný člen, kde

x
ω(i)
i =


xi pro ω(i) = 1,

xi pro ω(i) = 0,

0 pro ω(i) = 2

pro ∀ 1 ≤ i ≤ n. Neúplný člen je tedy zobrazeńı množiny M do L. Množinu všech

těchto neúplných člen̊u označ́ıme symbolem Γ. Z tvrzeńı 3.1 plyne, že |Γ| = 3n.

Poznamenejme, že množina Γ obsahuje i tzv. nulový neúplný člen β = x
ω(1)
1 ·

·xω(2)
2 · · · · · xω(n)

n , kde ω(i) = 2 pro ∀ 1 ≤ i ≤ n. Z vlastnosti (1.7) plyne, že

nulový neúplný člen neovlivńı výslednou funkci, tud́ıž jej neuvažujeme. Zavedeme

množinu ∆, která obsahuje všechny neúplné členy s vyj́ımkou nulového neúplného

členu. Zřejmě |∆| = 3n− 1. DN-vyjádřeńı neboli disjunktńı normálńı tvar Booleovy

funkce n proměnných chápeme v tomto př́ıpadě jako zobrazeńı množiny ∆ do J.

Podle tvrzeńı 3.1 dostáváme, že počet všech Booleových funkćı n proměnných v

disjunktńım normálńım tvaru je právě 2|∆| = 2 3n−1. 2

n #údnt #dnt

1 4 4

2 16 256

3 256 67 108 864

4 65 536 280

5 232 2242

Tab. 3.1: Počty Booleových funkćı

n: počet proměnných

#údnt: počet Booleových funkćı v úplném disjunktńım normálńım tvaru

#dnt: počet Booleových funkćı v disjunktńım normálńım tvaru

Definice 3.1. Necht’ F = F (x1, . . ., xn), G = G(x1, . . ., xn) jsou Booleovy funkce n

proměnných, kde G = α1 +α2 + · · ·+αm, m je celé nezáporné č́ıslo a α1, . . . , αm jsou

navzájem r̊uzné neúplné členy. Řekneme, že G je minimálńı tvar funkce F , jestliže

F = G (jakožto funkce) a pro každou Booleovu funkci H = β1 +β2 + · · ·+βp, kde p

je celé nezáporné č́ıslo, p < m a β1, . . . , βp jsou navzájem r̊uzné neúplné členy, plat́ı

F 6= H (jakožto funkce).

Definice 3.2. Necht’ F = F (x1, . . ., xn), G = G(x1, . . ., xn) jsou Booleovy funkce n

proměnných, kde funkce G je minimálńı tvar funkce F . Pak metodu, pomoćı které

funkci F převedeme na funkci G, definujeme jako minimalizačńı metodu.
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3.2 Minimalizace pomoćı ekvivalence

Připomeňme předpoklad, že zadaná Booleova funkce n proměnných, určená k mini-

malizaci, je v disjunktńım normálńım tvaru.

Hlavńı myšlenka:

1. Vygenerujeme všechny Booleovy funkce n proměnných v disjunktńım normál-

ńım tvaru. Množinu všech těchto funkćı označ́ıme symbolem S.

2. Rozlož́ıme množinu těchto funkćı na tř́ıdy ekvivalence S1, S2, . . . , Su.

3. Vybereme ekvivalentńı tř́ıdu k zadané Booleově funkci.

4. Z této tř́ıdy vybereme pouze minimálńı tvary.

Následuj́ıćı rozbor nám pomůže objasnit hlavńı body myšlenky.

Rozbor:

1. Z věty 3.2 plyne, že |S| = 23n−1.

2. Z vět 2.1 a 2.2 plyne, že každá Booleova funkce lze převést na úplný dis-

junktńı normálńı tvar a ten je určen jednoznačně. Pokud S1, S2, . . . , Su je

rozklad množiny S na tř́ıdy ekvivalence, pak podle věty 3.1 dostáváme, že

u = 22n
. Tud́ıž počet tř́ıd ekvivalenćı je roven počtu Booleových funkćı v

úplném disjunktńım normálńım tvaru.

3. Pod pojmem ekvivalentńı rozumı́me rovnost jakožto funkce.

4. V tomto př́ıpadě si pod pojmem minimálńı tvar můžeme představit funkci s

nejmenš́ım počtem neúplných člen̊u.

Nespornou výhodou této metody je, že nám poskytne všechny minimálńı tvary

zadané funkce. Na druhou stranu je tato metoda pouze teoretická a pro praxi, v

této podobě, téměř nepoužitelná. Již pro n = 4 by množina S obsahovala 280 funkćı

(
.
= 1,2 · 1024), což je z hlediska časového (generováńı této množiny) a pamět’ového

nerealizovatelný úkol.

3.3 Quineova-McCluskeyova metoda

Upozorněme, že tato metoda neńı sama o sobě minimazičńı metodou. Z tohoto

d̊uvodu se v praxi nepouž́ıvá samostatně, ale společně s metodou mř́ıžky prostých
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implikant̊u, kterou si uvedeme v části 3.4. Tato dvojice metod nám poskytuje mini-

málńı tvar zadané funkce.

Postup:

1. Vstupńı funkci převedeme do úplného disjunktńıho normálńıho tvaru.

2. Všechny úplné členy převedeme do dvojkového zápisu. Ke každému přiṕı̌seme

jeho hodnotu v deśıtkové soustavě (tuto hodnotu užijeme následně při aplikaci

metody mř́ıžky prostých implikant̊u na výsledek této metody).

3. Vytvoř́ıme prvńı soupis tak, že pod sebe seṕı̌seme jednotlivé dvojkové úplné

členy podle index̊u. V př́ıpadě rovnosti index̊u rozhoduje o pořad́ı deśıtkové

vyjádřeńı dvojkového zápisu úplného členu.

4. Vytvoř́ıme daľśı soupis t́ım zp̊usobem, že porovnáváme spolu vždy dva členy,

které se lǐśı v indexu o jedničku, dokud nevyčerpáme všechny možnosti. Pokud

se dvojice člen̊u lǐśı pouze v jedné dvojkové č́ıslici, zkrát́ıme je a do nového

soupisu naṕı̌seme nově vzniklý zkrácený člen i s deśıtkovými vyjádřeńımi člen̊u,

ze kterých vznikl. Zkrácené členy zaškrtneme. Takto postupujeme dokud lze

dva členy zkrátit tzn. vytvořit daľśı soupis.

5. Vyṕı̌seme všechny nezaškrtnuté členy i se všemi deśıtkovými vyjádřeńımi. Tyto

členy budeme dále označovat jako prosté implikanty.

V následuj́ıćım rozboru si objasńıme jednotlivé body postupu a paralelně provedeme

ukázkový př́ıklad pro vstupńı funkci F = xz + x z + x y z.

Rozbor:

1. Převod vstupńı funkce na úplný disjunktńı tvar provedeme s využit́ım vlast-

nost́ı (1.8), (1.9), (1.6) a vztahu (1.11).

F = x z + x z + x y z = x y z + x y z + x y z + x y z + x y z

2. Převod úplného členu do dvojkového zápisu se provád́ı tak, že př́ımou pro-

měnnou označ́ıme č́ıslićı 1, negovanou proměnnou č́ıslićı 0.

x y z = 0 0 0, x y z = 0 0 1, x y z = 0 1 0, x y z = 0 1 1, x y z = 1 0 1

3. Počet jedniček dvojkového zápisu členu označ́ıme jako index. Při vytvářeńı

soupis̊u oddělujeme členy s rozd́ılnými indexi vodorovnou čarou. Hodnotu

členu v deśıtkové soustavě zapisujeme vlevo.
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0 0 0 0

1 0 0 1

2 0 1 0

3 0 1 1

5 1 0 1

(prvńı soupis)

4. Při zkráceńı dvou člen̊u lǐśıćıch se právě v jedné dvojkové č́ıslici nahrad́ıme

tuto č́ıslici symbolem −, aby se zachovalo p̊uvodńı přǐrazeńı č́ıslic k proměn-

ným. Toto pravidlo je založeno na vlastnostech (1.5), (1.9), (1.8). Pokud se v

soupisu vyskytnou stejné řádky, aplikujeme vztah (1.11) a všechny tyto řádky,

s výjimkou jednoho, škrtneme.

0 0 0 0

1 0 0 1

2 0 1 0

3 0 1 1

5 1 0 1

�
�
�
�
�

=⇒

0,1 0 0 -

0,2 0 - 1

1,3 0 - 1

1,5 - 0 1

2,3 0 1 -

�
�
�

�

=⇒

(prvńı soupis) (druhý soupis)

0,1,2,3 0 - -

0,1,2,3 0 - -

(třet́ı soupis)

5. Všechny nezaškrtnuté členy tvoř́ı po převedeńı z dvojkového zápisu do zápisu

pomoćı proměnných výsledek Quienovy-McCluskeyovy metody.

Nezaškrtnuté členy = prosté implikanty

1,5 - 0 1

0,1,2,3 0 - -

= yz(1, 5)

= x(0, 1, 2, 3)

Výsledek Quineovy-McCluskeyovy metody:

F = yz + x

3.4 Mř́ıžka prostých implikant̊u

Upozorněme, že tuto metodu nelze už́ıt samostatně. Aplikuje se na prosté implikanty

vzniklé pomoćı Quineovy-McCluskeyovy metody. Ukážeme si tedy, že ne všechny
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prosté implikanty jsou nezbytné.

Postup:

1. Vyṕı̌seme prosté implikanty vzniklé pomoćı Quineovy-McCluskeyovy metody.

2. Sestroj́ıme tzv. mř́ıžku prostých implikant̊u ukazuj́ıćı, jaké prosté implikanty

nahrazuj́ı p̊uvodńı úplné členy (p̊uvodńıho úplného disjunktńıho normálńıho

tvaru funkce).

3. Pomoćı této mř́ıžky urč́ıme, které prosté implikanty jsou nezbytné.

4. Ze zbylých prostých implikant̊u vybereme nejmenš́ı možný soubor tak, aby

jsme obsáhli všechny p̊uvodńı úplné členy.

5. Tento soubor, společně s nezbytnými prostými implikanty, tvoř́ı výsledek meto-

dy mř́ıžky prostých implikant̊u aplikované na Quineovu-McCluskeyovu meto-

du.

Společně s rozborem provedeme ukázkový př́ıklad pro vstupńı funkci F = wxy +

+ wyz + wxyz + xyz + wxyz + wxyz.

Rozbor:

1. Po aplikaci Quineovy-McCluskeyovy metody na vstupńı funkci F dostáváme

následuj́ıćı prosté implikanty:

wxy(6, 7), wyz(10, 14), wxy(10, 11), xyz(6, 14)

2. Mř́ıžka prostých implikant̊u je tabulka, kde sloupce tvoř́ı deśıtková vyjádřeńı

p̊uvodńıch úplných člen̊u a řádky tvoř́ı pouze složky proměnných z prostých

implikant̊u. Symbolem × do tabulky označ́ıme, ze kterých p̊uvodńıch úplných

člen̊u byl př́ıslušný prostý implikant vytvořen.

6 7 10 11 14

wxy × ×
wyz × ×
wxy × ×
xyz × ×
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3. Nezbytný implikant je takový prostý implikant, který jako jediný př́ısluš́ı

úplnému členu. To znamená, že pokud je ve sloupci pouze jeden kř́ıžek, tak

př́ıslušný prostý implikant je nezbytný. Následně označ́ıme všechny sloupce

odpov́ıdaj́ıćı nezbytným implikant̊um symbolem � a př́ıslušné nezbytné im-

plikanty symbolem ∗. V našem př́ıkladě jsou nezbytné implikanty wxy (kv̊uli

členu 7) a wxy (kv̊uli členu 11).

6� 7� 10� 11� 14

∗ wxy × ×
wyz × ×
∗ wxy × ×
xyz × ×

4. Soubor zbylých prostých implikant̊u vyb́ıráme takovým zp̊usobem, aby jsme

obsáhli všechny p̊uvodńı úplné členy (všechny sloupce). V našem př́ıpadě nám

chyb́ı zahrnout sloupec 14. Máme dvě možnosti, a to bud’ vybrat prostý im-

plikant wyz, nebo xyz. Vybereme tedy prvńı možnost, a to prostý implikant

wyz. Vid́ıme, že v tuto chv́ıli jsou všechny úplné členy obsaženy a tud́ıž prostý

implikant xyz je nadbytečný (neovlivńı výsledek).

5. Výsledkem jsou nezbytné implikanty společně s nejmenš́ım možným souborem

prostých implikant̊u tak, aby se obsáhly všechny p̊uvodńı úplné členy.

Shrnut́ı: Zadaná funkce:

F = wxy + wyz + wxyz + xyz + wxyz + wxyz

Výsledek Quineovy-McClukeyovy metody:

F = wxy + wyz + wxy + xyz

Po aplikaci metody mř́ıžky prostých implikant̊u:

F = wxy + wyz + wxy

Dvojice Quineova-McCluskeyova metoda a metoda mř́ıžky prostých implikant̊u tvoř́ı

minimalizačńı metodu, která je v praxi nejpouž́ıvaněǰśı.
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4 MINI-MALIZACE 1.0

Program byl naprogramován v jazyce C# (ve vývojovém prostřed́ı MS Visual Studio

2008 Express) pro .NET Framework verze 3.5. Je koncipován do jednoho (hlavńıho)

okna, což poskytuje přehledné uživatelské prostřed́ı. Slouž́ı předevš́ım k minimalizaci

Booleových funkćı pomoćı Quieneovy-McCluskeyovy metody samostatně i s aplikaćı

mř́ıžky prostých implikant̊u, která je situována v horńı části hlavńıho okna a k

minimalizaci pomoćı ekvivalence, která je umı́stěna v dolńı části okna. V pravé

části jsou umı́stěny statistiky, které téměř výhradně souviśı s minimalizaćı pomoćı

ekvivalence. Uvedené metody jsou popsány v kapitole 3.

Nyńı se budeme zabývat vstupy a výstupy jednotlivých část́ı programu.

Obr. 4.1: Hlavńı okno programu

Quine, Quine + Mř́ıžka

Vstupy:

1. Vstupńı funkce - Jedná se o společný vstupńı parametr všech uvedených metod.

Funkce, maximálně osmi proměnných, muśı být v disjunktńım normálńım tva-

ru. Malým ṕısmenem abecedy znač́ıme negaci př́ıslušného velkého ṕısmene

abecedy, jakožto proměnné.
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2. a,b,c,... - Uvedené zaškrtávaćı pole převád́ı výstupy Quine a Quine + Mř́ıžka

do proměnných a, b, c, ... atd. v př́ıpadě, že vstupńı funkce byla zadána v jiných.

Výstupy:

1. Načtená funkce - Proměnné v členech vstupńı funkce se přeskládaj́ı dle abe-

cedy.

2. Úplný tvar - Zobraźı úplný disjunktńı normálńı tvar vstupńı funkce.

3. Quine - Výsledek Quineovy-McCluskeyovy metody.

4. Quine + Mř́ı̌zka - Výsledek Quineovy-McCluskeyovy metody s aplikaćı metody

mř́ıžky prostých implikant̊u.

Ekvivalence

S hlavńı myšlenkou minimalizačńı metody pomoćı ekvivalence jsme se seznámili v

části 3.1, kde jsme rovněž uvedli nepraktičnost tohoto postupu. Pro programovou

implementaci je tud́ıž nutná jistá modifikace.

Jedńım zp̊usobem je generováńı funkćı do š́ı̌rky využit́ım datové struktury typu

fronta a dále nastaveńı podmı́nek pro ukončeńı generováńı, jak jednotlivých větv́ı,

tak i pro celkové generováńı. T́ımto sńıž́ıme časovou náročnost algoritmu. Zároveň

ukládáme pouze funkce, které se zobraźı ve výstupu, což sńıž́ı pamět’ovou náročnost

algoritmu.

Samotný program se spoušt́ı pomoćı tlač́ıtek Zobrazit nastavenou nebo Zobrazit

ekvivalentńı. Nyńı si uvedeme vstupy a výstupy pro tyto možnosti.

Zobrazit nastavenou:

Vstupy:

1. Počet prvk̊u - Udává počet proměnných výstupńıch funkćı.

2. Počet funkćı - Nastavuje horńı mez počtu zobrazených výstupńıch funkćı.

3. Naj́ıt tř́ıdu - Zvoĺıme tř́ıdu ekvivalentńıch funkćı, které se zobraźı.

4. Minimálńı - Zaškrtávaćı pole zobraźı pouze minimálńı tvary.

Výstupy:

1. List funkćı - Zde se zobrazuj́ı funkce dle vstupńıho nastaveńı.

28



2. Statistiky - Uváděj́ı se zde informace o výpočtu. Podrobněji budou popsány v

následuj́ıćı části.

Zobrazit ekvivalentńı:

Vstupy:

1. Zadaná funkce - Ze vstupńı funkce se vypočtou př́ıslušné parametry (počet

prvk̊u a č́ıslo hledané tř́ıdy ekvivalentńıch funkćı). Zadaná vstupńı funkce muśı

být funkce maximálně čtyř proměnných.

2. Dále Počet funkćı a zaškrtávaćı pole Minimálńı.

Výstupy:

List funkćı a Statistiky

Statistiky

1. Všech funkćı - Udává počet Booleových funkćı v disjunktńım normálńım tvaru

dle věty 3.2.

2. Generováno - Počet vygenerovaných funkćı potřebných k naplněńı výstupńıho

Listu funkćı dle vstupńıch parametr̊u.

3. Zobrazeno - Počet zobrazených funkćı ve výstupńım Listu funkćı.

4. Všech tř́ıd - Udává počet Booleových funkćı v úplném disjunktńım normálńım

tvaru dle věty 3.1.

5. Stav programu - Vypov́ıdá o aktuálńım stavu programu (připraven, generuje,

vypisuje, ...).

6. Čas výpočtu - Zobrazuje čas posledńıho výpočtu.

Př́ıklad

Na závěr této práce si předvedeme funkčnost programu Mini-Malizace 1.0. Na ukáz-

kovém př́ıkladě si předvedeme minimalizaci pomoćı ekvivalence, včetně statistik a

Quineovu-McCluskeyovu metodu samostatně i s aplikaćı metody mř́ıžky prostých

implikant̊u.

Za společný vstup všech zmı́něných část́ı programu voĺıme funkci F = ābd̄ +

+ abd̄+ b̄c̄d+ bc̄d.
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Obr. 4.2: Ukázka programu

Na ukázkovém př́ıkladě (obr. 4.2) opět vid́ıme, že Quineova-McCluskeyova metoda

neńı minimalizačńı metodou. Tou se stává až po aplikaci metody mř́ıžky prostých

implikant̊u, která nám poskytuje stejný výsledek jako metoda minimalizace pomoćı

ekvivalence.
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ZÁVĚR

V práci jsme ukázali navzájem jednojednoznačný vztah mezi Booleovou algebrou a

Booleovým svazem. Toto tvrzeńı nám dává výhodu v tom, že jsme schopni přenášet

vlastnosti a věty mezi těmito matematickými strukturami. Vyvrcholeńım teore-

tické části práce je bezpochyby d̊ukaz věty o jednoznačnosti úplného disjunktńıho

normálńıho tvaru Booleovy funkce.

V praktické části věnuj́ıćı se minimalizačńım metodám jsme si na př́ıkladech

ukázali, že samostatná Quineova-McCluskeyova metoda neńı minimalizačńı meto-

dou. Minimalizačńı se stává až po aplikaci metody mř́ıžky prostých implikant̊u.

Výsledky této dvojice metod se shoduj́ı s výsledky minimalizačńı metody minimali-

zace pomoćı ekvivalence.

Program Mini-Malizace 1.0 je koncipován do jednoho okna z d̊uvodu snadného

porovnáńı výsledk̊u výše zmı́něných minimalizačńıch metod.
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1. CD s bakalářskou praćı ve formátu pdf a programem Mini-Malizace 1.0.

2. CD s programem Mini-Malizace 1.0.
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